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Por |lo que respecta al tercer objetivo precisaremos los
siguientes puntos. Las distribuciones en el muestreo de los es-
timadores de méxima verosimilitud de las correlaciones y vecto-
res de coeficientes canbnicos en el modelo de Hotelling se han
estudiado para el denominado ''null case!!, En este trabajo hemos
obtenido en un primer paso los estimadores de méxima verosimi-
litud de las correlaciones y vectores de coeficientes canbnicos
en el analisis canbnico parcial de Rao. En base a un resultado
probado por T.W. Anderson en relacibén a las distribuciones en
el muestreo de ciertas matrices de variables aleatorias, hemos
Ilegado a las distribuciones en el muestreo también en el '""null
case'!' de los estimadores de mé&xima verosimilitud de las corre-
iaciones y vectores de coeficientes canbnicos parciales; las -
funciones de densidad de estas distribuciones presentan una estruc
tura anéloga a las de sus similares en el modelo de Hotelling,
diferenci@ndose Gnicamente en sus par&metros. Estos resulta-
dos completan el modelo muestral del anélisis canbénico parcial
de Rao cuyo estudio fue comenzado por su autor y Timm y Carl-

son.

Finaimente, refiriéndonos al Gltimo objetivo sefialaremos
que es simplemente metodolbégico., Suele ser frecuente al estu-
diar ciertas técnicas de anflisis multivariante el hacerlo en
forma descriptiva, haciendo uso de las muestras como si de
colectivos se tratara sin ninguna aplicacibén de la ‘nferencia es-
tadfstica; otras veces, aunque no se mencione e.presamente,
los modelos estén estudiados en las respectivas poblaciones.
Estas caracterfsticas comunes a la mayor parte de técnicas mul-

tivariantes son sefialadas por A, Aznar, al referirse a los mo-



delos Factorial y de Componentes Principales. También el
analisis canbnico esté afectado de esta problemética ; salvo
muy raras excepciones no sé establece una distintién '"a prio-
ri! de cuando dicho anélisis esté referido a la poblacidn o a
muestras de ella. Este ha sido el motivo por el cual hemos i
vidido en dos parties este trabajo. La primera de ellas esté
dedicada a la exposicién de los modelos mateméticos de los
diferentes enfoques que ya hemos comentado del anélisis ca-
nbnico, mientras que la segunda parte contiene |os respecti-

vos modelos muestrales.

Expuestos los objetivos que pretende esta memoria

eriraremos a detallar el contenido de los diferentes capftulos.

Los itres primeros que constituyen la parte dedicada
al anélisis canbnico tebrico contienen las diferentes Ifneas
de desarrollo que este ha recibido. En el capftulo primero ex-
ponemos el analisis canbnico de dos vectores aleatorios. En &l
hemos incluido numerosas modificaciones del modelo que expuso
Hotelling y que lo han ido completando a lo largo del tiempo. El
método seguido en la exposicidn no esel habitual de obtener las
correlaciones y vectores canbnicos como resultado de optimi zar
las funciones coeficiente de correlacibn entre las sucesivas com-
binaciones lineales de los vectores iniciales, con las restriccio- |
nes ya aludidas. Frente a este enfoque hemos escogido el basado
en la descomposicidn singular de una matriz arb iraria. Este
planteamiento del anélisis canbnico de dos veciores aleatorios
de referencia permite dar un tratamiento unitario a la solucidn
de otra serie de modelos canbnicos como son los modelos par-

ciales, por lo cual lo consideramos bésico para los sucesivos
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capftulos de esta memoria.

=] contenido de este primer capftulio, aparte de ser una
recopilacibn exhaustiva de los diferentes estudios acerca del -
analisis canbdnico de Hotelling constituye el soporte tebrico en -

que se basan las generalizaciones que se presentan en este trabajo.

El capftulo Il lo hemos dedicado a los modelos canbnicos -
parciales, y en &l hemos distinguido dos secciones. En la prime-
ra de elias exponemos los diferentes modelos parciales publicados
en la literatura dedicada a estos temas; tales son: el modelo par--
cial de Rao, los modelos parte y biparcial de Timm y Carlson y los
modelos G] y Gz—biparcial de Sik-Yum-Lee. En ellos hemos intro-
¢ _..do grafos para sehalar las dependencias enire vectores pudién-
dose asl obtener una idea visual de cbmo unos modelos generalizan
a otros. Este conjunto de modelos constituye el estado actual del

anélisis canbnico parcial.

La segunda seccibdn la hemos dedicado a exponer los nuevos
modelos canbnicos parciales que generalizan ai modelo qubiparcial.
A tales modelos generalizados les hemos denominado extensidn lineal
y circular del modelo de Rao.(Esta denominacidn esté basada en la
estructura de dependencias de los grafos asociados a tales modelos
y en que dichos modelos constituyen los diferentes puntos de dos ca-
denas cuyos dos primeros puntos son en ambas el modelo de Rao y
Gz-biparcial). Dentro de esta segunda seccibn hemos .istinguido dos
partes. En la primera estudiamos los modelos L(7) vy C(7) (tercer pun
to de ambas cadenas) y en la segunda los modelos que hemos denomina

do L(2n+1) y C(2n+1) los cuales hacen referencia en forma genérica



a las dos cadenas en que puede extenderse el modelo de Rao.

En el tercer capftulo estudiamos el anélisis canbnico genera-

lizado a més de dos vectores aleatorios. También lo hemos dividido

| en dos secciones. En la primera exponemos los diferentes enfoques
bajo los que pueden obtenerse las correlaciones y veciores canbni-
cos generalizados, Tales modelos canbnicos constituyen los Gltimos

resultados que de esta Ifnea del an&lisis tenemos constancia,

En la segunda seccibén exponemos los nuevos modelos resultan-
tes de aplicar tales enfoques en veciores en los que ya se han elimi-—
nado influencias lineales de otros. Al generalizar las diferentes es-—
tructuras de dependencia de los modelos parciales a mas de dos vec-

_.-es de variables aleatorias hemos llegado a los modelos parciales
generalizados que anteriormente hemos comentado. L.os nuevos mode-
los L{2n+1) y C(2n+1) también admiten esta generalizacibén consideran

do blogues de vectores.

En la segunda parte estudiamos el modelo muestral de los di-
ferentes enfoques del anélisis canbnico. Es bien sabida la dificul-
tad que presenta ei desarrollo de la teorfa muestral de cualquier -
modelo multivariante;por referirnos al anélisis canbnico de dos vec
tores de variables aleatorias, diremos que existen cuestiones dentro
de esta teorfa alin no resueltas. En gran parte de este tipo de anéli-
sis los confrastes de hipbtesis suelen referirse a los denominados
en la literatura estadfstica ''null cases'!; en general €-tos contrastes
estan fundamentados en distribuciones de Wishart centradas que con-

ducen a estadfsticos cuya distribucidn en el muestreo es laef\. de
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Wilks , Toz de Hotelling, etc.; en cualquier otro caso las distribu-
ciones de tales estadfsticos o bien no son conocidas o Gnicamente se
pueden presentar de forma aproximada, Hemos guerido introducir es-—
te comentario para justificar de alguna manera las fuertes restriccio-
nes bajo las que se ha desarrollado la teorfa muestral en el anélisis

canbnico.

Centr&ndonos ya en el contenido de esta segunda parte, en
ella hemos distinguido dos capftulos, el primero esté dedicado al mo-
delo muestral del anélisis canbnico de Hotelling, asf como a ciertas
cuestiones de carécter general relativas a las distribuciones de cier-
tos estadfsticos de amplio uso en los contrastes de hipbtesis multiva-
riante., Dicho capftulo, sumamente extenso, contiene el procedimien-
to ~ _ ubtener estimadores de maxima verosimilitud para las correla-
ciones y vectores de coeficientes canbnicos, asf como las distribucio-
nes en el muestreo de tales estimadores en el "null case''. T_ambién he-
mos incluido una serie de contrastes de hipbtesis en relacidn con las
correlaciones canbnicas y los coeficientes del modelo de regresidn

lineal multivariante asociado.,

Podrfa extrafar la no dedicacidn de sendos capftulos a los
modelos muestrales del andlisis canbnico parcial y del generalizado
tal como se ha hecho en el modelo matematico. El motivo puede encon-
trarse en el comentario que hemos incluido al hablar de los modelos
muestrales. Los modelos parciales han tenido muy poco desarrollo en
este campo siendo nulo el de los generalizados, Ante esf. situacidén he
mos incluido en el Gltimo capftulo una serie de resultadus en torno a
estos dos tipos de modelos. E| contenido fundamental lo constituye el
modelo muestral del anélisis canbnico parcial de Rao. Este autor en la

exposicidn de tal anélisis, junto al modelo matem&tico, desarrolia el
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procedimiento de obtener estimadores de méxima verosimilitud
para las correlaciones canbdnicas. Posteriormente Timm y Carl-
son construyen una prueba de hipbtesis para tales correlaciones
basada en el cr-iterio.A de Wilks. En este trabajo hemos com-
pletado en varios puntos el modelo muestral de Rao, como son los

siguientes:

9 Obtencidn de los estimadores de mé&xima verosimilitud para los

vectores de coeficientes candnicos.

22 Obtencibén de la distribucidn en el muestreo de los estimadores
de mé&xima verosimilitud de las correlaciones canbnicas parcia
les, en el "null case'l,

32 Obtencidn de la distribucibén en el muestreo de los estimadores
de méxima verosimilitud de los vectores de coeficientes cand-
nicos parciales en <l "null case'l,

4° Construccidn de pruebas de hipbtesis en relacibn a las corre-

laciones canbnicas parciales basadas en los criterios de Pillai

Hotelling y Roy.

En relacibdn con el resto de modelos parciales diremos que
no hemos entrado en el estudio de sus modelos muestrales por lo
que Onicamente expondremos algunos tests de hipbtesis debidos a
sus autores acerca de las correlaciones canbnicas. lgualmente en
los modelos canbnicos generalizados incluimos como cuestién liga-
da a su modelo muestral el contraste de hipbtesis de independencia

entre m » 2 vectores de variables aleatorias.

Resumiento en breves lineas, las aportaciones fundamenta-

tales que contiene esta memoria, citaremos las siguientes:







CAPITULO I: EIl modelo candbnico de dos vectores de variables

aleatorias,




PARTE PRIMERA:

EL MODELO MATEMATICO.




1. 1. Introduccibn

La relacién entre dos vectores de variables aleatorias fue
estudiada por primera vez por Harold Hotelling (1). Este autor
en 1935 en su célebre artfculo "The most predictable criterion'
expone el procedimiento de obtener aquellas combinaciones linea
les de cada vector de variables que presenten méxima correla--

cibn,

Desde esa fecha el denominado anélisis canbdnico de dos vec-
tores de variables ha tenido una amplia sistematizacién. Prue-

(1)

ba de ello son los trabajos posteriores de Hotelling ', Anderson

(3) (&)

T.W., Morrison D., Kshirsagar ', etc.

Este profuso desarrollo del modelo candnico ha venido motiva-
do en parte, por el hecho de ser un marco general dentro del que
se engloban un elevado nGmero de técnicas del anélisis multivarian

te.

El andlisis canbnico poblacional referido a dos vectores de
variables que vamos a desarroliar en este capftulo presenta una
serie de diferencias en relacidén al de Hotelling debidas unas al
método seguido y otras a las extensiones que de &l se han reali-

zado en algunos campos.

La Ifnea que seguiremos en la exposicidén del modelo ha sido

(5)

la adoptada por Horst y Kshirsagar utilizando |la descompo-

(1) Hotelling, H. [ 22 ] pég. 139-142 [ 23] pég. 321-377,
(2) Anderson, T.W. [ 2 ] p8g. 272-287,

(3) Morrison, D. [ 33 ] pég. 213-218.

(4) Kshirsagar, A, [ 28] p&g. 247-285.

(5) Horst, P. [ 14 ] pég. 139-132,

]
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sicibn singular de una matriz, Hemos preferido este tipo de enfoque
frente al presentado por Anderson, Morrison y otros autores, por
poder dar un tratamiento unitario a todos los modelos que a lo lar-

go de este trabajo se expondrén,

Dado que este enfoque no presenta la claridad del citado en se-
gundo lugar hemos incluido en este capfltulo un amplio estudio de las
propiedades del modelo que dan luz sobre el sentido y significado de

las correlaciones y vectores canbnicos.

Otra cuestibn en que se pone especial énfasis es en la de sefia-
lar cédmo el modelo candnico es el modelo de regresibdn mllitiple gene-

ralizado y en qué consiste dicha generalizacibn,

Hemos juzgado interesante incluir algunas aportaciones recien—
tes que desarrollan el modelo poblacional. En este capftulo Gnicamen
te haremos referencia a las relativas al modelo de dos vectores de
variables y no parcial , Entre ellas destacaremos las dos siguien-

tes;

(1) Extensidn del modelo canbnico de dos vectores de variables al
caso en que estos sean de distribucidn conjunta degenerada; este
desarrollo es debido a Khatri, G.G.“). Este autor obtiene las co-
rrelaciones canbnicas en base al concepto de inversa generaliza-

da de una matriz.

(2) Transformaciones de las variables canbnicas que ayudan a su in
terpretacién., Esta ITnea de trabajo poco desarroliada en el anali
sis candnico tiene gran importancia por facilitar su aplicacién -

préctica. Otras técnicas multivariantes como el anélisis en com-

(1) Khatri, G.G. [27], p&g. 465-471.



ponentes principales y andliisis factorial han tenido un amplio trata-
miento en este sentido logrando una serie de métodos que constituye
una ayuda importante para la interpretaciébn de las nuevas variables
obtenidas. En el anéalisis canénico propiamente dicho ,Gnicamente hg
mos encontrado un trabajo en este sentido; nos estamos refiriendo

al artfculo de Cliff, N. y Kruss, F. (1) sobre la interpretacidn de -
los vectores candnicos. En base a &l justificaremos el empleo para es

te menester de los métodos de rotacién ortogonal utilizados en el ana

lisis factorial.

La terminologlfa que se introduce en este capftulo para designar a
los distintos elementos del modelo canbnico ha sido sugerida por el Di
rector de esta Memoria, Debemos sefialar que algunas denominaciones
- _ aqufl empleamos son distintas a las que nabituaimente se utilizan en el
modelo candnico y que incluso una aun coincidiendo en su expresibdn
gramatical con otra de uso com(n en el anélisis canbnico presenta di-
ferente significado y por tanto debe tomarse en el sentido que aqufl se
da. El motivo de esta modificacién esté justificado por ia mayor preci
sién que permite dar a las referencias a los distintos elementos del

modelo canbnico.

Otra precisién a hacer es la relativa a la numeracidn de las expre
siones gque aparecen en este trabajo. La numeracibn por la derecha -
corresponde a la que se da a la expresidén por si es necesario hacer
referencia a ella en otras ocasiones,mientras que la numeracibén por
la izquierda indica la de las expresiones que es Gtil cc.isultar para -

obtener la que aqufl se hace referencia.

(1) Cliff, N, y Kruss, F., [7], p&g. 35-43.



1.2. Definiciébn de! modelo canbnico

= 2T I 4 .
Sea Z=(X",Y"} un supervector de variables aleatorias con
-
distribucién conjunta no degenerada de paré&metros (0, Z ). Deno

2 =) .
minaremos a X e Y vectores aleatorios de referencia.

-3 -
Sipyg : psgq son las dimensiones de X e Y la matriz de co~

1 s - :
varianzas( ) de Z particionada en base a tales dimensiones la expre

saremos;:

r '
20 Za P
Zys et (1)
ZAI: ZL ‘1
e 9

. - - 2
Se denominan vectores candnicos entre )Z e Y a los vectores

< -
de variables U y V que satisfacen {2), (3), (4) y (5)

-
U=L" = i =

X _ v LT 0 [|X
- = Sl=|-=-F-==ll5
V=M"Y (2} - \% D ¢ MT || ¥ (3)

39S |rmmmmmbeo L B (4)

Mzl ITZNT L 1Ay

- i

L AA>- - 2A0 (5)

og~'
o
ooO
00
Og
eo
90,
— <
S

P= Q0.+ Hfo---0
00 --:00---0

Erm

302 bi5ibai0
——— p— 191+

en donde r = rango Zu

(1) Otra posibilidad de desarrollar el modelo canbnico es en t&rminos
de la matriz de correlaciones. Cooley, W. [8] p&g. 168.



el -
Denominaremos a los componentes de U y V variables canbni-

cas entre S<’ e "? y en particular a las parejas de componentes ded
y {/-1 con el mismo ordinal :(&,,0)), (1;,00)... .. (uy,0y) primeras, segun-
das... r-ésimas variables canbnicas entre X e Y. El resto de com-
b ponentes de g y {7 Gnicamente presentan interés en determinado ti-
po de desarrolios tebricos. Como se desprende de (4) 1as variables

canbnicas estdn normalizadas en varianza

A los elementos no nulos de P, 4, 4;...Ay les denominaremos

- 2 " . 3=
primera, segunda... r-é&sima correlaciébn canbnica entre X e Y vy
a las columnas de las matrices L y M veciores de coeficientes ca-

ndnicos.

En lo sucesivo suprimiremos las flechas en las notaciones

referidas a vectores de variables.
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1.3. La existencia de los vectores candnicos. Su determinacibdn

v significado.

1.3, 1. Consideraciones previas.

Justificaremos la existencia de los vectores canbdni-
cos Uy V de X e Y mediante el siguiente teorema conocido como

lldescomposicidn singular de una matriz arbitrariall.

Si C es una matriz de elementos reales de orden p X g
y de rango r £ min (p, q) dicha matriz puede descomponerse en

el producto;
c=ApBT (6)

en donde las matrices A, P y B cumplen las siguientes propiedades :

- A es una matriz ortogonal de orden p X p,

- B es una matriz ortogonal de orden q X q.

- P es una matriz de orden p x q con la estructura sefialada en (5)
cumpliéndose que sus elementos no nulos son las rafces cuadra-

1
das con signo positivo de las rafces caracterfsticas de CC' vy dC( )

Se demuestra que las r primeras columnas de las matri-
ces A y B son los vectores caracter{sticos asociados a dichas rafces
v by
en las matrices CC¥ y CC; el resto de columnas hasta p y q pueden

. ot " 2
completarse mediante las condiciones de ortogonalida .( ).

(1) Las matrices CC'y C'C tienen r rafces caracteristicas positivas
y ademés iguales las de una y otra. Fz. Trocbniz [13] pég.
(1.16.21) y (1,18, 11).

(2) La prueba de este teorema puede verse en Kshirsagar, A. [28]
pag., 247-248,



Dada la estructura de la matriz P la igualdad (6) también

puede expresarse

C= £ a,bl+ &aabi+---- + Lva,. bl (7)

siendo AL 4z..- . A los elementos no nulos de P vy a .y bI las co-
lumnas que ocupan el lugar i en las matrices A y B, Una propiedad
importante de la descomposicibén (7) es la siguiente: si AiY4wy.-34vS0
y si Unicamente se toman k £ r sumandos la matriz resultante cons
tituye la mejor aproximacibén a C a través de una matriz de rango k

(1)

segln el criterio mfnimo cuadrético ' .

1.3. 2., Prueba de la existencia de los vectores candnicos.

Consideremos la siguiente matriz

Ce & Tty (8)

. . . ‘ 2 -
en donde t, y t_ son matrices triangulares inferiores (2) que satis-

I 2

facen

Z-u = t| 'tT (9)

2u= bt (10)

y Z‘..j Z;, 2‘.)_ los bloques de particién de (1).
L.a matriz C definida en (8) es de orden p x q y su rango r.

ran C =min [ran (t;'), ranZ, vmt}]] = min (p, q,r)=r (11)

(1) Veése Good, 1.J. [15] p&g. 823.

(2) El procedimiento de obtener las matrices triangulares t. y t. que
satisfacen (9) y (10) puede verse en ~z. Trocdniz [13] pé&gd. I.
10 2
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[ 220 2 -1 1 (€40 (19)
[ Zn 23 Zn- A2t ] B)Y'B=0 (20)

Denominaremos L y M a las matrices de vectores asocia-

dos en las ecuaciones anteriores pudiéndose expresar finalmen=-

tem (19) y (20)
[ le -z.' Z."zz“] L:O (2]) . L__, (_t-‘r)-lA (23)
[S0 3 Z-420M0 2 M- @r's @24

Cuando las matrices L y M que satisfacen (23) y (24) se
.oman como matrices de transformacidn de los vectores aleato-
rios de referencia X e Y los vectores de variables resultantes

tienen una matriz de covarianzas:

I
‘LTZHL i LT I‘I.n

- - — - - . - ————

2 AR

con las condiciones exigidas en (4) y (5)
En efecto se tiene:

(9) (23)  L"Z,L= A (£ A=A (A= ATA=T, (25
(10) (24) M'2,M: BT} 5, B =BEl)B-EB= I,  (26)
X L"SuM= AT Zut Y] = ATaPEIB = P

(1) Los sistemas (17), (18) y (19),(20) tienen las mismas solucio-
nes en A% pues
| S TR Ta-A2Zulz0 ;5 IS G- A2 6T R T2 Y
No ocurre lo mismo con sus vectores asociados, estando re-
lacionados por las ecuaciones (23) y (24).
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De esta forma ha sido probado que si los vectores Uy AV
: . = (1)
se obtienen como transformacion lineal de los vectores de

referencia X e Y a través de las expresiones

U= L'x siendo L= (t)TA (27)
V= MY . M= (&) B (28)
con AB t t, definidas en (9),(10),(13) y (14), su matriz de

covarianzas adopta la forma:

(4) 2ow= |73 T | (29)

donde P tiene la estructura de (5)

El enfoque que aqul hemos expuesios supone una adaptacidn
(2)

«! modelo poblacional del realizado por Paul Horst en matrices

de datos.

Un procedimiento similar para obtener los vectores cand-
nicos Uy V es el expuesto por Kshirsagar, ;:\(,3) En &l se aplica

el teorema expuesto en 1.3, 1. a la matriz:

C= pinZ. 2.0 (30)

(1) Siguiendo a Horst P. [20] pag. 333; en realidad se realizan
dos transformaciones, la primera constituye un paso de los
vectores X Y a ¢1y ¢2 : @= X D= 7o §
cuya matriz de covarianzas conjunta es:

[Ip 'z

L) Iq
La segunda: U=Afﬂ.;v=8'ﬁlconvier'ten los elemeiitos no diagona-
les de la matriz anterior. en la matriz P.

(2) Horst, P. [19], pég. 130-132.

(3) Kshirsagar, A. [28], p&g. 250. Otra forma de lograr que los
vectores de variables en la primera transformacibén a que se so
meten tengan mairiz de covarianzas, unidad dentro de cada gru

po es escogiendo ésta de la forma: jo= Zx g=2i'v



Consideremos su descomposicibn singular

C': Zu-%' 1" Zl:‘/“-' ERFT (31)
E'E=EE"=Ip (32)
F'F= FF'= I (33)

siendo R con la estruciura (5). Las matrices E y F vienen determi-

nadas por las ecuaciones

[ 542,50 & 2. -4'T)E=0 i)

[ S 2,20 20 25 -4 1] F =0 (35)
transformables en las siguientes

[ 5,75 Z-4*5] 5% E =0 (36)

W Z;-AIZ:] TAF =0 (37)

Es inmediato demostrar que si las matrices Ly M de la ex-
presion (2) son de la forma
L= T, %E (38)
M= AF . (39

los nuevos vectores de variables Uy V tienen una matriz de cova-
rianzas seglin se expuso en (4) cumpliéndose por tanto, las condi-

ciones exigidas a los veciores canbnicos .

Una comparacibén de los dos procedimientos de obtencidn de
los vectores canbnicos nos permite establecer las siguientes equi-

valencias:

— Las matrices de (12) y de (31) son iguales puesto que seglin la no-

ta (1) de la pag. 23,(17) y (18) tienen las mismas soluciones en Klque



(21) y (22) y por tanto que (36) y (37).

- Las expresiones Aty y EY =+ son iguales (lo mismo 8t
y ErSn ) puesto que L y M son Gnicas y vienen determinadas
por los vectores asociados a las matrices [ZuZid'Zi -ATZn ] v
[ ' 3. - A*Zwa ] con sus respectivas condiciones de norma-

lizacibn.

La obtencién de los vectores canbnicos puede fundamentar-
se tanto en la descomposicién singular de la matriz (8) como (30)
ya que éstas conducen a los mismos resultados , no obstante, en
lo sucesivo nos referiremos preferentemente a la segunda féormula

puesto que supone ciertas ventajas al hacer referencia a ella.

1.3.3. Determinacibn de los vectores canbnicos.

La resolucién del modelo canbnico requiere hallar las co-
rrelaciones canénicas entre los vectores de referencia X e Y y las
matrices de coeficientes canbnicos L y M, Como se demostrd en el

apartado anterior tales par@metros satisfacen las ecuaciones

(21) [ Zix :‘: Zza“‘Zu]LT-o . UZ'L=IP

(22) [ Zu ; ‘:' Zl-\-— ;(zzt] M = Q . V\TZ'LLF\: Iq

Para resolver los sistemas anteriores es necesario hallar
las rafces de | = 25 2o -A* 24 }:0 y segui damente sus vec-
tores asociados en (21) y (22) con las respectivas condiciones de

normalizacidn,
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Si p no es pequefio, el procedimiento descrito anteriormente
es muy engorroso puesto que requiere hallar las rafces de polino-

mios de grado elevado. Para paliar este inconveniente T.W. Ander-

(1)
on

S propone el siguiente procedimiento iterativo para determinar

; : (2)
las columnas de L asi como las correlaciones canbnicas AAp. .. AT,

a) Descripcibn dei procedimiento iterativo.

La ecuacidén (21) puede expresarse para la primera colum-

na:

Zt z.: Zu P—‘\ = '(\2 ZN ?-I.

siendo equivalente a la siguiente:

Zi_‘ Zu. 7;: Z.I Q| = '(lz E-l (40)

que también puede escribirse(3)

A, c; O..0
LA Roeahy oA S g
en donde L'-[Q-l-"'Qr‘Jg LY P.Tr] a: :_, o°

Si denominamos E = LAy si partimos de una solu-
cidén inicial So para I1 el proceso:
E 8% ¢
E p'oc ¥? .
: . v
: :P tipificados (42)
£ plioc »2

conduce a la expresibn

B
E. SooC Pﬁ. (43)

"y
convergiendo [P hacia l, si A>Ay.-24v 20

(2) En la préctica no es necesario resolver el segundo sistema puesto

|
|
(1) Anderson, T.W., [2], p&g. 301-302. ‘

que; My = "t Zn Zale i

VVe&se propiedad 1. 5. - v 3
(3) Esta equivalencia se desprende de las igualdades Lf..L-'-I;LZ‘H"'A' WA

y tnicamente tiene importancia tedrica para probar la convergencia
del procedimiento.{ M:[Hsl:i;]) ‘
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Similar procedimiento es aplicable en la obtencién de Iz. 5 lr‘

(1)

b) Prueba de la convergencia.

La expresidén (43) puede expresarse como igualdad:

?OE'-: NB_ Ek5°

2k
y teniendo en cuenta, que E¥= L/ ks
R 2k J\_Q& \
eho W 4 L&) (44)

Al estar PE' tipificado :

= ek T 2k
TN T T D AINC el
pasando al ITmite cuando k =» 08 ¥y teniendo en cuenta que

si AP Ay.---Lv>0

4o
o AR LE e gl e
[T A o

D (mf“)"go*a‘.erzm“swr(ms*)i;o*w“ o4 (47)

&QDG
2k
b fkn )= g —

Hallando el ITmite en (44) y utilizando las igualdades (46) vy

(48) se tiene

‘z, A T g

7 = s dads
Q*Map P = -2_“—;.0&[9 5‘ - Qi c q

De la misma forma puede probarse la convergencia del

proceso de obtencibn de Iz teniendo en cuenta la igualdad

Eu= E-ARR27-LAL :-A-"'[T-%ﬁ?ﬁ]m)

Podrfa continuarse hasta |la etapa r &% b~

(1) La demostracién de la convergencia del proceso iterativo que
aquf exponemos ha sido realizada por el Director de esta Me-

moria.
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c) Aplicacién préctica del procedimiento.

c-1) Obtencidn de II y A

Se calcula

5‘= Zt-l-th.Z;‘Z_l
realizindose la iteracibn
~,Blo) of Pii)

-
d
o Pl.a) . P (2) o

,S?‘ P©) & p(R)
como PT(M ZuP(R)=1 a través de esta Gitima ecua-

cibén pueden determinarse las soluciones ap~oximadas

para I1 y 1(\2"

c-2) Obtencién de |, ¥ A

c-3)

2
Se calcula

,S.z,-" 5."&221211 =200 (1)

y se repite con S. el proceso anterior, cuyo resulta-
2 ?

do son las soluciones aproximadas de I2 y

Obtencibn de lr' y )(\:'
Operando de forma similar puede llegarse a la expre-

sibn de Sr

Sr = ,S\M 'f(t-i p-v.s Eﬂv-“ (52)

y a partir de aquf repitiendo el proce.o anterior a

iy
Ir y Av
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1. 3.4, Descripcibdn de los vectores candnicos.

El examen de |la matriz (4) permite caracterizar los vec-
tores candnicos U y V. Dichos vectores tienen las siguientes

propiedades :

1. - Las variables canbnicas uI s [EHIR ur son incorreladas entre

2
st

2. - Las variables canbnicas v] 5 vz. s Vr‘ también son incorrela-
das entre sf,

3.- Las variables canbnicas u.y v. son incorreladas salvo en
J

el casoi = j. Cuando ésto es asl la correlacidén entre Ui,V
es el elemento diagonal AL de P, Asfl tendremos que &
es la correlacibn entre U,y vy AL es la correlacibn entre

U.vy Vv, ... A~es la correlacibn entre u. ¥ Vo

2 2

Si en un sistema gré&fico representamos las variables ini
ciales Z = (X, Y) asociando un vector a cada uno de los compo-
nentes en donde el mbdulo sea su varianza y el coseno del dnguio
gue forme con las dem&s componentes las correlaciones con ellas

1 X
obtenemos la figura( ) | (consideraremos el caso xlxzylyz)

Mod 22 = Vav &

cos 3dy: faiuy
= X
2i= i

Eicmis

(1) La representacidn gré&fica Gnicamente pretende dar una idea de
la relacién entre las nuevas variables, no correspondiéndose
al caso real que en general ocurre A #4v lo cual da lugar a que
Uy uz,vI , Vv, Gnicamente sean representables en RY, sila dis

tribucidn no es degenerada, también la primera figura sblo es
representable en R
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Las variables canbnicas Us» uz, vy ,vz tendréan la estructura que

se sefiala en la figura il.('L

S _hv, L o = A
. J A=Ay
I wn P = A1

Py,

-
Fig. |l i

(1) Veése nota (1) de la pagina anterior.
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1.4. E|l modelo canbnico no normalizado,

Otra derivacidn alternativa del modelo canbnico es la que sus-
tituye las condiciones de normalizacién en varianza de las variables
canbnicas por las de ortogonalidad de las matrices de transformacion
de cada uno de los grupos. Esta variacidn respecto a lo ya estudiado
es propuesta por Van de Geer'“). Lo desarrollaremos en términos -
de la matriz de covarianza de los vectores aleatorios de referencia

X, Y: X= (xl,x ...xp) y Y = (yl, yz...yq). estando tales vecto-

2
res distribuidos conjuntamente con parémetros (0Z ):pgqy yonZ = prg

Si particionamos la matriz 2 en base a las dimensiones de

X e Y obtenemos

Z;..,"Z.a

en donde supondremos que rang 2u=r¢ P.

Se denominan vectores candnicos a los vectores U, V:

ko 1 X (53)
\J= MY (54)
que satisfacen (55), ( 56}, {57) v {58) ., .

I"L=LL =L, (55)

M™ =MMT=I3 (56)

T i b (57)

M Zul : M ZM
pP= LT Ze M. (58)

siendo (58 ) una matriz de la estructura (5).

(1) Van de Geer [50] pég. 169-170.



34

Fig. 1l
en el modelo canbnico no normalizado se pasa a la siguiente

estructura

De la misma forma que en el modelo definido en 1,2, la
representacién gréfica que aqul exponemos Unicamente pretende
dar una idea de ia transformacibén realizada. Una representacidon

Y'Y,y conserve el mismo &ngulo que X,

YV VY Y y, v que ademés uI.L Voo VY, i u, en geng

ral requiere ser representado en *h

en la que u y X, (lo mismo

para v

En la préctica el modelo méas difundido ha sido el que hemos
expuesto en 1, 2. es decir, el de variables canbnicas normalizadas
en varianza. Nos referiremos Unicamente a &l en el resto de este

trabajo.
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cumpliéndose
(62) (63) W Zuwm=uiZubi=4=Q.

con lo cual las condiciones de bptimo de (66 ) se reducen a los

siguientes sistemas:
~A 2-‘!?-#' Zn M =0
Z;\ E\_A Z.;.lﬂ. = (0] ( 67)

cuya solucién no trivial exige

-4(2'.. Z:.
S0 AT = (68)

T 2 1
Como A=M= L\ 2w, utilizaremos la mayor rafz de (68 )

b i - v e
r .ato que P.. 2 {15 es la funcibn a maximizar,

b) Vamos a probar que esa raiz méxima es la mayor correlacion
candnica entre X e Y y que las soluciones ( I],ml) correspondien—
tes en el sistema (67 ) son los primeros vectores de coeficientes

canbnicos,

b-1) Para probar la primera parte utilizaremos la siguiente pro-

piedad de los determinantes de matrices particionadas

]
A= | o] ’Al - lAn‘Ale;zAzli\Azzl

(1) Esta propiedad esté& probada en Anderson, T.W. [2] pég. 343
y 344 en base a una mairiz B = ﬁ A";“] cumpliéndose

1Al = [BABT)  ={A -A Ay Ayl Al -




























































































































































































































































































































































































































































































































































