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La p r e s e n t e  m e m o r i a  se e n m a r c a  d e n t r o  del c a m p o  d e l

R a z o n a m i e n t o  A u t o m á t i c o ,  u n a  d e  las á r e a s  m á s  p u r a s  d e  la

I n t e l i g e n c i a  A r t i f i c i a l .  Su o b j e t i v o  f i nal c o n s i s t e  e n  la

a p l i c a c i ó n  de e s t r a t e g i a s  de J u e g o s  a la d e m o s t r a c i ó n  a u t o m á t i c a

de f ó r m u l a s  a p a r t i r  d e  o t r a s »  e s t o  es, a r e s o l v e r  p r o b l e m a s  d e

de d u c c i ó n .

En  B a n e r j i  [BA], p á g . 69, p u e d e  leerse:

In connection with vhat is CAlled the ^prohlem-

reduction" approach to problem solving ... N í l s e o n’s

analysis was made not on ga.mes but on what Amarei has 

called "and-or" trees. Sagle has informally arguod 

that these are equivalent to games...This conjccture, 

unfortunatBÍy, ís informal,,.

(ver (BA], (NI], y sus r e f e r e n c i a s  b i b l i o g r á f i c a s ) .

P o d e m o s  d e c i r  q u e  e ^ t e  p á r r a f o  e s  el o r i g e n  de  la a e u o r i a .  

Nos p l a n t e a m o s  las p r e g u n t a s :

¿Cuál es la r e l a c i ó n  e n t r e  J u e g o s  y á r b o l e s  ”a n d / o r " ?

( e s c r i b i r e m o s  Y / O  p o r  " a n d / o r "  )

Dado que los p r o b l e m a s  d e d u c t i v o s  e x p r e s a d o s  c o n  c l a u s u l a s  

de H o r n  t i e n e n  a s o c i a d o  u n  g r a f o  Y / O  lio que ha d a H o  l u g a r  *1 

d e s a r r o l l o  de «estrategias do b ú s q u e d a  e n  g r a f o s ) ,  ¿ c u á l e s  s u n  l m s  

r e l a c i o n e s  e n t r e  g r a f o s  y á r b o l e s  Y /O?, y, lo qu»* os m á s  

I n t e resante, ¿ c ó m o  e s t á n  rí*l «c i o n a d o s  los j u e g o s  r o n  lot. problc-ni&s 

d e d u c t  ivos?

La p r i m e r a  d i f i c u l t a d  c o n s i s t i ó  en  la general i r.ac i ór, de Jo 

e x p r e s a d o  por B a n e r j i :  e n  la m a y o r  p a r t e  de la literaiui-a t cxlos

e s t o s  c o n c e p t o s  a p a r e c e n  de m a n e r a  infor m a l .  P o r  ojc-rcilo. se 

s u p o n e  que el c o n c e p t o  de ifra/'o es p r e c i s o ,  a p a r t i r  de e j e m p l o s  

gráfi c o s ,  que el c o n c e p t o  d e  juego es t r i v i a l ,  que el p a s o  de

g r a f o  a árbol ( n e c e s a r i o  p a r a  los p r o c e d i m i e n t o s  m i n - m a v  y n-jn es 

e l e m e n t a l  ( b a s t a  " r e p e t i r  las v e c e s  q u e  sea n e c e s a r i o  los n o d o s

c o n v e n i e n t e s " » ,  y, p o r  ú l t í » o ,  las d e s c r i p c i o n e s  de m i n - m a v  > «»-f? 

son cualquíei* c o s e  m e n o H  d e s c r i p c i o n e s  de a l c o r i t a c K  «*n 

p s e u d o - c ó d i g o .

*•



E s t a  a u s e n c i a  de  f o r n a l i s m o  a d e c u a d o  h a c e  

e x t r a o r d i n a r i a m e n t e  d i f í c i l  la b ü s q u e d a  de  r e l a c i o n e s  y. s o b r e  

todo» la d e m o s t r a c i ó n  de c u a l q u i e r  t i p o  de r e s u l t a d o s .

N u e s t r a  f o r n a c i ó n  M a t e B á t i c a  i m p l i c a b a  i n e v i t a b l e m e n t e  la 

c o n v i c c i ó n  de  que, p a r a  p o d e r  r e s p o n d e r  a las p r e g u n t a s  p l a n t e a d a s  

e r a  p r e c i s a  la f o r m a l i z a c i ó n  a d e c u a d a  de t o d o s  los a s p e c t o s  d e l  

pr o b l e m a ,  así c o m o  la d e m o s t r a c i ó n  de t o d o s  los r e s u l t a d o s  

a f i r m a d o s .

Po r  o t r a  parte, n u e s t r a  f o r m a c i ó n  i n f o r m á t i c a  nos l l e v a b a  

por un lado a no a c e p t a r  r e s u l t a d o s  o p r o c e d i m i e n t o s  no 

c o n s t r u c t i b l e s , es decir, q u e  no p u e d a n  de h e c h o  ser p r o g r a m a d o s  

en un o r d e n a d o r ,  y por o t r o  a a c e p t a r  c o m o  v á l i d o s  los c o n c e p t o s  

d e f i n i d o s  c o n s t r u c t i v a m e n t e ,  m e d i a n t e  la d e s c r i p c i ó n  p r e c i s a  del 

a l g o r i t m o  de c o n s t r u c c i ó n .

C i t a r e m o s  aquí que h e m o s  p r o g r a m a d o  t o d o s  los a l g o r i t m o s  

que se usan, y los p r o g r a m a s  se i n c l u y e n  en  la m e m o r i a .  Los

p r o g r a m a s  se h a n  r e a l i z a d o  e n  L I S P  (Le_Lisp, v e r s i ó n  p a r a  PC).

Estúf) itrogrAman se u t i l i z a n  p a r a  c o m p r o b a r  1 ;t corr«‘c r i ó n  

de Â l i{or i t m o n , n c l a r n r  r o n c e p t o s  y p a r a  d i s p o n e r  tje e j e m p l o s ;  c o m o  

decimott más adelant<>, no se ha e s t u d i a d o  la c o m p l e j i d a d ,  lo -que 

puede h a c e r  que, un p u n t o  de v i s t a  o p e r a t i v o ,  a l g u n o s  si»«n

i n n e c e s a r i o s .  R s t o  no nos ha p r e o c u p a d o  puen, e n  e s t e  caso, noi« 

I n t e r e s a b a  m u c h o  m á w  la c l a r i d a d  en la i l u s t r a c i ó n  ile c o n c e p t o s  

que Ih  e f i c a c i a ;  y por o t r a  parte, ;los p r o g r a m a s  f u n c i o n a n

c o r r e c t a m e n t e  *

La m e m o r i a  tiene d o s  p a r l e n  c l a r a m e n t e  d i f e r e n c i a d a s :  

K a t u d l o  do  c « i « c i Q a e i  ACAlQji-iueiLQi

d e f i n e n  f o r m a l m e n t e  J u e g o s  y gra f o s ,  se e s t u d i a n  

«un p r o p i e d a d e s ,  y se llega al r e s u l t a d o  c r u c i a l  de  e s t a  

p a r t e  ( t e u r ^ m a  1 1 . 2 * 1 0 )  qu« n o s  a f i r m a  q u e  e n  un J u e g o  

e x i s t e  u n a  e s t r a t e g i a  g n n a d o r a  p a r a  un e s t a d o  del Juego, 

si y « o l a m e n t e  si, e n  un grafa, a s o c i a J o  al J u ego, e x i s t e

un  g > c a m i n o  d e s d e  el e s t a d o  d a d o  al c o n j u n t o  de  e s t a d o s

g a n a d o r e s .



A d I i c a c i ó n  £t£ estrategifls sl£ J u e g o s  a  l a  dgdacc.lgD

R e s o l v e n o s  aquí el probleota i n v e r s o  <en c i e r t o  

s e n t i d o )  del a n t e r i o r ;  d a d o  u n  p r o b l e s a  ¿ s d u c t i v o  (y p o r  

t a n t o  su g r a f o  Y / O  a s o c i a d o ) ,  c o n s t r u i a o s  u n  J u e g o  d e  

forfta q u e  el t e o r e s a  a n t e r i o r  se s a t i s f a g a .  L L e g a a o s  asi 

al r e s u l t a d o  d e  que el p r o b l e a a  d e  d e d u c c i ó n  p r o p u e s t o  se 

r e s u e l v e  a f i r m a t i v a m e n t e ,  si y s o l a m e n t e  si, e x i s t e  

e s t r a t e g i a  g a n a d o r a  p a r a  el J u e g o .  P o r  ú l t i m o ,  se a p l i c a  

la t é c n i c a  p a r a  la d e t e r m i n a c i ó n  de  e s t a  e s t r a t e g i a .

C o m e n t a r e m o s  a l g o  m á s  e n  d e t a l l e  e s t o s  a s p e c t o s ,  

d e s c r i b i e n d o  p o r  s e p a r a d o  el c o n t e n i d o  d e  c a d a  c a p í t u l o .

En el C a p i t u l o  O d e s c r i b i m o s  u n  J u e g o ,  t o m a d o  d e  G a s k e l l  y 

W h i n i h a n .  Los J u e g o s  h a n  si d o  m u y  e s t u d i a d o s  p o r  los 

i n v e s t i g a d o r e s  en  I n t e l i g e n c i a  A r t i f i c i a l ,  c r e e m o s  q u e  

f u n d a n e n t a l m e n t e  p o r q u e  son m u y  f á c i l m e n t e  f o r m a l i z a b l e s , y p o r q u e  

p r e s e n t a n  g r a d o s  d e  c o m p l e j i d a d  tan g r a n d e s  c o m o  se d e s e e .  De 

hecho, es u n o  de los t ó p i c o s  m¿s c o m u n e s  en los l i b r o s  s o b r e  

I n t e l i g e n c i a  A r t i f i c i a l .

A lo l a r g o  de e s t a  m e m o r i a  se h a c e  un uso muy f r e c u e n t e  de 

los c o n c e p t o s  d e  Juego y de estr*te»rj<i ganmdorM p a r a  un Juego.

E s t o s  c o n c e p t o s ,  e n  a p a r i e n c i a  f r i v o l o s ,  p u o d e n  l l e g a r  a o r i g i n a r  

H e r i o s  p r o b l e m a s  m a t e m á t i c o s ,  do m o d o  q u e  la r e d u c c i ó n  de  un

prohlpiuA de d e d u c c i ó n  a la e x i s t e n c i a  de una e s t r a t e g i a  g a n a d o r a  

no so r á  una s i m p l i f i c a c i ó n  del p r o b l e m a ,  s i n o  un n u e v o  e n f o q u e ,  en 

el que será p o s i b l e  t r a b a j a r  c o n  t é c n i c a s  d i t e r e n t e s .

El J u e g o  que se p r e s e n t a  es u n  c l a r o  e j e m p l o  de lo

e x p u e s t o :  se t r a t a  de un  J u e g o  de a s p e c t o  a b s o l u t a m e n t e  inocente,

de forma q u e  el d e s c u b r i m i e n t o  de u n a  e s t r a t e g i a  g a n M d c r a  a p a r e n t a  

s e r  un t r a b a j o  s e n c i l l o .  Sin e m b a r g o ,  c o m o  p o n e m o s  de m a n i f i e s t o ,  

la e s t r a t e g i a  no t i e n e  n a d a  de t r i v i a l ,  y la d e m o s t r a c i ó n  del

r e s u l t a d o  es b a s t a n t e  c o m p l i c a d a  (y s o r p r e n d e n t e ) .

Ej Capítt»lo I, t i t u l a d o  "Formal i Rae i ón bísin^'*, p r e s e n t a  

las p r i m e r a s  d e f i n i c i o n e s  y r e s u l t a d o s  e n  lo q u e  se r e f i e r e  a 

g r a f o n  y Juegos. Si b i e n  el p u n t o  d e  p a r t i d a  fue el a d o p t a d o  por



IBA]( e n  ■egiiida v i n o »  q u e  d e b í a m o s  e n c o n t r a r  n u e s t r a  p r o p i a  

f o r m a l i s a o l ó n  p ues la de D a n e r j i  r e s u l t a b a  I n a d e c u a d a  (sus 

o b i e t i v o s  e r a n  d i s t i n t o s ) .

Asi» d e f i n i n o s  g r a f o ,  n ü c l e o r  JuettOi e s t r a t e g i a  ( g a n a d o r a ,  

e v a l u a d o r a  y c a u t a ) ,  c o n j u n t o  e v a l u a d o r  del Juego, J u e g o  

i n t e r p r e t a b l e  en  g r a f o s ,  grcifo de un  Juego, i s o m o r f  is m o s  de 

J uegos, etc. D e s t a c a m o s  aquí:

1 ,1,2.- Definición,

U n  Grafo es un p a r  < N , S >  d o n d e  N es un  c o n j u n t o  (no 

vacio) y S tt N«N, t a l e s  que;

0 . 1 . -  La r e l a c i ó n  en  N, que n o t a m o s  p o r  O, y q u e  e s t á  

d e f i n i d a  por:

nO« ̂  3k ^ 1 , 3n^j, . . . , c N

» n A n̂  ̂ a n> a li 4 i < k < c S(nj_j)l

es un o r d e n  p a r c i a l .

0 . 2 , -  Vn c N lS(n) flnitol.

0 . 3.- án c N ( s ' N n )  > 0), l l a m a d o  n o d o  Inicial ó raíz.

• sto ovi, conn itl«ramti« ffrafoH nin ciclón, s u c e u o r - f  i n l t o s , y  «m  u n  

Hoio n o d o  inlr t n 1 .

1.1.tt.- Definición.

Un s u h c b n J u n t o  K N s** llann un Nüclro del «rnt'o <N,S > ,

■ i c u m p l e :  Vn ^ N |n € K S(nl n K « l/»|

1. 2.1 .- Definición.

Un Juego ma una S-titpiM <'E,R,T,Q,P> , d o n d e  

E t>m un c o n j u n t o  fiiiito no v a c i o  

T, O y P son sub'*onJuntoB de E 

R c R«K t a l e s  que:

J . I . *  (rt u P) o r ‘*|EJ « iñ 

J . a . -  P « T 

J . 3 . -  O n T * #

J . 4 . -  r K (sRt « (s € T t 0 T M

J . 5 . -  <B,R> es u n  <rafo.



E r e p r e s e n t a r á  el c o n j u n t o  d e  e s t a d o s  del Jtiego; G  y P s o n  los 

es t a d o s  g a n a d o r e s  y p e r d e d o r e s  r e s p e c t i v a s e n t e ,  T  el c o n j u n t o  d e  

e s t a d o s  e n  los q u e  n o s  to c a  "Bover**! y R e s  la r e l a c i ó n  b i n a r i a  

que d e t e r m i n a n  la^s r e g l a s  del Juego. C o m o  e s  n a t u r a l ,  la 

J u s t i f i c a c i ó n  d e  t o d a s  e s t a s  c o n d i c i o n e s  d e  las d e f i n i c i o n e s  se 

h a l l a  en el texto.

1.2.4.*- Definición.

D a d o  u n  Juego, u n a  Estrategia Q  e s  u n a  f u n c i ó n  p a r c i a l ,

Q: T  ------* E, tal que:

E . I . -  Q ( b ) e L ^ sRt

E . 2 . -  (Q(s) = t A tRu A R(u) # 0 ]  • 3v c E (Q(u) = vi

La p r i a e r a  c o n d i c i ó n  g a r a n t i d a  q u e  Q  r e a l i z a  s ó l o  ■ ovi»ientos 

p e r m i t i d o s ,  y la s e g u n d a  nos g a r a n t i z a  q u e  Q  e s t á  d e f i n i d a  p a r a  

c u a l q u i e r  r e s p u e s t a  del c o n t r i n c a n t e .

A d e m á s  de f o r m a l i z a r  c o n  e s t e  e s t i l o  t o d o s  los c o n c e p t o s ,  

a n a l i z a m o s  y d e m o s t r a m o s  m u c h a s  p r o p i e d a d e s .  A l g u n a s  d e  e s t a s  

p r o p i e d a d e s  ya e r a n  c o n o c i d a s  ( a u nque aquí a d o p t e n  u n a  n u e v a  

p r e s e n t a c i ó n ) ,  pe r o  o t r a s  c r e e m o s  que son o r i g i n a l e s .  D e s t a c a m o s :

1.2.33.- reore>ms.

Sea < E , R , T , G , P >  un juego, y sea K el n ú c l e o  d«» <E,R>. Se

tiene:

Vs I s c K T no e x i s t e  e s t r a t e g i a  g a n a d o r a  p a r a  s].

1.2.34.- Teorewfl.

Vb (a € T - K * e x i s t e  e s t r a t e g i a  no-pprdetiora p a r a  si 

esto es, es p o s i b l e  e v i t a r  que g a n e  el c o n t r i n c a n t e .

1 . 2.35.- Corolario.

E - R ’'iEl e G u P #

>s f T - K e x i s t e  e s t r a t e g i a  g a n a d o r a  p a r a  s,

I.2.Í6,- Teortma.

E - R ’' | E l = G u P  ♦ T - K  = V.



r e s u l t a d o s  que c a r a c t e r i z a n ,  e n  c i e r t o s  casos, ia e M s t e n c i a  o no 

e x i s t e n c i a  de e s t r a t e g i a  g a n a d o r a .  El t e o r e m a  I.Z.Jtí p r e s e n t a  u n a  

reiación, q u e  no c o n o c í a m o s ,  e n t r e  el n ú c l e o  y el c o n j u n t o  

e v a l u a d o r ,  p a r a  el c a s o  e n  q u e  el j uego no a d m i t o  e m pates.

ti C a p í t u l o  II p r e s e n t a  ya c o n c e p t o s  y r e s u l t a d o s

e a p e c i t i c a m e n t e  d i s e ñ a d o s  p a r a  n u e s t r o s  fines. C o m e n z a m o s  c o n

II,'¿.1.- Uet'inición.

L'n tírai'o Y/O es u n  p a r  ^N,S> d o n d e  N es un c o n j u n t o  

finito no v a c i o  y S S t a l e s  que:

il La r e l a c i ó n  que n o t a m o s  tí, d e f i n i d a  en N por

n>m <-• 3k i l 3 n^,nj, ....n^^ N

» n ^ ^ 11 s i í k ■* € U  ,»]

es un o r d e n  p a rcial.

jil 3n N l l a m a d o  no d o  raíz o inicini. tal que

Vm fe N , n / U  átra».

liemos i m p u e s t o  la f í n i t u d  de N pues, p a r a  lo» c a s o s  de 

itr«fo«» a s o c i a d o s  a un p r o b l e m a  de d e d u c c i ó n ,  N sera s i e m p r e  

r u u t o .  La c o n d i c i ó n  U i l  no n o c e s i l a  e \ p l i c a c i ó n .  y la U l  nos

*irve para imponer que en el g r a f o  no h a y a  c i c los: d e s d e  el p u n t o

clf* v i ü t a  lógico. e s t o  i m p lica la no e x i s t e n c i a  de

autorri»t>rrnc l a s , e s t o  es, p a r a  d e m o s t r a r  u n a  f o r mula n u n c a  

t»*tulrenioH q u e  d e m o s t r a r  la m i s m a  fórmula.

En los g r a f o a  Y/O, el c o n c e p t o  ae c a m i n o  p i e r d e  su 

■«entido; a h o r a  »e s u s t i t u y e  por:

II . a . H . - £>•• /■ i n i c i o « .

Sea un g r a f o  Y/O. Un €-cAmino de n ^ N  a D ^ N

\\n itnta Y / U  d e f i n i d o  de f o rma r e c u r s i v a  por;

i )  S i  n ^ O, e n t o n c e s  N* * (n) , S* * í*

i l » Si n ^ D :

ii.ll Si exlstcí un k - a r c o  ^n, ( n ^ , . ..,n^}> tal q u e



p a r a  c a d a  i, I i i í k, e x i s t a  un g - c a « i n o  < N‘,S|>

de a D, e n t o n c e s

k
N' s (n) u ( U n ; )

1 -1

h

S's {<n, ( n ^ , . . . »n^)>} u ( U  S]l
i ■ 1

i i. 2» Si no, no  e x i s t e  g - c a n i n o  d e s d e  el n o d o  n al 

c o n j u n t o  d e  n o d o s  D.

D e s d e  el p u n t o  de  v i s t a  lógico, u n  g - c a « i n o  d e  n a D es 

una d e n o s t r a c i o n  de la f ó r m u l a  n t o n a n d o  las f ó r a u l a s  d e  O c o a o  

h i p ó t e s i s ,  y uscindo los c o n e c t o r e s  c o b o  r e g l a s  de  i n f e r e n c i a .

El t e o r e a a

1 1 . 2 , 1 0 . -  Teorema.

Sea < E , R | T , G , P >  un Ju e g o .  C o n s i d e r a a o s  el g r a f o  Y / O

<E,S> d a d o  por:

s c T : S ( s ) = ( ínj : n € R ( 8 ))

s * T ; S(s) = ÍR<b)}.

Vs e T se t i e n e  que: exist»* u n a  e s t r a t e g i a  g a n a d o r a  pa r a  s sil 

e x i s t e  un g - c a « i n o  e n  •E,S>, de s a G.

nos da  un p r i m o r  r e s u l t a d o  o r i e n t a d o  a n u e s t r o s  o b j e t i v o s .  

En él se e s p e c i f i c a  una f u e r t e  r e l a t i ó n  e n t r e  un c o n c e p t o  r e l a t i v o  

a los ju e g o s  y o t r o  r e l a t i v o  a g r a f o s  Y/O.

La r e l a c i ó n  c o n  Io k  A r b o l e o  se e s t u d i a  a co n t  i n u a c  i ót».

1 1 . 3 . 1 .- ! ) * > f í n i c i ó n .

Sea <N,S> un grafo. Se d i c e  que < K,S> es u n  á r bol si

Vm t N Im ^ n o d o  r a í z  *• 3n c K (nSmll

A n á l o g a m e n t e ,  «i < N . S >  es u n  g r a f o  Y/O, se di c e  q u e  < N , S >

es un  árbol Y / O  si

V» e N |m ^ n o d o  raír. <• 3n t n |« € U S( n H  1
*

Tal n o d o  n se l lama a n t e c e s o r  i n m e c i a t o  o padrv del n o d o  m.



n*3.ü.- Definicipn*

SttA <N,S> u n  á r b o l  ó un  ¿ r b ó l  V/0. La p r o f u n d i d a d  e s  u n a

f u n c i ó n  Prof : N ------ - W  , c o n  «  oi c o n j u n t o  d e  lo» n ü . e r o a

n a t u r a l e s ,  d e f i n i d a  recuraIviiaente p o r  I

’ O si n B n o d o  rais de  <N|S>

Prof(n) »

i ♦ P r o f l p a d r e  de n) e n  o t r o  c a « o

I I . J . 3.- Definición.

O e c l B o a  que el p a r  <N,S> es un  Árbol do Juego ó Arbol

AiternMdo, si <N,S> es u n  á r b o l  Y / O  y adeaás:

Vn « N IProflnl es p a r  * V<.n,A> € s lA es u n i t a r i o ] ] ,  y

Vn « N tProfínl e s  i apar •• 3a  ^ N » U n . A '  c S]].

t n f o r a a l a e n t e ,  e s t o  q u i e r e  d e c i r  que 

Vn N SI P r o f ( n »  es par, e n t o n c e »  n es t á  u n i d o  c o n  sus

i n u e d i a t o s  s u c e s o r e s  e x c l u s i v a m e n t e  por l-arcos, y

SI P r o f l n t  es lapar, e n t o n c e s  n e s t á  u n i d o  a sus 

i n a e d i a t o s  í u c o s o r e s  e x c l u s iv a a e n t e  por un  k-arco.

Kste c o n c e p t o ,  q u e  h e a o s  d e n o a i n a d o  á r b o l  a l t e r n a d o ,  ha 

r e s u l t a d o  f u n d a m e n t a l  e n  n u e s t r o  t rabajo. R e s u l t a  ser u n a  

f o r a a U s a c i ó n  «uy a d e c u a d a  pa r a  e x p r e s a r  U  a l t e r n a n c i a  i a p l í c i t a

que se da en el d e s a r r o l l o  de u n  J u e < o :  e n  c a d a  n ivel de

p r o f u n d i d a d  la e s t r a t e g i a  c a a b i a .  p u e s  e v I d e n t e a e n t e . lo q u e  es 

■ás f a v o r a b l e  p a r a  u n o  de los j u < a d o r e »  r e s u l t a  lo nás

d e s f a v o r a b l e  p a r a  el otro. Por o t r a  pa r t e ,  los á r b o l e s  a l t e r n a d o s  

nos p e r a l t e n  f o r a a l i s a r  c o n  u n a  « r a n  c l a r i d a d  los p r o c e d i a i e n t o s  

atn'*aa.'i y '*-& del C a p i t u l o  III.

-4 c o n t i n u a c i ó n ,  d a d o  u n  < r a f o  Y / O  <Í,S>, y u n  s u b c o n i u n t o  

de no('/es D. c o n s t r u í a o s ,  a e d t a n i e  los a U o r i t a o s  O R A - A R B  y A R - A A .  

lo que U a a a a o s  árbol Y / O  y árbol Y / O  a l t e r n a d o  a s o c i a d o s  al « r a f o  

dado, con o b j e t o  de a c e r c a r n o e  a la s i t u a c i ó n  d e  los J u e «os. 

N a t u r a l m e n t e ,  hay q u e  s e t u l r  c o n s e r v a n d o  la p r o p i e d a d  e n u n c i a d a  e n

11,8.10. y. e n  e f e c t o ,  si D’ y <E"'.S >. D son,

r e s p e c t i v a m e n t e ,  el á rbol t / 0  y el á r b o l  Y / O  a l t e r n a d o  <c o n  las



t r a n s f o r s a c i o n e s  q u e  loe a l g o r i t m o s  d e L e r n i n a n  so b r e  el c o n j u n t o  

DI, a s o c i a d o s  al g r a f o  Y / O  <E.S>, d e  n o d o  inicial NI, se  d e a u e s t r a  

q u e

I I .3. 1 O .- Teorema.

Las a f i r m a c i o n e s  s i g u i e n t e s  s o n  e q u i v a l e n t e s :

(1) 3 g - c a m i n o  d e  NI a O e n  <E , S >

12) 3 g - c a m i n o  d e  < N I , 1 >  a D' e n  < E ' , S‘>

(3) 3 g - c a m i n o  d e  < N I , 1 >  a D "  en  < E " , S " > .

El C a p í t u l o  III p r e s e n t a  la formal i z a r i ó n  de  los 

p r o c e d i m i e n t o s  m i n - m a x  y o-fi. De a c u e r d o  c o n  n u e s t r o s  o b j e t i v o s ,  

d a d o  un  j u e g o  < E , R , T , G , P > ,  se c o n s i d e r a  el g r a f o  Y / O  <E.S>, tal 

c o m o  lo d e s c r i b e  el t e o r e m a  I I . 2.10,, y los p r o c e d i m i e n t o s  se 

d e s c r i b e n  so b r e  el árbol a l t e r n a d o  < E " t S ' * >  a s o c i a d o  a <E,S>. C o n  

m á s  p r e c i s i ó n ,  lo q u e  se u t i l i z a  es u n  árbol a l t e r n a d o ,  s u b á r b o l

del a n t e r i o r ,  que h e m o s  d e n o t a d o  p o r  J ( s , c o t a l ,  pues t.orna> un n o d o

s c T c o m o  n o d o  inicial, y se d e s a r r o l l a  s ó l o  h a s t a  u n a  c i e r t a  

c o t a  de p r o f u n d i d a d .

Dt« e s t a  forma, la d e s c r i p c i ó n  de 1 « e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a  de 

lotL no d o s  t e r m i n a l ^ p  ( m e d i a n t e  u n a  f u n c i ó n  h), y la p r o p a g a c i ó n  de 

e s t a  e v a l u a c i ó n ,  pe hac e  de u n a  m a n e r a  in«iy Bimple;

h(n) si S * '(n) s 0 ó si la p r o f u n d i d a d  de n en 

J ( s , c o t a )  es igual a c o t h

EV<nI «
lax (min (EV(m) : m t \) ; <n , A >  f S ' ' } 

en o t r o  r a s o

La d e s c r i p c i ó n  c o m p l e t a  de los a l g o r i t m o s  es  d i f í c i l  de 

r e s u m i r  aquí en  u n a s  c u a n t a s  líneas; d i r e m o s  s i m p l e m e n t e  q u r  h e m o s  

i n c l u i d o  ta n t o  u n a  v e r t i ó n  e s p e c í f i c a m e n t e  a d a p t a d a  a n u e s t r o s  

p r o p ó s i t o s ,  c o m o  u n a  v e r s i ó n  gen e r a l  (del p r o c e d i m i e n t o  n i n - m a x  y 

del n-f) apt a  p a r a  su u s o  i n d e p e n d i e n t e .  De hecho, se i n c l u y e  la 

c o d i f i c a c i ó n  de los p r o c e d i m i e n t o s  p a r a  un Ju e g o  de p«>qurñn 

c o m p l e j i d a d ,  p e r o  no  t r ivial, que h e m o s  lla m a d o  T r e s  en Ray a  

G e n e r a l  i e a d o , c o n  Des I i« a m i e n t o ,  d e s c r i t o  en  I I I . 1.4.



En el C a p i t u l o  TV ea d o n d e  c o n v e r g e n  todos los r e s u l t a d o s  

del trabajo. En el #.l. se « u e s t r a  cómo, a p a r t i r  d* u n  p r o b l e a a  

dffi rleducclón (CL,D) H” A, d o n d e  C t  es u n  c o n j u n t o  de c l á u s u l a s ,  D 

spr4 loa datos, y A es la p r e t e n d i d a  c o n c l u s i ó n ,  se p a s a  a u n  á r b o l  

Y / O  a l t e r n a d o ,  J(A) » <E|S>, q u e  es u n a  p e q u e ñ a  B o d i f i c a c i ó n  d e l  

á r b o l  Y / O  a l t e r n a d o  a s o c i a d o  al g r a f o  Y / O  del p r o b l e m a .  E s t a  

p e q u e ñ a  B o d i f i c a c i ó n  no es  m á s  q u e  u n  a j u s t e  t é c n i c o  d e  la 

p r o f u n d i d a d  de los n o d o s  sin s u c e s o r e s ,  p e r o  que se a p r o v e c h a  p a r a  

construir/ dos c o n j u n t o s  O  y Pv que c o n t e n d r á n ,  r e s p e c t i v a > i e n t e , 

los nodo;* p r o v e n i e n t e s  del t r a t a m i e n t o  d e  los datos, y d e  los 

d e a á s  n odos sin s u c e s o r e s .  La idea es b i e n  siaple: Los n o d o s  d e  G 

( e s t a d o s  " g a n a d o r e s " y  lo son p o r que, si la d e n o a t r a c i ó n  t e r n i n a  e n  , 

e llos, e n t o n c e s  h e n o H  " g a n a d o "  el jueno, es  decir, h e n o s  t e r m i n a d o  

la d e m o s t r a c i ó n  c o n  éx i t o .  Sin enbart{o. si el p r o c e s o  t r o p i e z a  c o n  

n o d o s  que no s o n  d a t o s ,  t a l o s  q u e  n i n g u n a  r e g l a  p u e d e  

a p l i c á r s e l e s ,  e n t o n c e s  la d e a o s l r a c i ó n  no p u ede r e a l i z a r s e ,  e s t o  

es, h e nos " p e r d i d o "  el Juego.

El paso del p r o b l e n a  de d e d u c c i ó n  (CL,D) H  A al á r b o l  

J(A) » <K,S> se J u s t i f i c a  d e n o s t r a n d o  q u e

(CL,D) A e x i s t e  g-caroino d e  <A,1> a G ?n J(AJ.

Kn el # . 2 . nt' def m e

l V . 2 . l . - P « * f J n i c j o M

Dado un problema de deduci lun cono el descrito, esto o r , 

d H d u »  JIAl « <E;S>, <» y P, ae l 1 jurgo deductivo ssoci/ido «1

problema, el Juego donde T e« el conjunto de

lo» nodos de profundlilad par, y H dada por:

Va t F. I Hl «I ) » U S(  a I I  .

Kn e s tas c o n d i o i o n e m , d e m o s t r a m o s  el r e s u l t a d o  f u n d a m e n t a l

de e n t e  trabejot

I V . 2 . 3.- feorena 

(CI..D) H  A ••

Por c o n s i g u i e n t e »  h e n o a  e n c o n t r a d o  u n  probles^a e q u i v a l e n t e  

al p r o b l e m a  de d e d u c c i ó n :  la b ü s q u e d a  d e  u n a  e s t r a t e g i a  g a n a d o r a



V

para un juego. A la v i s t a  d e  e s t o  c a b e  p r e g u n t a r s e  s o b r e  eJ

se n t i d o  que p u e d e  t e n e r  la a p l i c a c i ó n  de  la t é c n i c a  c-P al j u e g o  

j^. P r e c i s a m e n t e  de e s t a  a p l i c a c i ó n  se o c u p a  el ĵ .3.̂

En p r i m e r  lugar, a-fi no p r o p o r c i o n a  u n a  estrAtegia

g a n a d o r a  g a r a n t i z a d a ,  s i n o  q u e  nos d a  un  Bovisiiento q u e  e s  el

mejor, c o n  r e l a c i ó n  a la f u n c i ó n  de e v a l u a c i ó n  e m p l e a d a ,  y a  la 

n o t a  de d e s a r r o l l o  u t i l i z a d a .  P o r  tanto, a la h o r a  d e  la 

a p l i c a c i ó n  a la d e m o s t r a c i ó n ,  e s  p r e c i s o  e f e c t u a r  u n a  r e i t e r a c i ó n  

de los p r o c e s o s .

A d e m á s ,  la a u s e n c i a  d e  g a r a n t í a  c i t a d a  t iene una 

i n t e r p r e t a c i ó n  l ó g i c a  m u y  c l a r a :  se p r o d u c e  un p r o c e s o  de

s e m i d e c i s i ó n , pues, si e s t a  r e i t e r a c i ó n  p r o d u c e  la d e m o s t r a c i ó n  

(esto es, si la e s t r a t e g i a  c o n d u c e  a la v i c t o r i a  e n  el j u e g o ) ,  es 

c l a r o  que el p r o b l e m a  de d e d u c c i ó n  se r e s u e l v e  a f i r m a t i v a m e n t e ,  

pero si no es así ( esto es, si p e r d e m o s  la p a r l i d a l ,  e n t o n c e s  no

p o d e m o s  d e c i r  c o n  s e g u r i d a d  q u e  el p r o b l e m a  d e  d e d u c c i ó n  se 

r e s u e l v e  n e g a t i v a m e n t e .  La e n o r m e  v e n t a j a  e s t r i b a  e n  la e s e n c i a  de 

la t é c n i c a  n-P; en los c a s o s  e n  que la d e m o s t r a c i ó n  se r e a l i c e ,  

é s t a  se h a b r á  h e c h o  c o n  u n  c o s t e  m u c h o  m e n o r  en t i e m p o  y m e n o r í a  

que c o n  c u a l q u i e r  m é t o d o  e x h a u s t i v o .

A u n q u e  en el t e x t o  h a c e m o s  un a n á l i s i s  s o b r e  la 

c o n s i d e r a c : ó n  de las f u n c i o n e s  de e v a l u a c i ó n ,  p a r a  un p r o b l e m a  

a b s t r a c t o  »a s o l u c i ó n  es t r i v i a l :  los n o d o s  t e r m i n a l e s  «que son

sobre los que hay que d e f i n i r  la f u n c i ó n  de e v a l u a c i ó n »  son, b i e n  

de G, bi e n  d e  P; en a m b o s  c a s o s  su c o n s i d e r a c i ó n  l ó g i c a  es c l a r a :  

los de G son c i e r t o s  p o r  h i p ó t e s i s ,  y los de P son i n d e m o s t r a b l e s .  

Asi, p a r a  d e f i n i r  In f u n c i ó n  d e  e v a l u a c i ó n  b a s t a n  d o s  v a l o r e s ,  uno 

c o m ú n  pa r a  los n o d o s  d e  G, y o t r o  p a r a  los de P.

F i n a l m e n t e ,  el f,4. p r e s e n t a  v a r i o s  e j e m p l o s  de a p l i c a c i ó n  

de e s t a  t é c n i c a ,  q u e  h e m o s  l l a m a d o  o-P deduce ión.



CAPITULO 0.- ESTUDIO DE UN JUEGO.

f . l . -  D E S C R I P C I O N  DEL JUEGO.

^ . 2.- E S T R A T E G I A  P A R A  EL JUEGO.

# . J.- C O N C L U S I O N .



D e s c r i b i r e n o s  u n  J u e g o  p a r a  d o s  J u g a d o r e s ,  d e b i d o  a G a s k e l l ,  

R.E. y W h i n l h a n ,  M.J. ( F i b o n a c c i  Q u a r t e r l y  1, 1963). Las r e g l a s

del J u e g o  s o n  b i e n  s i m p l e s :  de  u n a  p i l a  i n i cial de  o b j e t o s ,  el 

p r i m e r  J u g a d o r  r e t i r a  la c a n t i d a d  q u e  d e s e e ,  p e r o  no el total. A 

p a r t i r  de es t e  m o m e n t o ,  los J u g a d o r e s  se v a n  a l t e r n a n d o ,  r e t i r a n d o  

c a d a  u n o  de e l l o s  la c a n t i d a d  q u e  d e s e e ,  p e r o  no m á s  del d o b l e  d e

lo que re t i r ó  el a n t e r i o r .  G a n a  el J u e g o  q u i e n  r e t i r e  los ú l t i m o s  

o b j e t o s .  N a t u r a l m e n t e ,  se p r e t e n d e  d i s e ñ a r  u n a  e s t r a t e g i a  g a n a d o r a  

p a r a  el J u g a d o r  que c o m i e n z a  el juego.

Un p r i m e r  r e s u l t a d o  r e s u l t a  e v i d e n t e :  si un J u g a d o r  r e t i r a  

una c a n t i d a d  s u p e r i o r  al t e r c i o  d e  los o b j e t o s  d e  la pila, 

e n t o n c e s  el o t r o  j u g a d o r  g a n a  e n  la s i g u i e n t e  J u g ada, p u e s  p u e d e  

r e t i r a r  los o b j e t o s  r e s t a n t e s .

V e a m o s  el d e s a r r o l l o  de u n a  p a r t i d a  m u y  s i m p l e ,  c o n  15 

o b j e t o s  en la pi l a  inicial.

El j u g a d o r  A p o d r á  t o m a r  (sí q u i e r e  e v i t a r  que B g a n e  a la 

s i g u i e n t e  J u g ada) 1,2,3, ó 4 o b j e t o s .  Si p o r  e j e m p l o ,  A t o m a  4 

q u e d a n  l 1 .

El j u g a d o r  B no p o d r á  r e t i r a r  más de tí o b j e t o s  (el d o b l e  d e  io 

ullirao r e t i r a d o  por Ai, p e r o  p o r  la m i s a a  r a z ó n  q u e  antcE. s o l o  

p o d r á  t omar 1,2, ó 3 o b j e t o s .  Si por e j e m p l o ,  B to m a  3 q u e d a n  h. 

Sin más e x p l i c a c i o n e s :

A to m a  2 y q u e d a n  6 ;

B t o m a  1 y q u e d a n  S;

A to m a  1 y q u e d a n  4;

B t o m a  l y q u e d a n  3;

A t o m a  l y q u e d a n  2;

B t o m a  2 y gana.

C o m o  se vera, a p e s a r  de  la s i m p l i c i d a d  del juego, el 

e n c o n t r a r  una e s t r a t e g i a  g a n a d o r a  se r e v e l a  e x t r a o r d i n a r i a m e n t e  

d i f í c i l .  Si u n o  i n t e n t a  dibu.iar el g r a f o  c o r r e s p o n d i e n t e  a la 

s i t u a c i ó n  a n t e r i o r  c o n  15 o b j e t o s  (ver f i g u r a  2.1), se d a r á  c u e n t a  

de la e n o r m e  d i f i c u l t a d  d e  h a c e r  a l g o  p a r e r í d o  con 1000 o b j e t o s .

E x p o n d r e m o s  en los s i g u i e n t e s  purito3 riel c a p i t u l o  la 

e l e g a n t e  y s o r p r e n d e n t e  e s t r a t e g i a  d e  Jos a u t o r e s  c i t a d o s  al 

pri n c i p i o .



Es c o n o c i d a  la l l a m a d a  s u c e s i ó n  de F i b o n a c c i :

F, . 0. r, . l. F , . ,  • F,., ♦ F„ p a r a  n » O

que nos d a  los n úmeros:

Fg » O  ̂ ^  ̂ *̂ 3 * 2 * 3

F. » 5 F^ * 8 F, * 13 F„ » 21 F„ « 34 ...etc.5 6 / 0 7

Es fácil c o n v e n c e r s e ,  por un  r a z o n a n i e n t o  Ind u c t l v o i  de que 

todo n ú a e r o  n a t u r a l  n > O p u e d e  e s c r i b i r s e ,  de m a n e r a  úni c a ,  

como s u m a  de n ú m e r o s  de F i b o n a c c i  no c o n s e c u t i v o s :

n » , c o n  > k ^ > l .
I r

En e f e cto, no hay m á s  que t o m a r  c o m o  F el m a y o r  n ú m e r o
*1

de F i b o n a c c i  q u e  sea m e n o r  o igual que n; el s i g u i e n t e  s u m a n d o  no 

será el n ú m e r o  consec\itivo de F i b o n a c c i  p u e s t o  que se t i e n e

ya que en c a s o  'ontrario:

n - ^ n * F^  ̂ ^

lo que c o n t r a d i c e  I tt h i p ó t e s i s  de Her F^ el m a y o r  n>imero de

F i b o n a c c i  m e n o r  o i«»ml que n.

En c o n s e c u e n c i a ,  r e p i t i e n d o  <pí p r o c e s o  c o n  n - se
\

o b t i e n e  el r esu l tmlo  deseado.

La u n i c i d a d  v i e n »  d a d a  p o r  la forma en que se r r a l i z «  la 

d e e c o m p o s  ic ión.

i. l .- inícídn.

D a d o  u n  nUmer*-* iiarural n > O, l l a m a m o s  M(nl al m e n o r

n ú m e r o  de F i b o n a c c i  qu* a p a r e c e  en su d e s c o m p o s i c i ó n  tal com.'t se

ha diíscrlto. Kn la n o v a c i ó n  a n t e r i o r ,  Mín) * F^ .
f



Pues bien, d e m o s t r a r e a o »  a c o n t i n u a c i ó n  que u n a  e s t r a t e g i a  

g a n a d o r a  p a r a  el J u e g o  c o n s i s t e  en t o m a r  t¡ln) o b j e t o s  si la 

p i l a  t i e n e  n o b j e t o s .  E s t a  e s t r a t e g i a  s e  s e g u i r á  s i e m p r e ,  a  m e n o s  

q ue s e a  p o s i b l e  t o m a r  los n o b j e t o s  q u e  t e n g a  la p i l a  y e n  

c o n s e c u e n c i a  g a n a r  la p a r t i d a .

La p a r t i d a  q u e d a r í a :

F i g u r a  2.1.

A : 2

B : 1,2.3, ó 4

A ; 1/3/2/1

A : 2/1/2/1 10

A : 2/1/1

B : 1

A : 1/2

B : 1

B : 1 ó 2/1 B

5

B : 1 ó 2/1 ó 2 1

8

5
J

15

T
1012 11 10 9

l i l i
11 8 8 8

1 1

6

i
5

J

3 a q u í  B n o  p u e d e  y a  a p l i ­

c a r  e l  c r i t e r i o  d e  r e t i ­

r a r  a i e n o E  de 1/3 d e  o b j

I
O A gana,

A : 2 £

I
A Rana.



En el e j e n p l o  a n t e r i o r  (ve r  f i g u r a  2.1):

15 3 s 13 -f 2, t e n i é n d o s e  /i(15) = 2

luego, s e g ü n  n u e s t r a  e a t r a t e g i a i  el J u g a d o r  A t o n a  2 o b j e t o s  y

d e j a  13. N ó t e s e  que c o b o  |i(13) « 13| el J u g a d o r  B no  p u e d e  s e g u i r

la m i s a a  e s t r a t e g i a .  E s t o  es g e n e r a l  p o r  lo s i g u i e n t e :  si

n s F >...♦ t o m a m o s  p(n) s , c o n  lo que n o s  q u e d a m o s  c o n  
I r r

n'» ? ♦,..♦ F y no se p u e d e  t o m a r  P(n') » F̂  ̂ p u e s
t r-l r-l

F^ > 2 *F|̂  al no ser c o n s e c u t i v o s  (cono v e r e m o s  en 2 .2 ), c o n  
r-l r

lo que tal jugada iría c o n t r a  las r e g l a s  del Juego.

D e m o s t r a r e a o a  que e s t a  e s t r a t e g i a  es g a n a d o r a  c o n  v a r i o s  

r e s u l t a d o s  previos.

L e m a .

n # M(n> ♦ M(n - |i(n)) > 2 *M(n)

P r u e b a :

n # M(n) noa d i c e  q u e  n no es un n ü m e r o  de F i b o n a c c i .  

Si n • Fĵ  a e r Á  M(n) * F̂ ^
1 r r

Nciteae que

k > < k ♦ nr - l  r

, ( k - 2 ) i k 
' ■ r - l  r

M ( n  - M ( n » »  > F » F^ , ♦ 2 » ; ¿ - ^ ( n ) .

r-l r - 1 ‘ I - 1 " r

2 . J . * Ltrm«.

O < M 1 M(n) * M(ml * 2 ‘ (Mlnl  -  •)

Prueba:

u(nl m  ̂ M(n>, «erii F^ ' F^

m s e r A  una «ura d« e l e m e n t o s  no cons'«cutivos que s e r A n  nümeroi 

de F i b o n a c c i  d» e n t r e  los niimeros , F̂  ̂ , F^ {



luego
J-»

ó  í  F  : c o » o

",

", * "l-. ‘ ‘ será:

i  2  ( F ^  -  ■}

# yim) i 2 -(|i(n) - ■). ■

2.4.- Lem»,

O < m < M<n) ^ M(n - |i(n) ♦ i 2*(M(n) - n)

Prueba:

SI p r o b a m o s  q u e  Mln - M»n) ♦ ■> = tUm) h a b r e n o s  p r o b a d o  el 

lema, en  v i r t u d  del lema 2.3.

Sea íi(n) * F^ .

S i  n * F^ ( i . e .  n es un n ú m e r o  de F i b o n a c c i ) ,  e n t o n c e s  ya e s t á  

p r o b a d o  el lema.

Si n  > F|^, e n t o n c e s  e c  c l a r o  q u e  P i n  “ ^ ‘

Por o t r a  parte, al s e r  n < F^ , el m a y o r  s u m a n d o  q u e  « p a r e c e  la 

d e s c o m p o s i c i ó n  de m s erá ^ ~ *

Asi, n - F^. ♦ F^.. ♦ . . .  y no h a y  simpl i f i c u c  lón

posible, de d o n d e  r e s u l t a  c l a r a m e n t e  q u e  M(n - F^ ♦ mt = m >. "

2 . 5 . - Lema .

O < K < M(nl •• Mín - m) i 2

Prueba:

En efecto: 0 < « < tHn\ •

♦ O < <#J(n)  - m» < ( í < n )  ; p o r  el l ema 2.4:

•* m n  - »í(n) ♦ (|í(n» - m)) s. 2 *0 <(nl - iytn) ~ mil ♦

• n - m 1 í 2 -m. •

R e p r e s e n t a r e m o s  los « s t a d o s  del j u e g o  p o r  < n , q >  d o n d e  

n X n ú m e r o  d e  o b j e t o s  e n  la p i l a

q « n ü m e r o  m á x i m o  de  o b j e t o s  q u e  p o d e m o s  r e t i r a r .



N ó t e s e  que la s i t u a c i ó n  inicial es < n,n'l>.

2 . 6 . -  Teorema,

P a r a  el J u e g o  d e s c r i t o ,  c o n s i d e r e m o s  la e s t r a t e g i a :

D a d o  <n,q> t o m a r  n (si n ^ q) ó M(n) (en c a s o  c o n t r a r i o ) .

E n t o n c e s :  si e n  el e s t a d o  i n i c i a l  M(n) # n (i.e. n no es un 

n U m e r o  de P i b o n a c c i ) ,  e s t a  e s t r a t e g i a  es g a n a d o r a  p a r a  el J u g a d o r  

q u e  c o m i e n z a  el Juego.

Prueba:

D a d o  < n , q >  c o n  P(n) < q se to m a  M(n), y se p a s a  al

e s t a d o ;  < n - M ( n I ,2 *p( n )>.

El o p o n e n t e  no p o d r á  ni g a n a r  ni r e p e t i r  e s t a  e s t r a t e g i a ,

pues p o r  el l e m a  2 .2 : n - ^J(n) ¿ M< n - ;i(n)) > 2 ‘M(n).

Asi, el o p o n e n t e  e n c u e n t r a  u n  e s t a d o

<n,q> c o n  M(n) > q.

S u p o n < a m o a  q u e  el o p o n e n t e  r e t i r a  n o b j e t o s ,  con

O < m & q < M(n) .

El e s t a d o  r e n u l t a n t e  es < n - m , 2 m > ;  por el lemH 2.5, se tiene:

Pin - m ) & 2 ’m

l u e « | o  M u e U e  « ( a n a r  « i  n  - «  * 2 -m  , ó  r o p e t i r  l a  e s t r n l e » í i «  d e

n u e v o .  *

, 7 . - Corolario.

P a r a  e s t A d o j »  < n , q >  c o n  n  > q  y M ( n l  > <j n o  e s  g a n a d o r a

« H t a  e s t r n t e i f i a .

P r u e b a :

Si p a r a  un e s t a d o  <n,q>, «e t i e n e  n > q» s i g n i f i c a  que no 

p o d e m o s  < a n a r  en u n a  Jugada, p u e s  no p o d e m o s  r e t i r a r  loa n o b j e t o s  

q u e  q u e d a n  en la pila. AdemÁs, «I (i(n) > q, t a m p o c o  p o d e m o s  s e g u i r  

la e a t r a t e m a  d a d a  en el t e o r e m a  2.6. E s t o  q u i e r e  decir, que 

d e b i d o  t a m b i é n  a la e a t r a t e f l a  del t e o r e m a  2.6 q u e  « a r a n t l c a  la 

a l t e r n a n c i a  d e  su a p l i c a c i ó n ,  el J u g a d o r  c o n t r a r i o  p u e d e  a p l i c a r  

la e s t r a t e g i a  a la que e s t a m o s  a l u d i e n d o  y en c o n s e c u e n c i a ,  el 

J u g a d o r  c o n t r a r i o  g a n a  el Juego.



En  e s t e  s e n t i d o  h a y  q u e  e n t e n d e r  q u e  la e s t r a t e g i a  d e s c r i t a  

no es g a n a d o r a  p a r a  e s t a d o s  en las c o n d i c i o n e s  d e l  e n u n c i a d o  del 

c o r o l a r i o .  *

#. 3 . -  C O N C L U S I O N .

C o n o  se p o n e  d e  m a n i f i e s t o  c o n  el e j e a p l o  e s t u d i a d o ,  la 

d e m o s t r a c i ó n  de e x i s t e n c i a  y el d e s c u b r i m i e n t o  d e  e s t r a t e g i a s  

g a n a d o r a s  p a r a  J u e g o s  ( i n c l u s o  s i m p l e s ) ,  s o n  p r o b l e m a s  m u y  

d i f í c i l e s .  P o r  e s t a  razón, se h a c e  p r e c i s a  la c o n s i d e r a c i ó n  de 

f u n c i o n e s  h e u r í s t i c a s  de e v a l u a c i ó n  de p o s i c i o n e s ,  u s a d a s  p o r  

p r o c e d i m i e n t o s  que e v i t e n  el d e s a r r o l l o  e x h a u s t i v o  d e  l o s  á r b o l e s  

de J u ego. A la f o r m a l i z a c i o n  de e s t o s  p r o c e d i m i e n t o s  e s t a r á  

d e d i c a d o  el C a p í t u l o  III.

0-8
'1

r



CAPITULO I.-FORMALIZACION BASICA.

P R E L I H I N A R E S .

#.2.- JUEGOS.



§.!.> P R E L I M I N A R E S .

l.l*- Definición.

U n a  Rtsl&ción Binaris e n t r e  d o s  c o n j u n t o s  A y B, es 

c u a l q u i e r  s u b c o n j u n t o  S c AkB.

E s c r i b i r e n o s  < a , b >  c S ó aSb.

No t a r e n o s :  S ' = {<b,a> : aSb} c B*A

S<a) s (x c B : a S x ), p a r a  a € a

s " N b )  = (x e A : xSb), p a r a  b € B

S(C) = { x € B ; 3 c ( c e c  a c S x  » J , p a r a  C c A

s ' l C j  = | x € A : 3 c ( c t C  ^ x S c H  • para C  c B.

Definición,

U n  ürsfo es un p a r  < S,S> d o n d e  N es u n  c o n j u n t o  (no 

v a cio I y s e  N»N, tales que:

G . I . -  La r e l a c i ó n  en N, q u e  n o t a m o s  p o r  O, y q u e  e s t á  

d e f i n i d a  por:

nO* ^  3k i 1 , Bn^j, . . . , n^ ^ U

n^ = n A n^ = « ^ ( l i i s k  • n <^S(n^_^)l

es un o r d e n  p a rcial.

G . 2 . -  Vn r N [Sínl finito].

(Í.3.- 3ri N l b’\ n l  = ^ 1 , l l a m a d o  n o d o  inicial ó raíz..

l.os e l e m e n t o s  de N se 1 l asan Nodos del «rafo; los e l e m e n t o s

<n,«i> € S stí ’ '-n .4rcf)s del grafo. l.'na s-icesión de  nodof>.

(n^.n^,...), se l t»a un Camino si n^Sn^^^ ^ 0. C u a n d o  «m

c a m i n o  es finito, (n^j,n^, . . . .n^^), d i r e m o s  que su l o n g i t u d  ( n ú m e r o

d e  nrcosl en k .

1.3.- .Votas.

C^ t a  no es ¿a d e f i n i c i ó n  h a b i t u a l  do cralo; la h e m o s  

adoptailo asi p-or las r a e o n e s  q u e  e n s e g u i d a  v e r e m o s .



P o d i a a o a  h a b e r  d e f i n i d o  " g r a f o  d e  Juego" o a l g o  p o r  el 

e s t i l o »  pero p o r  r a z o n e s  de c o n o d l d a d ,  lo l l a n a r e m o s  s l a p l e n e n t e  

grafo. C o m o  es n a t u r a l ,  n u e s t r a  i n t e n c i ó n  será, a á s  a d e l a n t e »  

c a r a c t e r i a a r  los J u e g o s  a e d l a n t e  su r e p r e s e n t a c i ó n  c o n  g r a f o s ;  

p o r  e s t e  aotlvo, e s t a  d e f i n i c i ó n  e s t á  a d e c u a d a  al u s o  p o s t e r i o r .

La Idea b á s i c a  es sim p l e :  los n o d o s  r e p r e s e n t a n  los e s t a d o s  

del Juego» y la r e l a c i ó n  S n o s  p r e s e n t a  los n o v i m i e n t o s  

p o s i b l e s .

La c o n d i c i ó n  0 . 1  nos d i c e  que no p o d e m o s . tras r e a l i s a r  u n o  

ó m á s  m o v i m i e n t o s ,  v o l v e r  al m i s m o  e s t a d o  en que nos e n c o n t r a m o s ;  

e n  p a r t i c u l a r  nos d i c e  q u e  t o d o  m o v i m i e n t o  d e b e  p r o d u c i r  un c a m b i o  

e n  el e s t a d o  del Juego.

La c o n d i c i ó n  0 . 2  nos d i c e  que, a n t e  un e s t a d o  del Juego, 

só l o  es p o s i b l e  un  n ü m e r o  f i n i t o  de J u g a d a s .

Si n S m  <ó m c S ( n M  se d i c e  q u e  m es s u c e s o r  de n, y n 

a n t e c e s o r  de m: el c o n j u n t o  de  sucettores de  n es p ues S(n) y

el de a n t e c e s o r e s  s'^(n).

Finalmente, la c o n d i c i ó n  O . J  n o s  i n dica que hay un  e s t a d o  

p r i v i l e g i a d o ,  sin a n t e c e s o r e s ,  que c o r r e s p o n d e  al e s t a d o  inicial 

(Je i Juego.

La repreaent ar lón t(ráficn qut* u t i l í z a n o s  p nra r e p r e s e n t a r  

i(rafoa se drflne:

- Loe n o d o *  «*» r e p r e s e n t a n  p o r  p u n t o s  y/o e t i q u e t a s  con 

la i d e n t i f i c a c i ó n  del nodo.

- Lo* a r c o s  se r e p r e s e n t a n  p o r  s e g m e n t o s  que u n e n  los

n o d o s  q u e  d e t e r m i n a n  el arco. Si el s e n t i d o  d e s c e n d e n t e  

no basta, u n a r e a o s  u n a  (>untM de flecha p a r a  I n d i c a r

sucesión.

Co m o  t e n e m o s  p o r  la c u n d i c i o n  tí.J, la e x i s t e n c i a  de un  n o d o  

ra(s, será a p a r t i r  de él d e s d e  d o n d e  c o m e n c e m o s  a r e a l i z a r  la 

r e p r e s e n t a c i ó n  g r á f i c a .  D i b u j a m o s  los n o d o s  s u c e s o r e s  de u n  n o d o  

da d o »  que no h a y a n  « i d o  d i b u j a d o s .  U n i m o s  el nod o  d a d o  c o n  c a i a  

« n o  d e  tus s u c e s o r e s  m«»dlante un  arco. R e p e t i m o s  el procesa» p a r a

« ^ d o s  los nodoK. SI 'tn n o d o  no t i e n e  suc e s o r e s ,  no d i b u j a m o s

n l n g ü n  arco.



1.4.- Definición.

Un g r A f o  < N | S >  se d i c e  Camino Finito ó C-finito, si no

a d n i t e  c a a i n o c  inf i n i t o s .

Un g r a f o  < N»S> se d i c e  Camino Acotado ó C-acotado si

Vn € N 3K(ní e H  : V c a n i n o  { n . n ^ , . . . ,n^) k « K(n).

N ó t e s e  que si un g r a f o  es C - a c o t a d o ,  e n t o n c e s  es C - f i n i t o .

1.5.- Lema de Kónig.

T o d o  g r a f o  C - f i n i t o  es C - a c o t a d o .

Nota: La h i p ó t e s i s  de q u e  el m i n e r o  de s u c e s o r e s  de c a d a  n o d o  sea 

finito es e s e n c i a l .  En g e n e r a l ,  e s t e  r e s u l t a d o  no es v á l i d o  s i n  

esa h i p ó t e s i s .  C o n  ella, C - f i n i t o  y C - a c o t a d o  son e q u i v a l e n t e s .

Prueba:

Por r e d u c c i ó n  al a b s u r d o :  sea < N ,S> u n  g r a f o  C - f i n i t o ,  q u e

no s e a  C - a c o t a d o .  E x i s t i r á  un n o d o  n tal que Vk € W  h a y  un

c a n i n o  que c o n i e n z a  en n de l o n g i t u d  n a y o r  que k.

Si p a r a  c a d a  n' t S(n) e x i s t i e s e  un m i n e r o  KIn') tal qiir-

t o dos los c a n i n o s  q*ie conieiizan en n* t u v i e r a n  lonijituil n e n o r  c 

igual que K(n'l, «entonces, pu«*,sto q u e  Sin) «*s finito, e\istj»í, 

un e n t e r o  maxinial K' tal qu** t o d o s  lof. camirins q u e  coinienr«i* -r. 

n t e n d r í a n  l o n s i t m l  rafiioi qu»* k' ♦ I .

Por c o n s  1 ̂ 111 euií* í «*\istM- al taenot^ un n o d o  n • ;

tal que '̂ k • W e x i s t e  u n  c a m i n o  que coinien7.a on n' dt* l o n e i t u d  

m a y o r  que k.

De forna a n a l o g a ,  e x i s t i r á  un n ' ' ♦ S<n'l c o n  la nisBía

pro p i e d a d ,  y así s u c e s  i v a m e n i  o , p o d e n o s  constiniir un a n u í i o  

i n f i n i t o  {n ,n ' , n '■ , ...) lo cual va en  c o n t r a  de la h i p ó t e s i s  ae 

ser <N,S> C - f i n i t o .  *

l .6 .- Definición.

Un s u b c o n j u n t o  K í N se llana un Núcleo del « r a f o  <\ , S > .  

<1 cunple:

Vn N (n t K •-» S(n I n K « í»]

l-A



l . 7 . - Propon ición.

Si < N , S >  ea u n  g r a f o  C ' f i n l t o ,  e n t o n c e s  t i e n e  uno y s o l o  

un  núcleo.

Prueba:

Pl.- E x i s t e n c i a *

S e a  Kjj a (n € N : Sin) * 0 )  J # 0  p u e s  < N ,S> es C - f i n i t o .

I

P a r a  1 ^ 0  p o n g a m o s  ^  ^
j-o ^

» (n «■: N : n ^ K' a s(n> n Kj « 0  a

V n l s c s t n )  ♦ S ( « ) n K | ^ 0 1 )

(v e r  figura 1.7)

Sea K = U  K .
t 20

N ó t e s e  que, si n ^ « e n t o n c e s  p o d e m o s  e n c o n t r a r  un c a m i n o

de l o n g i t u d  2 1  e n  el grafo; al ser é s t e  C - f l n i t o ,  a p a r t i r  de 

un índice los c o n j u n t o s  son v a d o s ;  p o r  tanto, K es la u n i ó n

de un n ú n e r o  f i n i t o  de c o n j u n t o s .  V e a m o s  «^ue K es el núcl e o .

----«i n * - K  ♦ S t n ) n K » t i » :

Sí n  ► , e n t o n c e s  S(iit > y n o  h a \  q u e  p i o t i a r

p u e n ,  t r I V I a  1 in«*nt«* » e  t i e n e  q u e  S i n )  n  K  •

Stipnn«<MmoM n  ̂ K , l 2 1 .

S e a  m  ♦ S ( n )  K  ; p o r  l a  d e f i n i c i ó n  d r  l o s  , s e r á

«  ' K j c o n  I 2 I .

T s a b i e n  por la d e f i n i c i ó n  de los « S(m) •« Kj  ̂̂  l u ego

Al«) 'ri  ̂ 0 ^ ya que K'  ̂  ̂ ; p e r o  si S(a) n * 0,

entonce<« de n u e v o  por Is d e f i n i c i ó n  de los , n < , lo que

es c o n t r a d i c t o r i o .
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V e a n o a  a h o r a  la i n p l i c a c i ó n  c o n t r a r i a .

<---- 1 Sin» n K  = 0 n € K ;

Si n &• n o g a n d o  q u e  n € se tiene:

n € K' V S(n) n Kj ̂  0 v 3a e s(n) (S ( b ) o  K¡ * 01

A h o r a  bieni t e n e n o a :  n c K| no p u e d e  d a r s e  p u e s  n K.

S(n) n K| i* 0 t a a p o c o  p u e d e  d a r s e  p u e s  S(n) n K « 0| l u e g o

3a £ S(n) [ S ( b 1 n Kj « 0 1  ; p u e s t o  q u e  los K' ^ 0  s o n  e n

n ü a e r o  finito, t o m a n d o  el de n e n o r  ín d i c e  q u e  sea vacio, r e s u l t a :

3m«c'S(n) ( S ( n ) n K 8 0 ] .

Por tanto, si n K a S(nl r« K « 0, h e a o s  e n c o n t r a d o  un

■ € S(n) ' tal «lue ■ ^ K a S ( b ) O K > 0.

Este p roceso, r e p e t i d o  i n d e f i n i d a m e n t e ,  nos d a r í a  un c a m i n o  

infinito, lo cual r e s u l t a  c o n t r a d i c t o r i o .

P2.- Unici d a d .

Sea K* o t r o  n ú c l e o .  V e a m o s  que K « K* p o r  d o b l e  i n c l u s i ó n .

É

V e a m o a  que K ^ K .

K» c l a r o  q\ie K . V e a m o s  por i n d ucción, que K ̂ ̂  ̂ t h .

Sea n «> K . . S i  n / K*. s e r á  Síní o K* # 0 ; t o m e m o s
I * 1

m *- S I ti) •» K* .

T e n e m o s  m < ^ n «■ * S(m) n K| * 0, y c o m o  p o r

M p ó t e s l a  de i n d u c c i ó n  K* K* r e s u l t a  S(m) o K* t 0, de

d o n d e  a K* I d e f i n i c i ó n  d e  n ú cleo), lo q u e  es c o n t r a d i c t o r i o  c o n

la e l e c c i ó n  de a. A h í , K 'í K*.

V e a m o s  el r e c í p r o c o  K* 'i K.

Jea n K I s e r á  S(nl (t K * 0 ; p e r o  c o a o  K ^ K se

t e n d r á  S(r*> n K * 0, de d o n d e ,  por s e r  k n U c leo, n ^ h. •

l-T



5.2.- J U E G O S .

F o r n a l l z a c i ó n  y e s t u d i o  d e  J u e g o s  p a r a  d o s  J u g a d o r e s .

2.1.** Definición,

Un Juego e s  u n a  5 - t u p l a  < E , R , T , G , P >  , d o n d e  

E es u n  c o n j u n t o  f i n i t o  n o  v a c í o  

T, G y P s o n  s u b c o n j u n t o s  d e  E 

R c EiiE 

tales que:

J. 1 (G u Pí n R"*CE] * 0 

J . 2 . -  P t T 

J . 3 . -  G o T  = 0

J . 4 . - V s . t € E  IsRt #  ( s € T  t r T ) J

J . 5 . -  < E , R >  es u n  grafo.

2 .2 .- SotMS.

P r e t e n d e n o s  c a r a c t e r i z a r ,  de la n a n e r a  más g e n e r a l  p o s i b l e ,  

los J u e g o s  de d o s  J u g a d o r e s  q u e  J u e g a n  a i t e r n a t i v a a e n t e . La 

s i t u a c i ó n  s e r á  q u e  " n o s o t r o s "  J u g a a o s  c o n t r a  un " c o n t r i n c a n t e "  y 

t r a í a n o s  de en^-ontrar e s t r a t e g i a s  q u e  nos r e s u l t e n  f a v o r a b l e s .

K1 c o n j u n t o  E es el c o n j u n t o  de los e s t a d o s  p o s i b l e s  del

J u e g o .

ti s u b c o n j u n l o  T c a r a c t e r i z a  las situactonefe o e s t a d o s  en 

que nos loca « o v e r  a n o s o t r o s .  Los e l e m e n t o s  de G son los 

e s t a d o s  « a n a d o n e s ;  si al fcover, a l c a n z a n o s  uno d e  e s t o s  e s t a d o s ,  

h e m o s  g a n a d o  el juego.

F i n a l m e n t e ,  P t>s el c o n j u n t o  d e  e s t a d o s  p e r d e d o r e s ;  si al 

■over el cont rincant»*’, a l c a n z a  u n o  d e  e s t o s  e s t a d o s ,  e n t o n c e s  

h e m o s  p e r d i d o  el J u e g u  (esto es. el c o n t r i n c a n t e  h a  g a n a d o ) .



N ó t e s e  que, en  p r i n c i p i o ,  no e x c l u i m o s  la p o s i b i l i d a d  de 

e mpate.

La r e l a c i ó n  K e s t a b l e c e  las r e g l a s  del Juego: s R t  q u i e r e

d e c i r  q u e  d e l  e s t a d o  s es p o s i b l e ,  c o n  u n  n o v i K i e n t o  p e r m i t i d o ,  

p a s a r  al e s t a d o  t.

C o m e n t a r e m o s  a l g o  m á s  la d e f i n i c i ó n .  r ‘\ e ] es el c o n j u n t o  

de los n o d o s  que t i e n e n  s u c e s o r e s ,  i.e.

R''[E1 > {s e (l : R(s) # 0)

Aa£, J.l de la d e f i n i c i ó n  2.1 p u e d e  leerse:

Q u p C (K - K*'(E1)

que q u i e r e  d e c i r  que ai a l c a n z a r s e  un  e s t a d o  p e r d e d o r  ó g a n a d o r ,  

el J u e g o  ha terminado.

Nótfc'se que t' - R'^[E| es el c o n j u n t o  de los n o d o s  q u e  no 

tt«*nen s u c e s o r e s ,  «ai que, p o r  e j e m p l o ,  la p o s i b i l i d a d  de e m p a t e

a e  e l i m i n a  e x i g i e n d o  q u e  G  »i p  s (E - H *lEl)

ó lo que es e q u i v a l e n t e  E > ü *> P u R *|E|.

S u p o n d r e w o s  t n n h i é n  q u e  f i o s o t  r o s  n u n c a  h a r e m o s  u n  m o v i m i e n t o  

ijue p r o d u z c a  u n  p n i m l o  p e r d e d o r ;  e H t o  l o  e s c r i b i m o N

lE - ri n P «I# i|ue n n<i ves e q u i v a l e n t e  a

P  t T c o m o  e s t a b l e c e  J .2 d e  l a  d e f i n i c i ó n  2 . 1 .

A n á l o g a m e n t e ,  e l  c o n t r i n c a n t e  n o  h a r á  «in m o v i m i e n t o  q u e

p r o d u z c a  u n  e s t a d o  i ( a n a d o r ,  e s t o  e s ,

r '* O  > (fl, c o m o  e a t a h l « * c e  J . J  d e  l a  d e f i n i c i ó n  2 . 1 .

Estas c o n d i c i o n e s  son r a s o n a b l e s  y no son r e s t r i c t i v a s ;  

p u e d e  o b j e t a r s e  que hay J u e g o s  en los q u e  uno e s t á  o b l i g a d o  a 

h a c e r  un m o v i m i e n t o  que c o n d u x c a  a la v i c t o r i a  del o p o n e n t e ,  lo 

q u e  no e n c a j a  c o n  las c o n d i c i o n e s  q u e  e s t a m o s  exigi«»ndo; e s t a  

d i s c o n f o r m i d a d  es «nlo a p a r e n t e ,  y se c o r r i g e  sin más que

« o d l f l c a r  los c o n j u n t o s  O  jr P : ai p o r  e j e m p l o ,  e s t a m o s  o b l i g a d o s  

s r e a l l s a r  un m o v i m i e n t o  q u e  r o r d u i c a  a n u e s t r s  d e r r o t a ,  e n t o n c e s  

el M s i a d o  de p a r t i d a  ya es un e s t a d o  p e r d e d o r .



Por su parte la c o n d i c i ó n  J.4 de la d e f i n i c i ó n  2.1. no h a c e  

nás que e x p r e s a r  la a l t e r n a n c i a  del Juego, a i e n t r a s  q u e  J.5 q u e d ó  

c o m e n t a d a  tras la d e f i n i c i ó n  1.2 de grafo.

2. 3 . -  Ejemplo.

P a r a  el c a s o  d e l  J u e g o  d e s c r i t o  i n i c i a i a e n t e  e n  el c a p í t u l o  

anter i o r *  c a d a  e s t a d o  p u e d e  v e n i r  d a d o  p o r  u n a  t e r n a  < n . q , i >  

d o n d e :

n r. n Ú B e r o  de o b j e t o s  d e  la p i l a  

q = el tope d e  p i e z a s  q u e  p u e d e n  r e t i r a r s e

i = a c t ú a  c o n o  i n d i c a d o r :  si es  1 nos t o c a  ■over, y t»i

es O le t o c a  al c o n t r i n c a n t e .

Asi, p o d e a o s  p o n e r < p a r a  una s i t u a c i ó n  inicial c o n  15 

o b j e t o s :

E = { < n ,q,i> : ü 4 n s 15. 2 s q í 28, O í i i 1)

T s { < n .q,1> t E)

G s {<0,q.0> € E)

P = { < 0.q,l> € E)

R s { <<n ,q , i > , < n‘, 2 • ( n - n ' 1 ,1 -1 > > € E«E : O <■ n-n* i q|

N ó t e s e  que la d e s c r i p c i ó n  de E, p o r  a o r  de s e r  c ó a o d a ,  

c o n t i e n e  e s t a d o s  s u p e r f i n o s ;  ya v í a o s  en  la figura u - 2 . 1 , «i

d e s a r r o l l a r  el í r a f o  del Juego, que s u p o n d r i a a o s  q u e  nint:ut.

J u g a d o r  haría, si le e r a  p o s i b l e ,  una J u g a d a  q u e  c o n d u j e r a  a la 

v i c t o r i a  i n m e d i a t a  del a d v e r s a r i o ,  a s i , el e s t a d o  < 1 , 2 8 , 0 ^  no  va a 

p r o d u c i r s e  tras eJ inicial < I 5 , 1 4 , 1 > ;  p o r  o t r a  parte, el e s t a d o

< 1 5 , 2 , 1> no se d a r á  n u n c a , . . .  pero, c o a o  he m o s  d i c h o .  in

d e s c r i p c i ó n  prerifia d e  K es ihuy c o m p l i c a d a ,  y no

p r o p o r c i c n a  n i n g u n a  v e n t a j a  c u e  m e r e z c a  tal pre c i s i ó n .

2.4.- Definición,

Dado un J u e g o  (si no  es p r e c i s o ,  no  d e t a i  1 a r c a o s

< F , R , T , G , P > )  una E s t r a t e g i a  Q  es u n a  f u n c i ó n  p a r c i a l ,

Q: T » E. tal que:

E.I.- Q(«) » i • sRt

E.2.- Í<}(*1 = t ^ t R u  ^ R(u) ^ ♦  3v € E |Q(ul * v]



2.5.- Notna.

Una e s t r a t e g i a  ea u n a  f u n c i ó n  q u e  d e t e r m i n a r á  n u e s t r o s  

■ oviaientos; la c o n d i c i ó n  E.l n o s  d i c e  q u e  Q  só l o  h a c e  

■ oviaientos l e g a l e s ,  y la c o n d i c i ó n  B .2 n o s  a s e g u r a  q u e  Q  e s t á  

d e f i n i d a  p a r a  c u a l q u i e r  e s t a d o  que se p r o d u z c a  c o n o  c o n s e c u e n c i a  

de K O v i M i e n t o a  d e l  c o n t r i n c a n t e .

Si (Q(s) « t A t € Q], e n t o n c e s  g a n a m o s  el Juego. P o r  

contra, ai 3 u e p ( Q ( * > a t  a  tRuJ, e n t o n c e s  p o d e m o s  p e r d e r  al 

s i g u i e n t e  m o v i m i e n t o .

2 . 6 .* Ejemplo,

Pa r a  el e j e m p l o  que v e n i m o s  c o n s i d e r a n d o ,  t e n e m o s  la

e s t r a t e g i a  que c o n a i s t e  e n  r e t i r a r  1 o b j e t o  c a d a  vez:

Q ' : T ---- * E Q ' ( < n , q , l > )  = < n - l , 2 , ü >  ai n i 1.

E s t a  f u n c i ó n  p s  p a r c i a l  pues no e s t á  d e f i n i d a  por e i e a p l o  p a r a  los

< n , q , 0 > ni p « r «  loa <0 ,q,i>.

Ya h e m o s  v i s t o  que p a r a  la s i t u a c i ó n  inicial < 1 5 , 1 4 , 1 >  

(fanamos el jiiei|o c o n  la e s t r a t e g i a ;

t0 ,2 *n, 0 > si n í q
Q: T ------ - V. Q( <n,q, I > I »

<n-M( n K  ̂  1 •' s i ti > q

2 .7.- Df^íinic ión,

üatlo ur> unn p » t r a t e < i a  Q .  y un e s t « d o  r ̂ T , u n a

tj-tuci»* idn para ». ea u n a  s u c e s i ó n  de eitlarioa (s I
1 I <

tal qtie:

II Vi ( l « i S n - l  •• s^RSj^ J

Vi I I * i « n -  l A 1 impar ♦  Q ( S j )  ■

II i ) Hla » * Ú,

1 . 8 ,- SJ*mp¡o,

Una Q - s u c e s i ^ n  e n  el J u e g o  que v e n i m o s  c o n s i d e r a n d o  es» c u n o  

p u e d e  v e r s e  en la f i g u r a  0 - 2 . 1 »

l - H



Q  g  Q

I------- 1 I------ 1 I------1
{ < 1 6 , 1 4 , l > , ^  < 1 3 , 4 , 0 > ,  < 9 , 8 , < 8 , 2 , 0 > ,  < 6 , 4 , 1 > , *  < 5 , 2 , 0 > ,

Q  Q

<------ 1 <------ 1
<4,2,!>,'*' <3, 2 , 0 > ,  < 2 , 2 , 1 > , *  <0,4, 0 > ) .

2 . 9 .” Definición.

Dado un  Juego, u n a  e s t r a t e g i a  Q, y u n  e s t a d o  s c T, d i r e m o s  

q u e  Q  es u n a  EstrAtegi* GAnsdora par» s, si to d a  Q - s u c e s i ó n  

p a r a  s t e r m i n a  c o n  u n  e s t a d o  de G.

2 . 1 0 . -  Ejemplo.

En el g r a f o  d e  la fi g u r a  0 - 2 . 1  p u e d e  c o m p r o b a r s e  q u e  la 

e s t r a t e g i a  Q d e s c r i t a  e n  2.6 es e f e c t i v a m e n t e  g a n a d o r a  p a r a  

< 1 5 , 1 4 | 1 > ,  c o s a  q u e  h e m o s  d e m o s t r a d o  e n  el c a p í t u l o  a n t e r i o r .

2 . 1 1 . -  Proposición.

Dado un juego, u n a  e s t r a t e g i a  O  y u n  e s t a d o  s^ € T, si Q 

ea g a n a d o r a  p a r a  s^ , e n t o n c e s  t o d a  t}-sucesión p a r a  s^ es de 

l o n g i t u d  impar.

P r u e b a :

Sea (s., s,, .... s | una V - s u c e s i o n  p a r a  s .
1 2 f* •

De las d e f i n i c i o n e s  se s i g u e  q u e  € T pa r a  i inpar.

Si s c G es el ú l t i m o  e l e m e n t o  de la <J-sucesión, será s f T (por
B "

J.3 de la d e f i n i c i ó n  2.1), luego n es par. Por tanto, la

longitud, que es n - 1 , s e r á  impar. "

2 . 1 2 . -  Definición.

Una Ev*lu»ción de u n  j u e g o  e s  u n a  c o l e c c i ó n  

s u b r o n j u n t o s  d e  E, d e f i n i d o s  por:

V ^ e ( s € E :  R ( s l o G ^ 0 )

I

p a r a  l ít 1 , p o n e m o s  V'' e U  V y defiiiimos:

J-i

V ■ (s € E : s < v; A 3t € R < b ) 10 # R(t) « \*;)
• ♦ 1 I •



2 . 1 3 . ~  Sotas,

E s t a  d e f i n i c i ó n  p r e t e n d e  c a r a c t e r i z a r  loa e s t a d o s  q u e  nos 

r e s u l t a n  f a v o r a b l e s .  Ea  c l a r o  q u e  si s e , y nos t o c a  m o v e r  a

n o s o t r o s  (ver p r o p o s i c i ó n  2.15), e n t o n c e s  c o n  u n  s o l o  m o v i m i e n t o  

g a n e m o s  el Juego.

Si por e j e m p l o ,  s ¿ , y de n u e v o  nos t o c a  m o v e r  a

n o s o t r o s ,  h a r í a m o s  el m o v i m i e n t o  q u e  c o n s i s t e  en p a s a r  al e s t a d o  t 

de  la d e f i n i c i ó n  d e s d e  el que. h a g a  lo q u e  h a g a  el c o n t r i n c a n t e ,  

se p a s a  a , d e s d e  d o n d e  g a n a m o s  el Juego,

2 . 1 4 . -  Ejemplo.

Para el e j e m p l o  q u e  v e n i m o s  c o n s i d e r a n d o  ea c l a r o  que

» { < n . q i l >  : n S q ) .

Sin e m b a r g o ,  a u p o n i e n d o  que el c o n t r i n c a n t e  h a c e  sus J u g a d a s  

e v i t a n d o  que g a n e m o s  a lu s i g u i e n t e  Jugada, los e s t a d o s ,  t o m a d o &  

del g r afo de la f i g u r a  0 - 2.1 son:

V, » (<2,2, l>)

Vj » { < 4 , 2 , 1>|

> (0 ,2 . l>, <<i, 1 , l>)

» ( U 0 ,2 ,l>, M I , 4,1', v 9 , 8 . 1 )

« { < 1 2 .2 .

- (<.15.14,1^)

p a r a  k i 7.

2.1 5 . -  Propomición.

Kn las c o n d i c i o n e »  d«* la d e f i n i c i ó n  2.13, (V^ c TJ.

Hruebai

Por Inducción.

Si * < , e;itonce« 3t í Rtsl o a ;

por J.3 de la d e f i n i c i ó n  2.1, t » O • t f T



por J.4 de  la misiia d e f i n i c i ó n  t ^ T  ^ t € R(s> ^ s T

l u ego C T.

Sea a h o r a  s e d e f i n i c i ó n  2.12, e x i s t i r á n

t,u £ E t a l e s  que: sRt a tRu a u  € V'* .

Por la h i p ó t e s i s  d e  i n d u c c i ó n  u € T, l u e g o  al h a b e r  h e c h o  

dos m a v i m i e n t o s , p o r  J.4 d e  la d e f i n i c i ó n  2 .1 , t e n e n o s  que s ^ T .*

2.16.- Definición.

C on la» n o t a c i o n e s  a n t e r i o r e s ,  u n a  e s t r a t e g i a  se d i c e  

Evaluadot'H si se tienn:

i ) 8 ^ Wí s ) e G

li ) s t V , 0 ^ R < g ( s H  V \*
I • 1 t

2.17.- Sota,

La idea es clara: Q  d e b e  c o n d u c i r  d i r e c t a m e n t e  a la

victoria, o p e r m i t i r ,  sea cu a l  s e a  el nov'iaiento del c o n t r i n c a n t e , 

c o l o c a r n o s  de  ijuevo e n  u n a  p o s i c i ó n  f a v o r a b l e .  C o n o  es  de e s p e r a r  

se t i e n e :

2 .1H.- rroposicityn.

L'n« e s t r a t e g i a  e v a l u a d o r a  W  es «ganadora p a r a  c u a l q u i e i  

e s t a d o  de V = U  \ . \ se 1 1 aaa t'onjunto Evaluador dcl juego.
I i 1 '

Prueba:

Se« s c V : será s t p a r a  c i e r t o  k ^ W. P o r  i n d u c c i ó n

sobre k p r u b a r e M o s  que Q  <>6 g a n a d o r a  p a r a  s.

SI k * 1, e n t o n c e s  Q l s i  ^ G, p o r  d e f i n i c i ó n  de  e s t r a t e g i a  

e v a l u a d o r a ;  así, (s , Q ( s ) )  es  ?a ú n i c a  Q - s u c e s i ó n  p a r a  s.

Sea a h o r a  s c V' . , k > 0 .  Se r á  <9 R( g« s ) ) C \ ' ; s e a  j

%' c R i W ( s M ,  y sea ( s , W< s ), s’, . . . ) una Q - s u c e s i ^ n  p a r a  s ; es 

c l a r o  que (s',...) es una W - s u c e s i ó n  p a r a  r.' ; p o r  h i p ó t e s i s  de

I n d u c c i ó n  Q  es g a n a d o r a  p a r a  s , luego es g a n a d o r a  p a r a  s 

también. *



2 . 1 9 . -  Definición,

C o n  las n o t a c i o n e s  a n t e r i o r e s ,  u n a  e s t r a t e g i a  se d i c e  Cmuta 

al se tiene;

Vs e V (Q(s) € Q V 0 je R ( Q ( s ) )  c V]

2 .2 0 .- fíotas.

C o m p a r a c i ó n  e n t r e  e s t r a t e g i a s  C a u t a s  y E v a l u a d o r a s .

Las e s t r a t e g i a s  E v a l u a d o r a s  n o s  h a c e n  pasar, de  un  e s t a d o  

p e r t e n e c i e n t e  a un  d e t e r a i n a d o  c o n j u n t o  ' a un  e s t a d o

p e r t e n e c i e n t e  a un c o n j u n t o  V^. c o n  k' < k, i.e. n o s  a c e r c a n  a

la s olución. Las e s t r a t e g i a s  C a u t a s  sólo nos m a n t i e n e n  en 

p o s i c i o n e s  favora b l e s .

Es c l a r o  que si Q es u n a  e s t r a t e g i a  e v a l u a d o r a ,  e n t o n c e s  

e s  cauta, p e r o  no al c o n t r a r i o ,

2 . 2 1 . -  Proposición.

Si el g r a f o  <E,K> del J u e g o  '.E,K,T,Q,P> ea un g r a f o

C - f l n i l o ,  e n t o n c e s  u n a  e s t r a t e g i a  c a u t a  es g a n a d o r a  p a r a  c u a l q u i e r

Pintado de V, s i e n d o  V el c o n j u n t o  e v a l u a d o r  del Juego.

S ó t e s e  <|ue, al exit(ir en la d e f i n i c i ó n  2.1 q u e  E sea finito,

el a r a f o  < E ,H > s i e m p r e  c - f i n i t o .  En efecto, la ú n i c a

p o s i b i l i d a d  de cnrainos i n f i n i t o s  loiisistiria en  a d m i t i r

rep«*t 10 iones de nodos, lo que e s t a  excitiído por ü.l de la 

de f i n ic ióii 1 .2 .

Prueba:

Sea f  V : por ser < . E , H í  C - f i n l t o ,  c u a l q u i e r  Q - a u c e s i ó n

p ara «i. es finita. Sea (» , s , . . , s ) ut>a <«'Hucesion par a  s .
1 1 »  I

Hemo!« de p r o b a r  que s^ « ij.

S* c l a r o  q u e  p a r a  loa i impares, ea s^ ^ V : en  e f e c t o ,  p a r a

i » I ea c i e r t o  por h i p ó t e a l a ;  y en g e n e r a l ,  por la d e f i n i c i ó n  do 

e a t r a t e g i a  rauta!

« V ♦ • O V 0 # Rtg( Sj H  C V } ,

• ato es, ♦ V * ^ ®  V lü # t v] , c o n  lo que



S e a  a h o r a  i i m p a r  d e  n u e v o :  Si Q ( S j )  ^ G, ia s u c e s i ó n

l e r D Í n a  c o n  s * ^  G  t c o b o  se desea.n I ♦ 1

Si f  G I e n t o n c e s  c o b o  s^^^ €  R ( s ^ ^ ^ )  = R < Q ( t f ^ ) l  «  V,

r e p e t i B O B  e l  p r o c e s o  c o n  p r o c e s o  e s  c l a r a a e n t e  f i n i t o . ■

2 . 2 2 . -  Proposición.

C o n  las n o t a c i o n e s  h a b i t u a l e s :

Vb e T (3t e r u )  |0 * R(t) c VJ # s € vj.

Prueba;

S e a n  s,t c o n o  en  la h i p ó t e s i s .

C o b o  RItJ c V, p a r a  c a d a  s' e R(t) e x i s t i r á  un i^. tal q u e

s' c V. ; p o n i e n d o  i „  = B a x  {i s ' e  R ( t ) } ,  s e  t e n d r á  R ( t ) c  V” .
o e Iq

Si s c V' , e n t o n c e s  s V c o b o  se d e s e a .  Si no. p o r  d e f i n i c i ó n
o

de Vj será ® ^ , i ♦ l u e g o  de n u e v o  s € v, ■
‘o*

2 .2 3 . -  Proposición.

C o n  las n o t a c i o n e s  h a b i t u a l e s :

Si e x i s t e  una e s t r a t e g i a  g a n a d o r a  W  p a r a  un e s t a d o  s e T, 

e n t o n c e s  s V.

P r u e b a ;

Sea s F T ; sea nis) 1 a  lo n g i t u d  d e  una W * s u c e s i o n  p a r a  s 

de lo n g i t u d  m á x Í B a .

C n n o  s f T s erá s f ü; p o r  t a n t o  Q (sI d e b e  e s t a r  d e t i n i a o  

pues si no, is) s e r i a  u n a  g - s u c e s i ó n  q u e  no t e r a i n a  en  G. Asi, 

n( s > i- I .

R a z o n a B o s  p o r  i n d u c c i ó n  s o b r e  n ( s ) .

Si nJs) s 1, e n t o n c e s  Q ( s l  G y ^ior tanto s € c v.

Sea a h o r a  n(s) > 1. D e s d e  lu e g o  n<s) es inpar, p u e s  p o r  

la p r o p o s i c i ó n  2 .1 1 , t o d a s  las Q - s u c e s i o n e s  son de l o n g i t u d  impar.

F.s c l a r o  que V*' c R ( Q ( s M  s e r á  n(s'l < n(s}, y, p o r  hipót.esíp 

de i n d u c c i ó n  s' ^ p a r a  a l g ú n  k. D a d o  q u e  R<Q ( s ) }  es l i n i t o ,

si k es el B á x i m o  de  t a l e s  k, se tiene: R ( 0 ( s ) l  t V ’ , L u e g o  
° %

> t v; V. ■
O



2 , 2 4 Propoaición,

S « a  un J u e g o  tai que:

E a R ‘'[E1 u Q  ü P.

S e a  K el n ü o l a o  de <E,R>. Se tiene:

V« € B t» € V ^  R ( 8 ) n (K - ti # 01

Prueba:

... >1 C o n d i c i ó n  n e c e s a r i a .

S e a  a € V ; « e r á  s € p a r a  a l g ü n  i. P o r  i n d u c c i ó n

so b r e  i.

Si i » li e n t o n c e s  p o d e n c a  t o n a r  t e R(a) n G ; p o r  J.3 de 

ia d e f i n i c i ó n  2.1. se ti e n e  q u e  t í Ti y t c k (pues t G ♦ 

R(t) » 0 ♦  R(t» o K » 01, luego t € R ( s ) n ( K - T )  y

R(s) n (K > T)  ̂0.

P o d e n o s  t o n a r  a h o r a  t € R(sl c o n  R(tJ c V | ; p o r  h i p ó t e s i s  de 

i n d u c c i ó n  '̂ s* ^ Vi j R ( s’ ) •' (K - T ) # 0 ; en p a r t i c u l a r ,

R ( s‘> n K # 0, luai|o a' ^ K ( d e f i n i c i ó n  de nücleol. Al st>r e s t o  

v á l i d o  V«* « V *  , V *i»r Hit) V V', se tendrá: H(t) o K = 0, de
I i

do nde, de n u e v o  por la d e f i n i c i ó n  de núcleo, t K .

C o n o  Ante«. | h » T  ^ ♦ t # T ,  lueKo:

t *• H(«l •' (K - 1). r m t o  es, Kfsl o |K - T) ^ 0

.... . I C o n d i c i ó n  s u f i c i e n t e .

Sea t Hl«) n (K - Ti.

SI R( t ) « 0  e n t o n c e n ,  del e n u n c i a d o  se d e d u c e  que

t * O  u p¡ c o n o  I' '• Y Ipor J.2 de la d e f i n i c i ó n  2.11, s e r á  t «■ G, 

y aa ( t * « V ̂ V .

S u p o n ^ a n o M  tthora q u e  Rl t ) * 0.

Sea 4 u n a  e s t r a t e g i a  d e f i n i d »  s o b r e  T de c u a l q u i e r  nodo, c o n  

tal q u e  üe teni(a W ( u l  ^ K c u a n d o  u / K (esto es p o s i b l e  p o r  la 

d n f i n i c l ó n  d e  n ü c l e o K



Sea 8 , £ R(t), y c o n s i d é r a n o s  ( s i s  } u n a  Q - s u c e s i ó n  p a r aI ■ t *•

8  ̂ (<E,R> es C - f i n i t o ) .

C o n o  8 ^ R ’'(EJ, se t i ene q u e  s e O ti P.
fl II

Si 8 € p, s e r á  s € T; c o b o  s. € T  ( p u e s  t ^ TI s e r á  n iapar.
n n 1

U na s e n c i l l a  i n d u c c i ó n ,  d a d a  la e l e c c i ó n  d e  Q , nos n u e s t r a  q u e

s, ^ K p a r a  los i inpares, l u e g o  s ^ K. P e r o  e s t o  es
I ••

c o n t r a d i c t o r i o  c o n  q u e  R(s } s 0, p u e s  e s t o  i n p l i c a  q u e  s < K.
n A

P o r  c o n s i g u i e n t e .  s^ € G, y p o r  t a n t o  Q  es una e s t r a t e g i a  

g a n a d o r a  p a r a  s^. P o r  la p r o p o s i c i ó n  2.23, ^

Asi h e n o s  p r o b a d o  que R(t) < V ; a p l i c a n d o  la p r o p o s i c i ó n  

2.22| r e s u l t a  q u e  s € V. *

2. 2 5 . -  Definición.

Se d i c e  que u n  J u e g o  < E , R , T , G , P >  es i n t e r p r e t a b i e  en  Grifos 

si e x i s t e  u n  g r a f o  <N,R'>, q u e  se 1 l a ñ a r á  Grafo del Juego, y un  ¡ 

s u b c o n j u n t o  F % N. t a les que:

i) E = N«(0,1}

i i » n  G = (<n,0> : n € FJ

2 1 P s { < n , 1> : n € F)

iiil 1 ) n^R'n^ ,0 >K» I 1 >

2 ) n^R'n^ < n ^ , 1 >K<-n^, 0 >

i') T = (<n,l> : n f  N)

2.26,- A'otas.

Es c l a r o  q u e  N, R ' , F d o t e r n i n a n  c o m p l e t a n e n t e  u n  J u e g o  

i n t e r p r e t a b l e  e n  grafos.

Un J u e g o  i n t e r p r e t a b l e  e n  g r a f o s  es un  J u e g o  b i n é t r i c o ,  

e s t o  e*, la* r e g l a s  del J u e g o  no f a v o r e c e n  « n i n g u n o  d e  los 

J u g a d o r e s .

P r e c i s a n e n l e  e s t a  s i n o t r i a  p r o d u c e  un c i e r t o  c o n f l i c t o  en

las d e f i n i c i o n e s ;  Si <N,R'> es u n  gra f o ,  e n t o n c e s  t i e n e  un ú n i c o

n o d o  inicial, n. La d e f i n i c i ó n  a n t e r i o r  nos l l e v A  n q u ^  e n  el



g r a f o  <E,R> e x i s t a n  d o s  n o d o s  ini c i a l e s :  <n,U> y ^n,l>, c o n t r a  la

d e f i n i c i ó n  de gr a f o  que d i m o s  e n  1 .2 .

C r e e m o s  que no es p r e c i s o  m o d i f i c a r  las d e f i n i c i o n e s  p o r q u e  

la idea de s i m e t r í a  i m p l i c a r á  n e c e s a r i a m e n t e  e s t a  d u a l i d a d .  P o r  

ej e m p l o ,  la s i t u a c i ó n  i n i c i a l  del J u e g o  del a j e d r e z  es únic a ;  s ó l o  

es u n a  c o n v e n c i ó n  el h e c h o  d e  que c o m i e n c e  la p a r t i d a  el J u g & d o r  

q u e  J u e g a  c o n  las p i e z a s  b l a n c a s ,  p e r o  es e v i d e n t e  q u e  el J u e g o  

p u e d e  d e s a r r o l l a r s e  i g u a l m e n t e  ai c o m i e n z a  la p a r t i d a  el J u g a d o r  

q u e  J u e g a  c o n  las f i c h a s  neg r a s .

2. 2 7 . *  Ejemplo,

Para el Juego descr i t o  en el capitulo O, se tiene:

N s {<n,q> ; O í n s 15 . 2 í q 4 28}

R‘ a { <<n,q> , <n', 2't n-n' ) >> € N hN : O < n-n' i q}

F » {<0,q> € H)

2.28. - Propomición.

Sea <K,R,T,Ü,P> un jueijo interpretable en ^rafos, con ijrafo 

<N,R*> y aubconjunto F. Se tiene;

i I R’ i F| «

li) Sí K en un núcleo pura vN,R'>, entonces K' > es

un núcleo para

l''rueb«:

i) SuponKanioB R’t F |  ̂ y «e«« n ’ H'|K|; existirá un n • F 

tal que n R‘ n' ;

por ¿,'¿& lili: <n,l>R«.n',0‘ ^ ^n,0>R^n',l>

pero por 2.2 5 iil; <n,0> ^ G ^n,l> P.

Rnt^H con clusiones son cont ract i c tor l a k  con el hecho d** ser

Rlü “ P) » í# (consecuencia de J,l de la d e f i n i c i ó n  2.1t.

III Hay que demostrar que ■ ♦ K' K(s) n K* « 0.

'■ ' *1 Condición Necesaria.

S e a  « • K ' . S e r *  n * vn,0> ó s * *n,l> c o n  n « K.

Sea pue^, « a < n i l >  l » Ü * l {  veanon que R(s| n K' * #*, Si no

lo fuera, existiría un <n «l*-i> con n* < K, tai que

*;n, l >R<n* , l-l>! de aqu (, nR’n*, con lo que R‘(n) o K # lo que 

es contradictorio con ser K núcleo.



♦ — I C o n d i c i ó n  S u f i c i e n t e .

S e a  8 = < n,i> tal q u e  R(s) n K' > 0 .

Si no f u ese s c K ' , s e r i a  n ^ K, d e  d o n d e ,  p o r  s e r  K

núcleot R'(n) n  K ^ 0.

S e a  e n t o n c e s  n' € R'(n) n K, y s' = <n',l-i>. Es c l a r o  q u e

s' e R<s) n K' lo q u e  c o n t r a d i c e  la h i p ó t e s i s .  ■

2.29.- Definición.

D a d o s  d o s  j u e g o s  < E , R , T , G , P > ,  y < E ' , R',T* , G‘, P’> , u n a

a p l i c a c i ó n  ♦: E ------ * E' se l l a m a  u n  Isomorfismo d e  Juegos, y

é s tos se d i c e n  Isomorfos , si se tiene:

i) ♦ e s  b i y e c t i v a

ii) s,Rs, «(s )R'»(s_)
1 Z  1 ¿

iii) ♦ITI = T'

iv) ♦IGJ = G'

V )  ♦ ! ? )  = P* .

2.30.- Proposición.

Si un j u e g o  < E , R , T , G , P >  es i n t e r p r e t a b l e  en  g r a f o s ,  c o n  

grafo < N , R’> y s u b c o n j u n t o  F c N, e n t o n c e s  e x i s t e  una a p l i c a c i ó n

n: T ------» E - T tal que:

i > es biyect iv«

ii) («*( )R« ' < 8 ^ I V o ’ ( )Rc»l ) I

1 ii t a(P) = G 

P r u e b a :

D e f i n a a o s  « ( < n , l > )  = <n,Ü>.

i) Es e v i d e n t e  q u e  a asi d e f i n i d a  es b i y e c t i v a .

ii) D e a o s t r e a o s  la d o b l e  i n p l i c a c i ó n :

--- ■*I S e a n  *,<*7 t a l e s  que s^Rs^. S e r á  s^ e <n^,0> ó * <n ^ , l >

con n^ ^ K. Sí « <n^,0>, e n t o n c e s  sera, r o n  n, « N

Por H l )  de  la d e f i n i c i ó n  2. 2 5  se tiene:

<n^ ,0>h<n2t 1 > *• n^R'n^ ^ < n ^ , 1 > R < n 2 ,ü> <• o * '( )Ro( )



De f o r n a  a n á l o g a  ae c o n p r u e b a  que si > <n^il>. e n t o n c e s

a ( 8 j ) R o ‘' ( 8 2 ».

J SI a ( ) R a ‘'( * ^ ) , e n t o n c e s  s e r á  = <n^,l>, = < n 2 i0 >,

c o n  ^

De n u e v o  p o r  ili) de la d e f i n i c i ó n  2»25:

<n^,0 > R < n 2 * I > ^  n^R'n^ ♦ < n ^ ,l > R < n 2 ,0 > ^

De f o r m a  a n á l o g a  se c o m p r u e b a  q u e  si a* ̂ ) R a ( ) • 

e n t o n c e s  s^Rs^.

iiil a € « l P l  s « a ( < n , l > ) , n e F

s s <n,ü>, n t F 

«-• s t Q. ■

2. J l . - .Vota.

N ó t 4*se «íue el a p a r t a d o  ii) de la p r o p o s i c i ó n  :¿.3ü, hace 

r e f e r e n c i a  m la s i m e t r í a  de q u e  h a b l á b a m o s  antes. En e f e c t o ,  de 

d i c h o  a p a r t a d o  se d e d u c e  que si ^ n ,i > R < n‘,1 * i >, e n t o n c e s  t a m b i é n  

< n , l - i n ' , i >, es t o  es, que c u a l q u i e r  J u M a d a  que sea v á l i d a  p a r a  

un Juiiador. lo en t a m b i é n  para el otro.

Propi-tn ic tón .

Seft J. s vb;.H,r.G,P> un jueifo. Si e x i s t e  una apiicacióii

<t: T  ------► K  - T

v e r i f i c a n d o  la» c o n d i c i o n e s  il, iil y iiiI de la p r o p o s i c i ó n

i . .10 ( entoiicf»» J es is o m o r f o  a un j u e M o  i n t e r p r e t a b l e  rn c r a ioj.

Prueba:

C o n s t r u i m o s  un « r a f o  <N,S> t o m a n d o  N * T, y d e f i n i e n d o

n^Sn^ n^R«ínjl ;

consitleramos el c o n j u n t o  F ■ P.

C o n s t r u i m o s  a h o r a  un J u e ^ o  J « <E* »R‘»T*.U’»r'>, tom a n d o :



E' s N k {0,1)

< n ^ , 0 > R ' < n 2 i 1 > ^

< n ^ , l > B ' < n 2 i O >  n ^ S n ^

T' * (<n,l> : n € N j  

G' » ( < n , 0 >  : n € F)

P' = { < n , l >  : n € Fí

Por la c o n s t r u c c i ó n ,  el J u e g o  J' 

grafoB, con g r a f o  < N , S >  y a u b c o n j u n t o  F c N. N o s  b a s t a r á  v e r  q u e  

J y J' son i s o B o r f o s .  D e f l n i a o s

♦ : E -----* E' por:

es i n t e r p r e t a b l e  e n

♦ (a) =
< s , l >  s i  s C  T 

 ̂ < a * ' í s ) , 0 >  s i  s ¥ T

V e a a o s  que ^ c u n p l e  las c i n c o  c o n d i c i o n e s  de  la d e f i n i c i ó n

2.29.

l) ♦ I n y e c t i v a  p u e s t o  que:

♦  l s ) = ♦ ( s ' l  *  I s . s '  e  T  A  < s , l >  s V

|a,s' ¥ T A < a ' \ s l . O >  s va*’<s‘J,ü>l ♦

( s t s ‘ V a * ' í s l = “ ' < s ’íl •• s = 6 *.

♦ s o b r e y e c t i v n  p u e s t o  que:

s ’ E' ♦ 3b f N « n o t a r  N « T): I».' = «.s,0> v s' =

St a' « < 8 ,Ü>, e n t o n c e s  s ’ = y sj s' * «s,l>, e n t o n c e s

s' = ♦( s ) .

ii) D e n o s t r a a i o s  l a  d o b l e  implicación. 

S e a  ’ ®**'* *1 ^ ^ ° ^

Si c T,  e n t o n c e s  s^ / T (p o r  .1.4 de la d e f i n i c i ó n  2.1), l u e g o

♦ is^) s <s^,l>, ♦iSjl * <«*'(s^),0>.

-1
Por la c o n s t r u c c i ó n  de S: * s^S« (s ^ ).

Por la o o n s t r u c c i ó n  de R ' :

s ^ S ^ ' ^ l S g )  ♦  < s ^ ,  l > R ' < a * ' (  Sj,) , n >  «  ♦ ( s ^  í R ' ^ C s ^ í  .



Si ^ T ,  e n t o n c e a  ^ T (por J .4 de  d e f i n i c i ó n  2.1).

luego: ♦(a^) » <o"'(a^),0 >, ♦(■g) » < B 2 |1 >.

De la c o n d i c i ó n  ii) d e  la p r o p o a i c i ó n  2.30:

a^Ra^ * a''(a^ »Ra(a^) v a( a^ )Ra’'( a^ ) y a d e s á a «

debe de o c u r r i r  la p r i a e r a  de aabaa, p u e a  la a e g u n d a  no p u e d e  

d a r a e  al no e a t a r  d e f i n i d o  a(a^).

Ahora, p o r  la c o n a t r u c c i ó n  de S:

a*'( 8  ̂)Ra(a^) a ' ^ a ^ l S a ^

y por la c o n a t r u c c i ó n  de R* :

a ' N a ^ í S a ^  <«‘N  a ̂ , 0 > R ' < a ^ , l > * ♦(s^íR'^ls^í

» I S e a  a h o r a  ♦ l a ^ l R ' ^ í a ^ K  S e r á  a^ c T  ó a^ ^ T .

Si a^ c T, s e r á  ♦(•jí » <a^,l> ; por la c o n a t r u c c i ó n  de H* s e r á

♦ ( s ^ )  »  <.a'^ia^),0 > y ademáa < a ^ , l > R ' < a  ' ( a ^ j . O - *  s^Sa

y p o r  l a  c o n s t r u c c i ó n  de  S:  s^S<i *  a^Rs^.

S i  a^ lí T ,  l a  pru<*bH e s  a n a l o g a .

i i i ) * | T )  » ( < H , W  : s*' r> * r' por la c o n s t r u c c i ó n  de T'

y por s«ír N » 1'.

i v  » ♦ l «  I «  I <f i *N f» I ,Ü> : «  «  U)  »

por  J . 3 d i  l a  d « * f i n i c i ó n  2 . 1 , »  ( < a , ü >  ; s «  1' )  *

por  i i i )  de  l a  p r o p o s i c i o n  2 . JO, »  G* p o r  l a  c o n s t r u c c i ó n

U’ y p o r  s # r  K « P.

V)  ^ ( P|  • { % B , 1> : a c P }  • p o r  J . l  de l a  d e f i n i c i ó n  2 . 1 .

♦ i P )  • l*' p o r  l a  c o n s t r u c c i ó n  de  P '  y p o r  a e r  F «  P.  •

r ^ o r p m A ,

Sea < K , R « T , 0 | P '  un Jue«u, y sea K el n ü c l e o  de S(*

t l e n e  s

Va I a c R r. T *  no e x i a t e  e a t r a t e g i a  g a n a d o r a  p a r a  a ) .



Prueba:

S e a  Q  u n a  e s t r a t e g i a  c u a l q u i e r a ,  y s e a  s ^ K n T.

S i  R ( s )  B 0  (en p a r t i c u l a r  si s € p|, e n t o n c e s  no  h a y  n a d a  q u e  

prob a r :  la ú n i c a  Q - s u c e s i ó n  es (s). q u e  no  t e r a i n a  e n  G. ( N ó t e s e  

que s c P 8 ^ Q ) •

S e a  R(s) 0:

Po r  d e f i n i c i ó n  de n ú c l e o :  R Is) n K s 0

p o r  d e f i n i c i ó n  de J u ego: R ( s )  n T  = 0

p o r  d e f i n i c i ó n  de e s t r a t e g i a :  Q ( s )  e R(s)

de d o n d e  Q ( s )  ^ K u T. A d e m á s :

Q ( s )  ^ K R ( Q ( s ) )  o K ^ 0 (por d e f i n i c i ó n  de  n ú c l e o  I

luego e n  p a r t i c u l a r  R ( Q ( s ) )  ^ c o n  lo q u e  la Q - s u c e s i ó n  no

t e r m i n a  en Q ( s ).

Por s e r  R(Q ( s ) í  n K ^ 0, p o d e m o s  s u p o n e r  q u e  el c o n t r i n c a n t e  

e l i g e  un e l e m e n t o  € R ( Q ( s ) l  n K; el p r o c e s o  p u e d e  r e p e t i r s e

c o n  s^, p u e s t o  q u e  s^ e K n T. *

2 . 3 4 . -  T c c r ^ m n .

C o n  la n o t a c i ó n  a n t e r i o r :

Vs I s 1 - K ^ e x i s t e  e s t r a t e g i a  n o - p e r . p n r a  sj 

esto es, ps p u s i h l p  e v i t a r  q u e  «¡ano el c o n t  r m e  a i m  c .

P r u e b a :

Se«  ü c-nalvjiiier e s t r a l e v i a  d e f i n i d a  de l o r m . »  que si  s V K. 

e n t o n c e s  w( s ) * K t i c  q u e  esi v > o s j b l e  p o r  d e f i n i c i ó n  d o  m icie»,-».

s T -  K ♦ in s I í  0; a s i ,  será  w( s ) K -  1.

Si ij(s) * G ,  e n t o n c e s  h e m o s  g a n a d o  (0(st V I  *  Q( s i f  K* I .

Si W ( s )  f G, p e r o  R < W ( s ) t  = 0, e n t o n c e s  ue t e r m i n a  en

e m p a t e .

Si H ( Q ( r )) 0, e n t o n c e s  R(Q(s>) n K 0, lu e g o

K ( Q ( s | )  *• T - K. S u p o n g a m o s  que el c o n t r i n c a n t e  e l i g e  s^ de m a n e r a

qye í R ( Q ( s n ;  s e r á  s^ € T - K, con lo que p o d e m o s  r e p e t i r  el

p r o c e s o .  *



2. 3 5 . -  Corolario,

C o n  iaa n o t a c i o n e s  a n t e r i o r e s :

E - R*'[E] s Q u p  ♦  V a C T - K  e x i s t e  e s t r a t e g i a  g a n a d o r a  p a r a  

s.

Prueba:

C o n s e c u e n c i a  i n n e d i a t a  d e  2.34. *

2. 3 6 . -  Teorema.

Co n  las n o t a c i o n e s  a n t e r i o r e s :

Prueba:

Por el c o r o l a r i o  a n t e r i o r t  y por 2.23: T - K s V.

Se a  s € V; por 2.24; R(s) n (K - TI ^ 0 ,  de d o n d e  s € T - K.



CAPITULO II.-GRAFOS Y/O.

#.1.- I N T R O D U C C I O N .

f.2.- D E F I N I C I O N  D E  G R A F O  Y/O. T E O R E M A  D E  E Q U I V A L E N C I A  C O K  JUEGOS. 

A R B O L E S  Y/O. A R B O L E S  A L T E R N A D O S .



^.1.- I N T R O D U C C I O N .

Los n o t o r e a  de i n f e r e n c i a  de los s i a t e a a s  e x p e r t o s  son 

p r o g r a M S  q u e  d e b e n  e x t r a e r  c o n c l u s i o n e s  a p a r t i r  d e  u n a  b a s e  de 

c o n o c i n i e n t o s .  C u a n d o  e s t o s  c o n o c i a i e n t o s  se e x p r e s a n  M e d i a n t e  

c l á u s u l a s ,  y la e s t r a t e g i a  u s a d a  es de las l l a a a d a s  " h a c i a  a t r á s”* 

la r e p r e s e n t a c i ó n  del p r o c e s o  d e d u c t i v o  se c o r r e s p o n d e  c o n  los 

l l a a a d o s  g r a f o s  Y / O  (en i n g l é s  g r a f o s  A n d / O r ) .  La e s t r a t e g i a  

" h a c i a  a t r á s " i  o p e r a  de  l a  s i g u i e n t e  forma: t o n a  la p r e t e n d i d a

c o n c l u s i ó n  y b u s c a  en la p a r t e  d e r e c h a  de c a d a  c l á u s u l a ,  p a r a  ver 

si c o i n c i d e .  P a r a  las r e g l a s  e n  las q u e  se p r o d u z c a  la 

c o i n c i d e n c i a  a n t e r i o r .  to « a  su p a r t e  i z q u i e r d a  c o m o  n u e v a  ló 

nuevas) p r e t e n d i d a s  c o n c l u s i o n e s .  El p r o c e s o  t e r a i n a  e n  h i p ó t e s i s  

de n u e s t r a  ba s e  ó no. En el p r i a e r  caso, ia c o n c l u s i ó n  es  válida, 

y en el s e g u n d o  c a s o  no.

En el C a p í t u l o  I h e n o s  e s t u d i a d o  de m a n e r a  formal los J u e g o s  

y las e s t r a t e g i a s  p a r a  juegos, t a m b i é n  l l a m a d a s  e s t r a t e g i a s  

a l t e r n a d H S .  En e s t e  C a p i t u l o  v a m o s  a r e a l i z a r  un p r o c e s o  a n á l o g o  

para los ifrafoa Y/O.

r H m b i é n  t r a t a r e m o s  en e s t e  c a p í t u l o  la s i m i l i t u d  e n t r e  a m b a s  

r e p r e s e n t a c i o n e s ,  m e d i a n t e  r e g l a s  y m e d i a n t e  graf o s .  A tal fin, en 

el c a p i t u l o  I, t n r m a l i Z A m o s  los c o n c e p t o s  de J u e g o  i n t e r p r e t a b l e  

en 4 rafo<«. v el de i s o m o r f l s m o  de grafos, que nos p e r m i t e  el p a s o  

de una f^trateiiia v á l i d a  on u n o  de e l l o s  n u n a  e s t r a t e g i a  v á l i d a  

en su imaifen isomorfa. T o d o  e s t e  e s f u e r z o  de t'ormn 1 i ehi'ton, lo 

c o n s i d e r a m o s  n e c e s a r i o  pa r a  el rigor, en el d e s a r r o l l o  de n u e s t r a  

ides b á s i c a  e\pue«tí» en la i n t r o d u c c i ó n ;  y que era, e x p r e s a d a  en 

c o n c e p t o s  d a d o s  en el c a p í t u l o  l y en e s t e  c a p í t u l o  II : de un

p r o b l e m a  *le r a z o n a m i e n t o  a u t o m á t i c o  p a n a m o s  al < r a f o  Y / O

c o r r e s p o n d i e n t e ;  se c o n s i d e r a  e s t e  g r a f o  c o m o  el « r a t o  b á s i c o  de 

un J u e g o  I n t e r p r e t a b l e  en g r a f o s  Y / O  (o c o m o  u n o  iso m o r f o ) .

Por U l t i m o ,  en c a p i t u l o s  p o s t e r i o r e s  h a b l a r e m o s  de 

a p l i c a c i ó n  ile la tícnlcv*< a e ^ t e  g r a f o  de un J u e g o

I n t e r p r e t a b l e  en g r a f o s  Y/O, y del t r a s l a d o  de d i c h a  a p l i c a c i ó n  

al p r o b l e m a  o r i g i n a l .

A n t » s  de d e f i n i r  con p r e c i s i ó n  lus c o n c e p t o s  m e n c i o n a d o s  en 

las lineas p r e c e d e n t e s ,  v a m o s  a p r e s e n t a r  u n  s e n c i l l o  e j e m p l o ,  que

n-a



nos irá i l u s t r a n d o  los r e s u l t a d o s  d e s a r r o l l a d o s  en el p r e s e n t e  

c a p i t u l o .

1 . 1 .- EJemplo .
S u p o n g a a o s  q u e  s a b e a o s  que:

Ci : Los q u e  t i e n e n  b u e n  s u e l d o  (BSI y b u e n o s  a a i g o s  (BA), 

son a f o r t u n a d o s  (AF).

C2 : Los a f o r t u n a d o s ,  si s o n  c u l t o s  <CU), s o n  p e r s o n a s

e s t u p e n d a s  (PE).

C3 A las p e r s o n a s  e s t u p e n d a s  se les p u e d e  p r e s t a r

d i n e r o  (PD).

C4 Las b u e n a s  p e r s o n a s  { B P ) c o n  b u e n  s u e l d o ,  a e r e c e n

c o n f i a n z a  (MC).

C5 : A los que t i e n e n  b u e n  s u e l d o  y son a e r e c e d o r e s  de 

c o n f i a n z a ,  se les p u e d e  p r e s t a r  din e r o .

C 6 : Las b u e n a s  p e r s o n a s  t i e n e n  b u e n o s  aaigos.

R o d e a o s  f o r a a l i z a r  e s t a s  c o n c l u s i o n e s  a e d i a n t e  las " r e g l a s  

de conociaiento** (son t o d a s  c l á u s u l a s ) :

R1 BS BA A AF

R2 • AF A CU m PE

R3 • PE PD

R4 : BP A US - MC

R5 : BS A M l PD

R 6 ; BP m BA

J^a idea de la estrate<;ia "hac la a t r á s "  es 1« do d i v i s i ó n

en  s u b p r o b l e a a s . P o r  c o n s i g u i e n t e ,  para s a b e r  a q u i é n se le p u e d e

p r e s t a r  dinero, se o b s e r v a r á n . c o n o y» h e a o s  d i c h o en p á r r a f  os

a n t e r i o r e s ,  les r e glas q u e p r o d u z c a n Pi) c o a o  c o n c l u s i ó n .

\

De e s t a  o b s e r v a c i ó n  se d e d u c e  que:

PD se ti e n e  si se t i e n e  Pt (por la refcia R 3 )

6 si &e t i e n e  BS y MC (poi Jn reijla Rú > .



E s t a  s i t u a c i ó n  Ipuede r e p r e s e n t a r s e  p o r

F i g u r a  1.1.1.

PD

\

\
PE BS MC

d o n d e  el lazo e n t r e  los a r c o s  s i g n i f i c a  la c o n j u n c i ó n ,  y la 

la e x i s t e n c i a  de v a r i o s  a r c o s  s i g n i f i c a  la d i s y u n c i ó n .

La r e p r e s e n t a c i ó n  c o m p l e t a  de n u e s t r a s  reglas, c o n  el 

"objetivo** PD seria:

F i g u r a  1.1.2.

PD

(’E

CU \K

MC

I
UA

* 4 t

BS

!
i
I

1
BP

bl#n, un #j«>apio de lo qu« denoMinarf^mon g r ^ f o

Y/O.



2.1.- Definición^

Un Grafo Y / O  es un  p a r  < N , S >  d o n d e  K e s  un  c o n j u n t o  

finito no v a cío, c u y o s  e l e a e n t o s  se l i a a a r á n  n o d o s  del g r a f o ,  y 

S c Ni<T(N) (9^(N) = el c o n j u n t o  de los s u b c o n j u n t o s  d e  NI t a l e s

q u e :

i) La r e l a c i ó n  q u e  n o t a a o s  o, d e f i n i d a  e n  N p o r

nOn ^  3k ¿ 1 3 n^^.n^, ... ,n^ € N

n  = n  A  n .  = ■  ^  ( l ^ i ^ k  ♦  n  « U  S < n  ) |
O k I I •  I

es u n  o r d e n  p a r cial.

ii) 3n e N' 1 l a n a d o  nodo raíz ó inicial, tal q u e

Vm € N . n r U S(a).

2 . 2 . -  S o t * ,

P uede d e f i n í T B e  « r a f o  Y / O  sin i a p o n e r  la f i n i t u d  de  N. Aquí 

la i a p o n e a o s  p o r q u e  p a r a  n u e s t r a s  a p l i c a c i o n e s  ( b a s e s  de

c o n o c i m i e n t o s  i S’ se r á  s i e m p r e  finito.

2 . 3 . -  E j e m p l o .

En el e j e m p l o  d e s c r i t o  en i.l, se tiene:

N » (Pl>.Pfc,ru,AF.MC.bA.BS,IiP}

S e (<AF. (BS,BA)>, <PE, (AF,CUJ>, ^PU, (P K | >.

<MC, {BP,BS)>, <PD. (BS,MC)>, <BA, ( M ' Í M

y el nod o  raíz es PD.

2.4.- Derinicion.

Los e l e m e n t o s  <n, {n , ,n^,, . . .,n^ } > S se l i a n a r á n  k - a r c o s  

del ftrafo; los I - a r c o s  <n, s e r á n  l l a m a d o s  s i m p l e m e n t e  arcos.

2.5.- Ejemplo.

P Ara el ej>»«.plo d e s c r i t o  en  1 .1 , no hay m á s  qu*» a r o o s  c o m o  

por e j e m p l o  <ri), {PE)>, y 2 - a r c o s  c o m o  por e j e m p l o  <.MC, {PP, B S ) > .



2.6.-* NotAa,

O a a o a  a h o r a  la J u s t i f i c a c i ó n  d e  las c o n d i c i o n e s  d e  la 

d e f i n i c i ó n  2.1 d e  « r a f o  Y/O.

L a  i n t e r p r e t a c i ó n  l ó g i c a  de  u n  k - a r c o  <n, (n^in^i • • • »n|^)>

es la d e  u n a  c l á u s u l a  n^ a  a ,,. a  ^ n.

La c o n d i c i ó n  i) n o s  d i c e  q u e  e n  el g r a f o  Y / O  no h a y  c i c l o s ;  

la i n t e r p r e t a c i ó n  es que se n o s  g a r a n t i z a  la no a p a r i c i ó n  de 

a u t o r r e f e r e n c l a s : p a r a  d e a o s t r a r  u n a  f ó r a u l a »  no t e n d r e m o s  q u e

d e m o s t r a r  la m i s m a  f ó r m u l a  en el p r o c e s o .  En J u e g o s ,  la 

i n t e r p r e t a c i ó n  es d i s t i n t a ;  p o r  e j e m p l o  p u ede c o r r e s p o n d e r  a 

s i t u a c i o n e s  de empa t e .

En c u a n t o  a la c o n d i c i ó n  ii). e s t a b l e c e  que n u e s t r o  m o t o r  

a c t u a r á  c o n  un o b j e t i v o  c a d a  vez.

2 . 7.- Sot»,

Ahora, en «L e s t u d i o  de g r a t o s  Y/O, el c o n c e p t o  de " c a m i n o "  

e n  un  g r a f o  p i e r d e  su sentido; Loa c a m i n o s  v i e n e n  s u s t i t u i d o s  p o r  

« r a f o s  Y/O. aubiirafos del g r a f o  dado. C o n  p r e c i s i ó n :

^.B.- Definición.

Sea <N.S> un < r n f o  Y/i). Un 4 ~ c n m i n o  de n * N a ü t n

• » un tira fu Y / O  < N d o r m i d o  de f o rma rí*cur*ivi» por:

II Si n L), e n t o n c e *  N' ■ (n) . S' «

i i I Si h / D :

li.tl Si e x i s t e  un k - a r c o  <i», ..... ^

p/*r« c a d a  i. I 4 1 * k. e x i s t a  un < - ( « « i n o  <.N',S‘>

de n a D, e n t o n c e s  

k

N ’ • (n) « « U n ')
\ • I

k

»•># In,.....n^»>| •» ( U  S| I
i • 1

ii.;|l Si no» no e x i s t #  t - c a m i n o  d e s d e  el n o d o  n al 

c o n f u n t o  de  n o d o s  O.



2*9 . - EJempio.

En n u e s t r o  e j e n p i o ,  p a r a  v e r  si a a l g u i e n  q u e  s e a  b u e n a  

p e r s o n a  y t i e n e  b u e n  s u e l d o  se le p u e d e  p r e s t a r  d i n e r o ,  se p o d r í a  

" r a r o n a r " ;

F i g u r a  2.9.

PD
»
I

I •
I \
i \
I f1
j HC 
»
I
¡ / - A
I / \

\

BS BP

y C O B O  BS y BP son “d a t o s”, r e s p o n d e r e a o s  a f i r m a t i v a m e n t e .

T r a d u c i d o  a g r a f o s  Y/O, e s t o  q u i e r e  d e c i r  q u e  e x i s t e  un 

g - c a m i n o  de n = P D  a D s {ÜS.BP). C o n s t r u i m o s  a c o n t i n u a c i ó n  

d i c h o  g-camino:

PD ^ D. y t e n e m o s  un  2 - « r c o ,  <PD, {BS,MC)>. C o m p r o b e m o s  sj 

para los n o d o s  BS y Mf e x i s t e n  g - c a m i n o s  h a s t a  1».

Para el no d o  BS t e n e m o s ,  BS <■ D, luego si e x i s t e  «-caniiio 

de BS a D q u e  es: «-<BS),tí>,

Para el n o d o  M C  t e n e m o s ,  MC f D, y t e n e m o s  un L - a r c o .

<MC, (DS,BP}>. C o m p r o b e m o s  si p a r a  los n o d o s  bS v hH 

e x i s t e n  g - c a m i n o s  h a s t a

Para el n o d o  BS, sí e x i v t r  un G - c a » i n o  h a s v a

Para ej n o d o  BP, t a m b i é n  se t i ene un g - c a m i n o  h a s t a  Li.

< { B P K 0 ) .

Por tanto, el g - c a m i n o  del n o d o  PD al c o n j u n t o  D  = IBS, b P } 

e* el g r a f o  Y / O  <K',S*> d o n d e :

N'= < P D , B S , M C , B P |  S'r («PD, <BS,MC)>, <MC, <B b ,B P > > J

N ó t e s e  por e j e m p l o ,  q*ie, t o m a n d o  el o t r o  a r c o  <PD, < P E)> no

h u b i é r a m o s  a l c a n e a d o  la s o l u c i ó n ,  d e b i d o  a que no  e x i s t e  un

g - c a m i n o  de C U  a {BS,BP}.



2 . LO.- Peoreaa.

S « a  < E . R . T . G » P >  u n  Juego. C o n s i d é r a n o s  el « r a f o  Y / O  

<E,S> d a d o  por:

s € T : Sis) s ((n) : n € R (s))

8 tr T : S(s) « (R(b)}.

Vs c T se t i e n e  que, e x i s t e  u n a  e s t r a t e f i a  g a n a d o r a  p a r a  s sii 

e x i s t e  un ii-caaiino en  <E , S > ,  de  s a O.

Prueba:

»| C o n d i c i ó n  n e c e s a r i a .

C o n s i d e r e a o s  el g r a f o  Y / O  <E',S'>, c o n s t r u i d o  c o n o  s i g u e :

E' 3 (s. s^ - Q( s )  } c E

S' = { < 8 . {s^)>} c S,

•Sotenos que s ^ T  ^ s ^ Q  •* Q(s) e s t á  d e f i n i d a  p u e s  si

no, {s} s e r í a  u n a  g - s u c e s i ó n  que no t e r n i n a  e n  G, l u e g o  Q  no 

s eria g a n a d o r a  p a r a  a.

Si G, e n t o n c e s  < E ' , S’> s e r i a  un g - c a m i n o  de s a G.

SI 9  ̂ ^ G, sea R ( s ^ )  » ( s j ........s ^ ) . N o t e n o s  que R(s^) * 0

pues si no, t e n d r í a n o s  u n a  Q - s u c e s i ó n  que no t e r n i n a  en G.

Artadino* a E* ios n o d o s  s| , Q(s|I > s^ , y a S* el k - a r c o

<9 ^, K ( 8 j » > ,  y l o s  a r c o s  l ‘  i ‘  k.

Al igual que c o n  s, Q  d e b e  e s t a r  d e f i n i d a  p a r a  los s| , 

l s i * k.

Ahora, con cada s* repetinos el proceso seguido con s^¡ si 

s* « (], no aAadlnos nada a <K'.S'> (si todos los s^ ^ O detenenos

• I procesoli si no, sea Rls^) ■ (s‘̂,....s*^ ) t aAadlnos los

nodos s|‘, «(s^*í » Sj\ el k‘-arco <s‘, R(s^)>, y los arcos

<s^‘. (s!^*)>* l » J * k*.



Es c l a r o  q u e  e s t e  p r o c e s o  e s  f i n i t o  y t e r m i n a  e n  n o d o s  de

G, c o m o  se d e d u c e  del h e c h o  de s e r  t o d a  Q - s u c e s l ó n  f i n i t a  y 

t e r n i n a r  e n  O. E s  c l a r o  t a m b i é n  q u e  el p r o c e s o  t e r m i n a  c o n  u n  

g - c a m i n o  de s a G.

F i g u r a  2.10.1 

Q

/
1

'K

1 \ 
I '
I
I
1

i 1 i J ifr

8 e T

i^= Q ( s )  s^€ G ó  G

T

■*I C o n d i c i ó n  s u f i c i e n t e .

Sea a h o r a  <.E',S’> un  « - c a m i n o  e n  vE,S>, de s a G. S e n  

Q u n a  e s t r a t e g i a ,  d e f i n i d a  de c u a l q u i e r  m odo, c o n  tal de que

01 s' t c s' SI I.' T E* . <s' , U ” S* .

V e a m o K  que se t r a t e  dt una esti-ategia s a n a d o r a  p a r a  s. la 

idea va a «er, v e r  q u e  c u a l q u i e r  0 - s u c e R i ó n  p a r a  s e s t á  “incluitía" 

en < E‘,S‘>,

! ¡-y



C u a l q u i e r  (d-auceslón p a r a  a es d e  la forma:

I i U  li iJk ,

t« - T* ’t *’ ■ í’ ’t "

Q  Q  Q  Q

El c o a p o r t a a i e n t o  d e  e a t o a  n o d o s  ae r e a u m e  a e g ü n  loa d o a  

a i g u i e n t e a  caaoa« s e g ú n  ae o b s e r v a  e n  la r e p r e s e n t a c i ó n  g r á f i c a  de 

la Q - s u c e a i ó n  a n t e r i o r i  d a d a  e n  la f i g u r a  2 . 1 0 .2 .

I . . . .  I\ n
In

E atoa n o d o s  s o n  de T| l uego no e s t á n  e n  ú; d e b e r á n

tener s u c e s o r e s  p o r  la d e f i n i c i ó n  de g - c a n i n o ;  su s u c e s o r  

es J u s t a m e n t e

I . . . I
^ . 1  •» . t n

S s S .
n «♦ 1

: Estos n o d o s  no son de T; si son de Gi e n t o n c e s  la

g - s u c e s i ó n  «a f i n i t a  y terniria en G; ai nOi d e b e r á  t e n e r  

s u c e s o r e s  ( d e b i d o  la d e f i n i c i ó n  de g - c a m i n o ) «  l u e g o  la 

s u c e s i ó n  no p u e d e  t e r m i n a r  en él.

Así, ai la Q - a u c e s i ó n  te r m i n a ,  lo ha c e  en G. P e r o  es  q u e  

tiene que terminar, p u e s  el c o n j u n t o  de n o d o s  es f i n i t o  ly el 

4 rafo es ací c l i c o l ,  luego no a d m i t e  c a m i n o s  infinitos. *



F i g u r a  2.10.2.
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^ . 3 . -  A R B O L E S  Y/O. A R B O L E S  A L T E R N A D O S .

3 . 1 . -  Definición.

Sea <N,S> u n  grafo. Se d i c e  q u e  <N.S> es u n  á r b o l  si

Vm e N (■ )< no d o  ra í s  « án € N [nSm])

A n á l o g a m e n t e ,  si <N,S> es  un g r a f o  Y/O, se d i c e  q u e  < N , S >  

ea u n  árbol Y / O  al

V« € N Im # n o d o  raíz ^ í n C N l m c U S ( n ) l )

Tal no d o  n se l l a n a  a n t e c e s o r  i n m e d i a t o  o padre del n o d o  m.

3 . 2 . -  Definición.

Sea <.N,S> u n  á r bol ó u n  á r b o l  Y/O. La p r o f u n d i d a d  es u n a

f u n c i ó n  Prof N ------ * H  , c o n  H  el c o n j u n t o  de loa n ú m e r o s

n a t u r a l e s ,  d e f i n i d a  r e c u r s i v a m e n t e  p o r

Frofin) »

U  s i  n  3 nodo raíz de <.N,S> 

l ♦ P r o f ( p a d r e  d e  nI en  o t r o  raso

J .3.- Definición.

D e c i n o s  que el p a r  < N,S> es u n  Árbol de juego ó Arbol

Alternéido, al < N,S> •• u n  árbol V / O  y además:

Vn « N (Pr o f í n í  es par *• V < n , A >  S (A es u n i t a r i o ) ] ,  y 

Vn « N I P r o f J n l  es impar ♦ Ía < NI [^n,\> « SlJ.

J * 4.- > o  t a .

i n f o r m a l m e n t e ,  e s t o  q u i e r e  d e c i r  q u e

Vn * M si Prof (ni es par, e n t o n c e s  n es t á  u n i d o  c o n  sus

i n m e d i a t o s  s u c e s o r e s  e x c l u s i v a m e n t e  por l - arcos, y

«i P r o fin) es Impar» e n t o n c e s  n e s t á  u n i d o  a sus 

i n m e d i a t o s  s u c e s o r e s  e x c l u s i v a m e n t e  por u n  k*ar c o .

3 . 5.* (Votas*

N ó t e s e  que lo q u e  h e m o s  d e f i n i d o  c o m o  árbol d e  iuego» se

a d e c U a  al d e s a r r o l l o  n o r m m l  de  u n a  J u g a d a .  El J u g a d o r  q u e  t i e n e

t f * t t



el t u r n o  a n a l i z a r á  sus p o s i b l e s  « o v l v i e n t o s  c o s o  d i s t i n t a s  

a l t e r n a t i v a s  que le l l e v a n  a d i s t i n t o s  e s t a d o s  e n  los q u e  el t u r n o  

lo t i e n e  el a d v e r s a r i o .  P a r a  e l e g i r  la « e j o r  d e  s u s  a l t e r n a t i v a s ,  

p a r a  c a d a  u n a  de ellas, d e b e r á  t e n e r  e n  c u e n t a  t o d a s  las p o s i b l e s  

r é p l i c a s  d e l  a d v e r s a r i o .  E s t o  se r e p i t e  h a s t a  u n  d e t e r a i n a d o  n i v e l  

de p r o f u n d i d a d ,  ó h a s t a  q u e  se l l e g e  a  e s t a d o s  g a n a d o r e s  ó 

p e r d e d o r e s  ( estados sin s u c e s o r e s ) .

Asi, el e s t a d o  d e l  J u g a d o r  q u e  t i e n e  el turno, lo u n i r e m o s  

con sus r e s p e c t i v o s  s u c e s o r e s  n e d i a n t e  1- a r c o s ,  que r e p r e s e n t a n  

las a l t e r n a t i v a s  q u e  t i e n e .  T a m b i é n  d e  a c u e r d o  a  lo d i c h o  atites, 

c a d a  s u c e s o r  de e s t e  e s t a d o  inicial lo u n i r e m o s  c o n  sus 

r e s p e c t i v o s  s u c e s o r e s  m e d i a n t e  u n  k - a r c o  q u e  e x p r e s a  la 

c o n j u n c i ó n  de t o das las p o s i b l e s  r é p l i c a s .  El p r o c e s o  se r e p i t e  

h a s t a  u n a  p r o f u n d i d a d  d e t e r m i n a d a  ó h a s t a  e s t a d o s  sin s u c e s o r e s .

3.6.- Definición.

D a d o  un g r a f o  Y/O, <E, S > .  l l a m a r e m o s  Arbol Y/O asociado al 

g r n f o  dado, al árbol

> = G R A - A R B  K E , S > I  

d o n d e  G R A - A R B  es el a l g o r i t m o  sii{uiente:

G R A - A R B  K E , S > )

E' (vtiodo i n i c i a l . l > i

S' :=

NA := E* (Na s e r á n  1oí5 " a b i e r t o b " !

CICLO.

C I C L O  í í

SI NA = 0 E N T O N C E S  IIN: < E ’, S >

< n o d , n u a >  u n  e l e m e n t o  c u a l q u i e r a  d e  NA 

su c s  s u c e s o r e s  de  n o d  ( m e d i a n t e  SI 

NA :* NA - { < n o d , n u m > l  

SI sucs * 0  E N T O N C E S  C I C L O  

Pa r a  c a d a  A c sucs:

N* := 0

Para c a d a  m c A:

N» := N» U  { « B . l i í n d i c e  de n e n  £'>)

F.‘ :e E ’ U  H*

NA :» NA  U  N»

S ’ S' U  ( < < n o d . n u m > ,  N»>)

CICLO.



El índice de  m e n  E* es:

0, b í  V < n , l >  € E' ea n n

1, 8 i < n , i >  € E' A f E'.

El p r o g r a n a  L I S P  c o r r e s p o n d i e n t e  es el s i g u i e n t e :

(de Q R A - A R B  (e h )

(setq ;ei n o d o  inicial d e b e  ir el p r i m e r o  de E

ee (list < liat (car el It) ;ee sa aera el r e s u l t a d o

S8 I I

na llist < 1 ist (car el ll>) ;na son ios " a b i e r t o s "

(CICLOJ I

«I

(de C I C L O  (•

( i f (n u 11 n a )

(list ee UH I

(setii nt»-nu (cur tm ► suca (SUCES ( c aar nal al na (cdr na I I 

I 1 f I nii 1 1 au c a  I 

(CICLÜI

(«apear ’AUX-l auca) ( C I C L O I i n i

\

Ide AUX-l «rtt

(  aetq I t *  t I >

( ñapear ‘ U \ -  ií « I  

( s e t q  n *  í

MA ( Mppend na n* I

üi» ( rtppen»! MM (list (list no-nu n* I I I I ) I

I

(de» A UX-Ü (iti>

(!»«»t«i n* { í»pp<*nil !>♦ (lint (liat » (♦ l ( INÜICE * é-** U I ) J » N I

«
•

(de INDICE (n lista \pl

il« f u n c m n  IN D I C K  nos da  O si m  no e s t á  ^ n  llxta, 

i y !il eslA. d a  Máxiaio (ndlce 

(ir (nu H  I » ̂  t a I V p

( ( ( n o d o  t cssr listal) ( n u K « r o  (cadar l i s t a l i  I 

(If (and («q*ial « nodo) (< vp n u a « r o ) )

( I N D I C E  ■ Icdr lista) n u a e r o )

( I N D I C E  ■ (cdr lista) v p ) ) ) ) )



(de S U C E S  (nod lista)

(cond (( n u i l  l i s t a )  ())

( ( e q u a l  n o d  ( c aar l i s t a ) )

(c o n s  ( c a d a r  l i s t a )  ( S U C E S  nod (c d r  l i s t a H ) )

(t ( S U C E S  n o d  (cdr l i s t a ) ) ) ) )

Más a d e l a n t e  se v e r á  el e f e c t o  d e  e s t e  a l g o r i t a o  s o b r e  un

grafo.

3.7.- Definición.

Dado u n  g r a f o  Y/O, <E,S>, l l a B a r e a o s  Arbol Alternado 

asociado al g r a f o  dado, al árbol

< E " , S " >  = A R - A A  ( G R A - A R B  t < E , S > n  

d o n d e  A R - A A  es el a l g o r i t a o  s i g u i e n t e :

A R - A A  <<E',S'>) Í E‘ y S' v i e n e n  d a d o s  por G R A - A R B I

F.” := 0 

S ” ; =  0

NA ( < 0 , n o d o  inicial de E ' >}

C 1 C L02.



C I C L 0 2  ()

SI N A  ■ 0  E N T O N C E S  FIN; < E " , S " >

pn :» u n  a l e a « n t o  d e  NA, de los de  n e n o r  p r o f u n d i d a d

[ver 3.8.11

E "  :» E "  U  { n o -nu)

s u cs2 :b s u c e a o r e a  de  n o - n u  (ver 3.8.2]

NA  ;a N A  - (pn>

SI a ucs2 « 0 E N T O N C E S  C I C L 0 2

SI pr o f  es p a r  E N T O N C E S

P a r a  c a d a  A € sucaZ:

SI A es u n i t a r i o ,  A = (m), E N T O N C E S  

S "  ; »  S "  U (tno-nu, A>)

NA  N A  U ( < l ♦ p r o f , m > )

SI A no es u n i t a r i o ,  E N T O N C E S

ind í n d i c e  de nod en  E'

E' :■ E' U  { < n o d ,1* i n d > ) (ver 3.8.3)

S '‘ :a S ' ' U  (<no-nu, { <.nod, 1 ♦ ind > ) > }

U  {< < n o d , l * l n d > ,  A > )

E'' :* E ’’ U I <nod, l + ind> }

P a r a  c a d a  m £ A:

NA ;» NA U l < p r o f ^ 2 , « > }

SI prof ea Inpar, E N T O N C E S

S*’ :» S *’ U  |<no-nu, {car < s i i c s 2 M > }

SI much2 en (initario, siic!<2 > <A), E N T O N C E S  

P a r a  c a d a  m «■ A:

NA :» NA U I< prot 

SI <tuc!i2 no ea u n i t a r i o .  E N T O N C E S  

Para c a d a  A c d r  (auc*2l:

Ind :» ín d i c e  df* nod en  E'

E' E‘ U { <noi|, l ♦ ind> I 

E"'  ; «  E* ’ U ( t nod , l ♦ I nd > )

S "  :> S ’* U  { < P A D H K < n o - n u K ( < n o d , l * i n d > ) > J  

U  (^ « n o d , l ♦ l n d > , A > )

Para c a d a  A * «uc«2:

P a r a  c a d a  • » Ai

NA : »  NA U ( < l ^ p r o f , B > )

CtCLOa.



P A D R E  lno-nu> í*c e n t i e n d e  q u e  e n  S ' 1

(no-nu') tal q u e  n o - n u  € U  S'<no~nu')

El c o r r e s p o n d i e n t e  p r o g r a a a  L I S P  es:

(de A R ' A A  ( ee ssI

(setq eee () sss () n a  ( l i s t  (iist O (car e e ))) )

(CICL02)) ;pn = ( prof no- n u )  = ( p r o f  (nod n u a )  )

t

(de C I C L 0 2  ( I 

(i f (nuil n a )

( l i s t  e e e  s s s  )

(setq pn (car na) p r o f  (c a a r  nal n o - n u  ( c a d a r  na) 

nod ( c a a d a r  na))

(setq e e e  (a p p e n d  e e e  ( c d r  p n ))

s u c s Z  (S U C E S 2  n o - n u  ss) na (cdr nal )

(if (nul1 8u c s2 )

( C I C L 0 2 )

( i f  ( e v e n p  p r o f )

( m a p c a r  ’AUX - l l  s u c s 2 )

( s e t q  s s s

( a p p e n d  s s s  ( i i s t  ( l i s t  n o - n u  (c.’ii s u c s 2 l l ) | ]

( i f  ( c  1 ( l e n g t h  s u c s 2 ))

(!>r t q na

I a p p p n d  na ( ñ a p e a r  'PROF-I (car s u c s 2 > ) í ) 

( ñ a p e a r  ' A U X - 2 2  (cdr s u c s 2 ) I 

( s<*tn no 

I app#*nd na

i a p p l y  * A p p e n d  ( ñ a p e a r

' ( l anbda ( a M n a p c a i  ’ PKO!--]  a )  i

S U C S 2 1 ) 1 ) ) )

( C I C L 0 2 )  ) 1 )

(de S U C E S 2  ( n o - n u  lisia)

(cond ((nuil li*^ta) ()l

i(equal n o - n u  ( c a a r  listal)

( c ons ( c a d a r  lista; (S U C E S 2  n o - n u  (cdr lista) M I  

(l ( S U C E S 2  n o - n u  .cdr linta))) ) )



(de A U X - 1 1  (a)

( if (s ( l e n g t h  a ) 1 )

(aetq a s 8 (a p p e n d  aaa (iiat (liat n o - n u  a)))

na  ( a p p e n d  n a  ( H a t  (cona (-̂ 1 prof) a)t) )

(aetq ind ( I N D I C E  n o d  ee 0)

ee ( a p p e n d  ee (liat (liat n o d  ( 1-f ind)))> 

a a a  ( a p p e n d  aaa

( l iat (liat n o - n u  ( liat (liat nod (It indi))) 

(liat (liat nod ( It ind) ) a ) )) 

e e e  ( a p p e n d  eee (liat (liat n o d  ( 1-f ind)))) 

na ( a p p e n d  na ( ñ a p e a r  'PROF-2 a)) I ) )

«

(de P R O F - 2  {■)

( H a t  (4- 2 p r o f )  m ) )

«

( d e  A U X - 2 2  ( a )

( a e t q  i n d  ( I N D I C E  n o d  e e  0 )

e e  ( a p p e n d  e e  ( l i a t  ( l i a t  n o d  ( ! ♦  i n d ) l ) t  

e e e  ( a p p e n d  e e e  ( 1 i a t  ( 1 i a t  n o d  ( i n d  I ) ) ) 

aaa ( a p p e n d  a s a

( H a t  ( l i a t  ( P A D R E  n o - n u  sss )

( I t B t  ( l i a t  n o d  < ! ♦  i n d  ) I ) )

(liat (list nod (I« indi) a))))))

i

( d e  P R t ) K - l  » m >

( l i»t ( ♦ 1 prof > mi)

k

Id** P A Ü K K  I n  l i s t r t i

( ttny ' ( 1 r t m b d a  4 \ I ( i f ( m < > n b e r  n  ( c n d r  x I ) ( c a r  \ I i ) ) I 1 i a t a  I )

.1. H , - Vo t j * .

J . H . t . -  N A  d e n o t a  e l  c o n j u n t o  d e  n o d o n  q u *  n o  t e  h a n  e x p a n d i d o .  

T a l  c o m o  c r e c e  N A ,  p u e d e  i o n a r n e  e l  |>rlti<>r e i e « « * n t o .  L a  

r e p r e a e n t a c i ó n  « e r A  p n  • < p r o f , n o - n u >  ■ < p r o f , < n o d , n u « > >. N ó t e a e  

q u e  c o m o  f i « u r a  e n  l a  d e f i n i c i ó n  3 > 6 .  Ú R A - A R P  d e b < >  d e  e a p e c a r  a l  

t r a t X P  r o n  *>l n o d o  i n i c i a l  d e l  « r a f o .  A l í - A A  t a n h i e n  d e b e  d e  

e n p e a a "  % t r a t a r  e l  n o d o  i n t c i a l  d e l  < r a f o .  t r  e »  c a a o  d e  G K A - A R R *  

h e « o a  d e  p r o p o r c i o n a r  e l  n o d o  i n i c i a l  c o n o  p r i n e r  n o d o  d e l



c o n j u n t o  E. En el c a s o  de AR- A A .  la s a l i d a  de  G R A ' A R B ,  g a r a n t i z a  

que el nodo inicial e s  el p r i m e r  e l e m e n t o  d e  E ' .

3 . 8 . 2 . -  N a t u r a l n e n t e , se t r a t a  d e  s u c e s o r e s  e n  E * , n o  en £.

3 . 8 . 3 . -  E' se m o d i f i c a  ú n i c a m e n t e  a e f e c t o s  de a c t u a l i z a c i ó n  del 

índice.

3 . 8 . 4 . -  La f u n c i ó n  INDICE, s o l o  a p a r e c e  c o d i f i c a d a  e n  el  p r o g r a n a  

G R A - A R B ,  por ser c o i n c i d e n t e  en a m b o s  p r o g r a m a s  G R A - A R  y A R - A A .

3.9.- SotAS.

La idea de e s t o s  a l g o r i t m o s  es m u y  simple. G R A - A K B  h a c e  

"copias** de los n o d o s  c o n  m á s  de un a n t e c e s o r ,  pa r a  c o n s e g u i r  q u e  

c a d a  nodo, e x c e p t o  el raíz, t e n g a  u n  s o l o  a n t e c e s o r .  P o r  e j e m p l o  

con el grafo

F i g u r a  3.9.1. PÜ

PF.

MC

C U

\I

AF

BA BS

BP

a l g o r i t m o  G R A - A R B  n o s  « l e v u r l v i » .



F i g u r a  3 , 9 . 2
<PD,l>

/

\

\

A

/ \

I I  t i

< C U , 1 >  < A F , l >  <B S , 3 >  <B P , l >

t\

í_\
\

f \

I I

<BS,2>

< B P ,2 ‘

Por au parte, el atifurilau A R - A A  c o n s i s u e  un á r b o l  n l t e r n a d o  

a pa r t i r  de este, aln más qu« n ñ a d i r  a r c o s  s u p l e m e n t a r i o s  d o n d e  

S4ta preciso, e a t o  en:

1) para c a d a  ^r^, A » S ' . «i 1« p r o f u n d i d a d  de n es p a r  y A no es

u nltHrio, se M U R t t t u y e  el k - « r r o  A> por el l-*rco *n,

)unto con et k - a r c o  v n’, A>, d o n d e  n' es una c o p i a  de n, y

2 ) para r a d a  .n de p r o f u n d i d a d  inpar, si es orliten de mas do un

k'arco, por eleisplo, *n, \^>......♦‘■n, h a c e n  q-l t r p i a s  de

n para que c a d a  u n a  de e l l a s  sea o r i g e n  de un ú n i c o  k-arcn.

l l e a p l o  de la s i t u a c i ó n  I: (a de p r o f u n d i d a d  parí

• * 

b c

A H - A A  ♦
i

I
a
A



y de la s i t u a c i ó n  2 : (a  de  p r o f u n d i d a d  ia p a r )

F i g u r a  3,9.4. b b

/ \

I 9
AR-AA ^ a  j

A  k' \ / 'i t \
• 4 - * l  • *  * •

c d e f  c d  e f

N a t u r a l m e n t e ,  e s t a s  s u s t i t u c i o n e s  d e b e n  h a c e r s e  c o a e n z a n d o  

por los n o d o s  d e  m e n o r  p r o f u n d i d a d ,  p o r q u e  c a d a  s u s t i t u c i ó n  a l t e r a  

la p r o f u n d i d a d  de los s u c e s o r e s .  En el e j e m p l o  q u e  v e n í a m o s  

c o n s i d e r a n d o ,  el A r b o l  a l t e r n a d o  r e s u l t a n t e  será:

F i g u r a  3.9.5. <PD,1>
•t \\

* \\

\
V

/ \
; \ f f

< P E . 1 >  < P D , 2 >

»

' I

I « • t
< C U , 1 >  <^AF,1> * . b S . l >  '.Hi , ! >

I

t
I«
« «

vAF , 2 >  ^MC . Ü >

■ 1 w X

% % «

< B A , l >  < B S , 2 >  ^ B S , 3 >  <>BP,1>

?
\
t

J

<.BP.2>

En lo q u e  siffue, v a m o s  a c o n s e r v a r  e s t a  n o t a c i ó n :

<E,S> p a r a  u n  a r a f o  Y / O  c u a l q u i e r a ,

< E’,S*> p.nra el árbol V / O  a s o c i a d o ,  y

< E ' ',S*’> p a r a  el á r bol a l t e r n a d o  a s o c i a d o  c o r r e s p o n d i e n t e .



C o n s i d e r a n d o  s ó l o  los nodos, c a d a  n E d a  l u g a r • en el p a s o  

de £ a E * , a u n  c o n j u n t o  de  n o d o s  de E ’: < n • 1 > > . . . i < n ,k > , k ^ i; a 

su vezi c a d a  u n o  de e s t o s  n o d o s  d e  E' • e n  el p a s o  de E' a  E • 

p u ede e v e n t u a l a e n t e  d a r  l u g a r  a q u e  se i n c r e a e n t e  el n ü a e r o  k de 

c o p i a s  de  n. Si D c E, l l a n a r e a o s  D' al c o n j u n t o  de los n o d o s  de

E' que p r o v i e n e n  de n o d o s  de D e n  el p a s o  de E a E ' , y D ' ' al

c o n j u n t o  de los n o d o s  de E*' q u e  p r o v i e n e n  de n o d o s  de  D' e n  el 

pa s o  de E' a E "  .

J.IO.* Teorema,

C o n  las n o t a c i o n e s  a n t e r i o r e s ,  y s i e n d o  NI el no d o  i n i cial 

de <E,S>, las a f i r m a c i o n e s  s i g u i e n t e s  son e q u i v a l e n t e s :

(1) 3 g - c a a i n o  de NI a D e n  <E,S>

(2) 3 g - c a a i n o  de <NI , l >  a D' en < E ' , S‘>

(31 3 g - c a m i n o  de <.Nl,l> a D '‘ en ^ E '‘,S''>.

P r u e b a ;

A n t e s  de la d e n o a t r a c i ó n  p r o p i a m e n t e  dicha, v e a m o s  la 

M l t u a c i ó n  con el e j e m p l o  q u e  v e n i m o n  c o n s i d e r a n d o ,  t o m a n d o  

D « IHS.HHl. (Loa g - c a m i n o s  a p a r e c e n  m a r c a d o s  c o n  •)

KitiurJi J . lU. I

D * ( liS . iU<)

PD
I

Ft

I

i*
I
i

CU

- M
I . '

I
• / ¡

• I
I •• » t

as

np



F i g u r a  3.10.2.
< P D,1>

/

D'* { < B S , 1 > , < B S , 2 > ,  
< B S , 3 > , < B P , 1 > .  
< BP,2>»

A
\

• \
\
•\

< P E , 1 >  < B S , 1 >  < M C , 1 >

/ *
/

A

/ V /• *V
• > « • 

< C U . 1 >  < A F , 1 >  < B S , 3 >  < B P , 1 >

/' ~  \  
r %

/ \
C f

< B A , 1 > < B S .2 >

)
I

I«

F i g u r a  3.10.3 ^ P D , 1 > 

. \

Ü' ' * D ‘

‘P E . 1> PD . 2 >

K
i'

I s

< A F . 2 > <;MC,2 >

< BA . 1 > < B S , 2 > «. H S , 3 > < B P . 1 >



( l ) 4 12 >I S e a  <M,T> un g - c a a i n o  de NI a D en  <E,S>, El a i g o r i t n o :

M* :» 0 

T' ;» 0

P a r a  c a d a  <n, . .n^^)> e T, ae c o n s i d e r a n  lo» Ic-arcos

de S' c o r r e s p o n d i e n t e s  a los m i s n o s  nodos, 

i n d e p e n d i e n t e m e n t e  de la n u m e r a c i ó n .  Si e s t o s  a r c o s  

son:

<<n,i^>, { < n , , i ^ ^ >.....

<<n.i^>, < ^ n , . i , ^ >.....

e n t o n c e »  hacemos:

M' := M' U  { < n ,  i ,> , < n ^ , i^j>, . . ., <nj^, i^,>

.... < n , i ^ > » < n  »i > .....p t tp M « p

T' :=* r  U  .....

p 1 tp ■ Mp

c a l c u l a  que ea c l a r o  q u e  es un g - c a m i n o  ile •^NI,1> a D' en

'E' ,S* >.

I 3 I * I I > i S»*H vM ,1 • un i{-CMmino <!*• « L»' en '.F/.S'). tJ

n 1<or t t « o ;

M : ■ k’

r :» »'

Para c«»ln • • ti, I », I < , i ̂ v  n^ , I J* * 1

M ; » M U  t n, O j ..... I

r :» r U {<n, tn^.... n^J>f

c a l c u l a  iH,T>, -lu# «» c l a r o  que «s un  ^ - c a m i n o  d<» Nt a D e n  ^E,S>.

q u v  # N t M H  u n t o n » «  « o n  c o n j u n t  l u t a i i  ( n o  c o n o  m p f ^ n d  r n  

L I S H » ,  •*« qu** n i  p o r  » . t » m p l o  e l  k - a r c o  ' h ,  < n ^ , . . . , n ^ ) >  > »

• utuvif»**» <»n T. r hü i»»» alt«*rA en  el p « * o  corrr*T>«nd ie»,ie del

)t 14«r l tmo t



i 2) ■» (3)1 S e a  <M',T*> u n  g - c a m i n o  de  a D' e n  <E',S'>. Es

c l a r o  que, s a l v o  d i f e r e n c i a s  e n  los í n d i c e s  (pues el c o n j u n t o  es

d i s t i n t o ) .  A R - A A  (tM',T*>) es u n  g - c a a i n o  de < N I , 1 >  a D "  e n

< E "  , S " > .

(3) ■» (2)1 S e a  ^ M " , T " >  u n  g - c a a i n o  de  < N I , 1 >  a D "  en  < E " , S " > ,  

El a l g oritmo:

M' := M"

T' :* T "

Para c a d a  s i t u a c i ó n  <<n,i>, {<n,i'>)>, < < n , i’>, A> € T "  

h a c e n o s

M' := M' - {<n.i*>}

T ’ := T' U  í<<n,i>, A > )

- { < < n,i>, Í ^ n , i‘>)>, < < n , i‘>, A>}

c a l c u l a  que es, s a l v o  d i f e r e n c i a s  e n  los índices, un

g - c a m i n o  de <NI,1> a D' en <E',S*>. A h o r a ,  el o r d e n  e n  q u e  se 

h a ^ a n  las s u s t i t u c i o n e s  a n t e r i o r e s ,  es i r r e l e v a n t e .  *



CAPITULO III.- PROCEDIMIEKTOS MIN-MAX Y ALFA-BETA.

f,\.~ P R O C E D I M I E N T O  M I N - M A X .  

f.2.- P R O C E D I M I E N T O  A L F A - B E T A .



Í.I.- PROCEDIMIENTO MIN-MAX.

1.1.- Descripción del procediBiento.

1.1.1.- Notas.

Nos v a m o s  a c e n t r a r  en  j u e g o s  < E . R . T | G , P >  i n t e r p r e t a b l e s  

en grafos, c o n  g r a f o  de J u e g o  <N,R'> y s u b c o n j u n t o  F  c N. V a n o s  a 

bu s c a r  e s t r a t e g i a s  p a r a  el J u g a d o r  q u e  c o a i e n s a  la p a r t i d a .  A  e s t e  

J u g a d o r  lo d e n o t a r e n o s  p o r  J u g a d o r  MAX, y e n  g e n e r a l ,  los e s t a d o s  

c o r r e s p o n d i e n t e s  a e s t e  J u g a d o r  (que c o a i e n z a  la p a r t i d a )  v i e n e n  

d a d o s  p o r  el c o n j u n t o  T = ( < n , l > : n C N )  y los 1 l á m a n o s  n o d o s  

ó e s t a d o s  MAX. Los e s t a d o s  del a d v e r s a r i o  los l l a a a r e a o s  n o d o s  ó 

e s t a d o s  MIN.

D a d o  < E , R , T , G , P >  un  J u e g o  i n t e r p r e t a b l e  e n  g r a f o s .  

C o n s i d e r e m o s  el g r a f o  Y/O, < E,S> c o n s t r u i d o  s e g ú n  el t e o r e m a  

XI-2.10. y eJ á r b o l  a l t e r n a d o  a s o c i a d o  (ver d e f i n i c i ó n  I I I - 3 . 7 I ,  

< E“ . S " >  * A R - A A  I G R A - A R B  (<E,S>IÍ.

Si s u p o n e m o s  que el n o d o  inicial p e r t e n e c e  a T, e n t o n c e s ,  

por la c o n s t r u c c i ó n  de <E.S>, A R - A A  no es p r e c i & o  p u e s  ya 

G R A - A R B  <<E,S>) es a l t e r n a d o .  En g e n e r a l ,  e s t o  s e r á  p e r f e c t a m e n t e  

a s u m i b l e  d e b i d o  al h e c h o  de que b u s c a m o s  e s t r a t e g i a s  pf.ra el 

jugador q u e  c o m i e n z a  el jueso, es decir, p a r a  e s t a d o s  de 1 .

El p r o c e d i m i e n t o  N i n - N a x ,  p r e t e n d e  la e l e c c i ó n  de la “me.ior" 

iugada. Extr p r o c e d i m i e n t o  t r a b a j a  c o n  s u b c r a f o s  de <h' .S*’. 

c o n s t r u i d o s  n p a r t i r  de u n  n o d o  inicial s ^ 1 . lo q u e  n o t a r e m o s  

por J I fi)

F i cura 1.1.1

/

E T

1
i '
I \
! \
I \

f

I

/ I , I \

i . i \ i 
t *  . . t «

f T



d e s a r r o l l a d o s  s ó l o  h a s t a  u n a  c i e r t a  c o t a  d e  p r o f u n d i d a d :  lo q u e  a 

su v e z  n o t a r e a o s  J ( s , c o t a ) .  La i n t e r p r e t a c i ó n  de J ( s , c o t a )  e s  la 

del « r a f o  de la J u g a d a  p a r a  u n  n o d o  s € T« h a s t a  u n a  p r o f u n d i d a d  

igual a cota. N ó t e s e  que, de a c u e r d o  c o n  tI - 3 . 3  y 3.7, < E ' ' , S " >  

es u n  á r b o l  que se d e n o a i n a b a  á r b o l  d e l  J u e g o  ó á r b o l  a l t e r n a d o  

del J u e g o  < E , R , T , Q , P > .  J l s , c o t a )  es u n  s u b a r b o l  de < E " . S " >  c u y a  

i n t e r p r e t a c i ó n  es la del árbol de 1* JugMd* p a r a  un n o d o  s € T, 

h a s t a  una p r o f u n d i d a d  igual a cota. En o c a s i o n e s  a J < s , c o t a )  

a i a p l e a e n t e  lo d e n o a i n a r e a o s  á r b o l  de Juego.

A n t e s  de d e s c r i b i r  el p r o c e d i m i e n t o  N i n - M a x ,  v a a o s  a d e f i n i r  

un n u e v o  c o n c e p t o  q u e  es u t i l i z a d o  t a n t o  p o r  é s t e  c o m o  p o r  el 

p r o c e d i m i e n t o  A l f a - B e t a .  Este c o n c e p t o  es el de f u n c i ó n  de 

e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a .

N ó t e s e  tam b i é n ,  q u e  como la p r o f u n d i d a d  del no d o  i n i c i a l  es

0, loa nodos HAX t i e n e n  p r o f u n d i d a d  par m i e n t r a s  que los n o d o s  MIN 

t i e n e n  p r o f u n d i d a d  impar, en el á r b o l  de Juego c o r r e s p o n d i e n t e .  

Esto q u i e r e  de c i r ,  que p o d a m o s  i d e n t i f i c a r  el J u g a d o r  a que 

c o r r e s p o n d e  un d e t e r m i n a d o  n o d o  ó e s t a d o  del J u e g o  p o r  la 

p r o f u n d i d a d  del nodo.

1. l . - Pefiníción,

Sea <E,R,T,G,I*> un Jue<o i n t e r p r e t a b l e  en grafos. Uní»

función do evaluación eatática ea c u a l q u i e t  a p l i c a c i ó n  h: S ------ 1

con i <• l c o n j u n t o  de loa n ú m e r o t  e n t e r o s .

l . 1 J .- >u t a .

U n a  fitnción de e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a  n o s  de b e  dar un v a l o r  de 

ht eattmv«ción del nodo. N o r m a l m e n t e  r a l e  v a k o r  «erá num«<rico, qii** 

para n o a o t r o *  ae r a  M u f i c i e n t e  c o n s i d e r a r  i. En r e a l i d a d  c u a l q u i e r  

c o n j u n t o  n r d e n a d o  a e r v i r t a  p a r a  loa propónitoii d e  e v a l u a c i ó n  jr

c o m p a r a c i ó n  de nodos. La idea q u e  se p e r s i g u e  es simple:

1 > Vn » N h(nl » O si n e* u n a  p o s i c i ó n  “f a v o r a b l e’* a

HAX r tanto m a y o r  r u a n t o  más f a v o r a b l e ,

i 1 ) * N h(n) O al n ea nna p o s i c i ó n  " d e s f a v o r a b l e '

a MA't lo que «a lo m i a a o  f a v o r a b l e  a HIN, y t a n * o  s ^ n o r  c u a n t o  

máa d e s f a v o r a b l e .



liil N o r n a l B e n t e i  s u e l e  e s c r i b i r s e  h(ni = si < n « 0 >  c G

hi n )  s si < n , l >  € p,

a b u s a n d o  un p o c o  del l e n g u a j e  <p u e s  ± «  n o  s o n  e l e n e n t o s  d e  Z).

1.1.4.- Notaa,

El v a l o r  1 p a r a  el i n d i c a d o r  de j u g a d o r  r e p r e s e n t a  al q u e  

h emos d e n o t a d o  c o a o  J u g a d o r  MAX. El v a l o r  O d e n o t a  al j u g a d o r  

HIN. C o b o  ya h e n o s  o b s e r v a d o  ai final d e  la n o t a  1.1.1. e s t e  

i n d i c a d o r  d e  j u g a d o r  p u e d e  s u s t i t u i r s e  p o r  la p r o f u n d i d a d  del

nodo.

Las f u n c i o n e s  d e  e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a ,  s o n  p o r  lo g e n e r a l ,  

f u n c i o n e s  h e u r í s t i c a s ,  c o n s t r u i d a s  en  b a s e  a c o n j e t u r a s  q u e  n o s  

h a c e a o s  s o bre el juego.

1.1.5.- Procedimiento M i n - M B X .

El p r o c e d i B i e n l o  H i n - M a x ,  es un p r o c e d i » i e n t o  q u e  p e r a l t e ,  a 

p a r t i r  de las e v a l u a c i o n e s  e s t á t i c a s  de los n o d o s  d e  ü l t i a o  nivel 

c o n s i d e r a d o  y de los n o d o s  s i n  s u c e s o r e s ,  e v a l u a r  los n o d o s  d e

n i v e l e s  a n t e r i o r e s  h a s t a  l l e g a r  al no d o  inicial. A p a r t i r  de  e s t a  

e v a l u a c i ó n  p r o p a g a d a ,  h a c e a o s  la e l e c c i ó n  d e  la j u g a d a  q u e  c r e e m o s  

aás venta.ioMk.

P a r n  e l e g i r  q u e  tugada r e a l i z a  MAX, d e s a r r o l  1 a m o s  i ari>ol 

de luego h a s t a  un d e t e r m i n a d o  nivel d e  p r o f u n d i d a d  i e s t e  os. 

e s t a b l e c e a o s  u n a  c o t a  al d e s a r r o l l o ) ;  e v a l u a a o s  los n o d o s  df* d i c h o  

nivel M e d i a n t e  la f u n c i ó n  de  e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a  y propa<;amos la 

e v a l u a c i ó n  a n o d o s  a n t e c e s o r e s  h a s t a  l l e g a r  al n o d o  i n icial, t s t a  

pror>sgación de la e v a l u a c i ó n  e s t a t i c a  se r e a l i z a  de la s i g u i e n t e  

foraa:

Para c a d a  n o d o  n del á r bol ae j u e g o  J i s . c o t a l ,  e x c e p t o  s,

»e d e f i n e  su v a l o r  d e  e v a l u a c i ó n  EV por

h(nl si S ’'<n> c ó si p r o f u n d i d a d  d e  n en 

J ( s . c o i a )  es isual a co t a
EV Inl *

láx ( B í n  ( E V  <n) : a » A | : ^n, A> S ' »

en o t r o  caso.



LiA  J u g a d A  q u e  se e a c o g e  ea e n t o n c e s  la c o r r e a p o n d l e n t e  al a u c e s o r  

de  a de a a y o r  v a l o r  de e v a l u a c i ó n .

E a t e  p r o c e d i a i e n t o  d e f i n e  la a i g u i e n t e  e s t r a t e g i a :

Q: T'* » E "  , tal q u e  a s € T "  le a s o c i a  Q ( s )  = a' que

v e r i f i c a  s' € S *‘(a) a  V a "  € S " ( a )  EV(s') i E V ( s " ) .

1.2,- A l g o r i t a o .

A c o n t i n u a c i ó n  d a n o s  el a l g o r i t m o  q u e  i s p l e n e n t a  el 

p r o c e d i a i e n t o  M i n - H a x .  P a r t í a o s  de un  J u e g o  i n t e r p r e t a b l e  en 

g r a f o s  < E « R « T ( Q , P > .  S u p o n d r e m o s  q u e  e s t a ñ o s  e n  u n  d e t e r a i n a d o  

nodo, que se c o n s i d e r a  c o a o  n o d o  inicial y q u e  d e n o t a r e a o s  p o r  NI« 

q u e  e s t a a o s  l i a i t a d o s  p o r  u n a  d e t e r a i n a d a  c o t a  d e  p r o f u n d i d a d  en 

la g e n e r a c i ó n  d e l  á r b o l  d e  la J u g a d a  p a r a  NI, y q u e  c o n t a a o s  c o n  

u n a  f u n c i ó n  d e  e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a  q u e  d e n o t a r e a o a  p o r  h. 

P r e t e n d a m o s  o b t e n e r ,  c o a o  paso previo, el á r b o l  de  J u e g o  

c o r r e s p o n d i e n t e ,  p a r a  d e s p u é s  e v a l u a r l o  y así t e n e r  la e l e c c i ó n  de 

el nod o  s u c e s o r  al n o d o  inicial d a d o  q u e  nos s e a  a á s  f a v o r a b l e .  

N ó t e s e  que e s t a  m e d i d a  de lo f a v o r a b l e  o d e s f a v o r a b l e  q u e  nos 

r e s u l t a  un  detericinado nodo, va a d e p e n d e r  d e  la f u n c i ó n  de 

e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a  que se tenga, es decir, la e f i c i e n c i a  del 

p r o c e d i m i e n t o  H i n - H a x  d e p e n d e  de d i c h a  función. Se  p l a n t e a  aaí una 

d i f i c u l t a d  a d i c i o n a l  p r o p o r c i o n a d a  por el h e c h o  d e  t e n e r  que 

e n c o n t r a r  b u e n a s  f u n c i o n e s  de e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a .

Kn el a l g o r i t m o  d i s t i n g i m o s  tres e t a p a s  f u n d a m e n t a l e s :

- E t a p a  1 . > . Q e n e r a c i ó n  de nodos, a p a r t i r  d e  u n  nodo

inicial.

- E t a p a  2.- E v a l u a c i ó n  de nodos.

- E t a p a  3.» E l e c c i ó n  de s i g u i e n t e  nodo, de  e n t r e  los n o d o s

s u c e s o r e s  del n o d o  inicial.

A primera viaia estas tres etapas son secuencialea, es 

deoir, priaero generaaoa el árbol, deapuáa lo evaluaaos, y por 

Ultimo, elegimos el siguiente nodo que será el nodo aáa favorable 

de entre loa sucesorea del nodo inicial s partir del que haaos 

generado el árbol. Sin eabargo, de cara a la ejecución del 

algoritao, las doa prlaeraa etapas se realltan conjuntaaente 

debido a que la eveluaclrfn de nodos va a tr Ilaaando a la



g e n e r a c i ó n  de nodos. Es d e c i r ,  no v a s o s  a  g e n e r a r  el á r b o l  

c o n p i e t o  y d e s p u é u  lo v a n o s  a e v a l u a r ,  s i n o  q u e  g e n e r a r e a o s  los 

s u c e s o r e s  del n o d o  inicial, e v a l u a r e a o s  e s t o s  s u c e s o r e s  p a r a  lo 

cual n e c e s i t á r e n o s  g e n e r a r  n u e v o s  s u c e s o r e s ,  y así sucesivasiente 

h a s t a  l l e g a r  a la c o t a  de p r o f u n d i d a d  ó h a s t a  l l e g a r  a  n o d o s  q u e  

no t e n g a n  s u c e s o r e s .  P o r  o t r a  p a r t e  la s e g u n d a  e t a p a  d e  e v a l u a c i ó n  

de n o d o s  va a ser r e c u r s i v a ,  s i e n d o  p r e c i s a n e n t e  las c o n d i c i o n e s  

m e n c i o n a d a s  en  las l í n e a s  p r e c e d e n t e s  de  a l c a n z a r  la c o t a  de 

p r o f u n d i d a d  en la g e n e r a c i ó n  del ár b o l  ó d e  a l c a n z a r  n o d o s  s i n  

s u c e s o r e s  las c o n d i c i o n e s  de  p a r a d a  de  la r e c u r s i v i d a d . P a s a n o s  a 

c o n t i n u a c i ó n  a la d e s c r i p c i ó n  del a l g o r i t n o .  E s t a  r e c u r s i v i d a d  la 

o b s e r v a r e m o s  me.ior e n  la s i n t a x i s  de los p r o g r a m a s ,  ya q u e  la 

d e s c r i p c i ó n  que v a m o s  a d a r  del a l g o r i t m o  s e r á  s e c u e n c i a l ,  

p l a s m a n d o  c a d a  u n a  de las etap a s .

En p r i m e r  lugar, v a m o s  a d a r  u n a  d e s c r i p c i ó n  m á s  g e n e r a l ,  

que r e f l e j a  c a d a  u n a  de e s t a s  tres e t a p a s ,  p a r a  l u e g o  d a r  u n a  

d e s c r i p c i ó n  más d e t a l l a d a  d e  c a d a  p a s o  del a l g o r i t m o .  El o r d e n  

e m p l e a d o  p a r a  d e s c r i b i r  las tres e t a p a s  va a s e r  i n v e r s o  al o r d e n  

en que las hemos e n u n c i a d o  antes. E s t o  e s  deb i d o ,  a que p o r  

r a z o n e s  de c o m p r e n s i ó n  de la e s c r i t u r a ,  p r e f e r i m o s  el s i g u i e n t e  

orden: en  p r i m e r  lu g a r  n o s o t r o s  q u e r e m o s  r e a l i z a r  un m o v i m i e n t o  de 

un n o d o  d a d o  a a l g ú n  su c e s o r ,  par a  e l l o  n e c e s i t a m o s  s a b e r  cual es 

fI s u c e s o r  más f a v o r a b l e  ( g e n e r a c i ó n  y e v a l u a c i ó n ) .

F,t «pn 3 . -

D a t o s  d e  e n t r a d a  a l  a l s o r i t m o :

M  s n o d o  i n i c i a l

c o t a  * c o t a  d e  p r o f u n d i d a d

H  s e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a .

E sta e t a p a  d e v u e l v »  el s i s u i e n t e  movimiei:to h reali z a r .  

T o m a r  NI y a s i g n a r  p r o f u n d i d a d  O.

C a l c u l a r  R u c e s o r e s  de  SI.

F v a l u a r  s u c e s o r e s  de NI.

O r d e n a r  l o s  s u c e s o r e s  d e  N I  « r m i n  s u  e v a l u a c i ó n .

F.leíir c o m o  s i g u i e n t e  m o v i m i e n t o  el que n o s  llrva al 

p r i m e r  n o d o  del c o n j u n t o  de  n o d o s  s u c e s o r e s  de NI, 

o r d e n a d o .



E s t a  e t a p a  r e a l i z a  las t a r e a s  d e l  p r o c e d i m i e n t o  Min-Max< 

V a  a r e c o g e r  la p r o p a g a c i ó n  d e  la e v a l u a c i ó n  e n  el árbol. 

T a m b i é n  d e t e r m i n a  la g e n e r a c i ó n  c o m p l e t a  d e l  ár b o l .

E s t a  e t a p a  d e v u e l v e  la e v a l u a c i ó n  de u n  n o d o  (i.e. NI).

T o m a r  u n  n o d o  y su p r o f u n d i d a d .

T o m a r  s u c e s o r e s  del nodo. «

Si p r o f u n d i d a d  a c o t a  ó el n o d o  no t i e n e  s u c e s o r e s •

e n t o n c e s ,  c a l c u l a r  el v a l o r  d e  la e v a l u a c i ó n  

e s t á t i c a  del n o d o  en c u e s t i ó n .

En c a s o  c o n t r a r i o t

Si p r o f u n d i d a d  « par, e n t o n c e s ,  t o m a r  c o m o  e v a l u a c i ó n

del nodo, el v a l o r  m á x i m o  de las e v a l u a c i o n e s  de 

sus s u c e s o r e s .

En c a s o  c o n t r a r i o ,

Se t i e n e  que p r o f u n d i d a d  » impar, e n t o n c e s ,  t o m a r  

c o m o  e v a l u a c i ó n  del nodo, el v a l o r  m í n i m o  de  las 

e v a l u a c i o n e s  de sus s u c e s o r e s .

Etapa 1 . ■*

Esta e t a p a ,  asi c o m o  la f u n c i ó n  de e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a ,  

es p a r t i c u l a r  de c a d a  Juefo. D e b i d o  a q u e  d e s a r r o l l a m o s  

h a s t a  u n a  d e t e r m i n a d a  c o t a  de p r o f u n d i d a d ,  y t a m b i é n  al 

K e c K o  d e  que h e m o s  de d i f e r e n c i a r  a los d o s  J u g a d o r e s  en 

la e t a p a  2 , h e m o s  de ir a r r a s t r s n d o  la p r o f u n d i d a d  de 

c a d a  nodo. E s t a  e t a p a  d e v u e l v e  los s u c e s o r e s  d e  un nodo.

T o m a r  n o d o

C a l c u l a r  s u c e s o r e s  del n o d o  y la p r o f u n d i d a d  de 

d i c h o s  s u c e s o r e s .

por los s i g u i e n t e s  o r g a n i g r a m a s :

in-T



E t a p a  2.-

C a l c u l a r  s u c e s o r e s  d e  n o d o  <e t a p a  11

no

r
4

----------
í' V 

^  V  
P. I V

✓

__ I____
K 1

i

C a l c u l a r  ia e v a ­
l u a c i ó n  e s t á t i c a  
del no d o

T o n a r  el Hín. de 
de BUS suceBores

P.I « P r o l u n d í d a d  * c o l a  ó n o d o  no t i e n e  s u c e a o r e n  

P .2 « p r o f u n d i d a d  e iaipar

T o n a r  un  n o d o  y «u p r o f u n d i d a d

i

C a l c u l a r  lo* R u c e n o r c »  del n o d o  y «u« 
pr o f  und i d a d e s

"I



A  c o n t i n u a c i ó n !  p a a a m o H  a d e s c r i b i r  el a l g o r i c m o i  de f o r m a  

d e t a l l a d a .

H1N>MAX (<O.NI>)

A B  :a {< 0 , N I > }

C E  :» 0 

C A M I N O  :« 0 

NE :s 0

C I C L O - Q E N E R A C I O N .

¡ver n o t a  1 p o s t e r i o r

C l C L O - Q E N E R A C l O N  ( I

SI A B  a 0  E N T O N C E S  C I C L O - E V A L U A C I Ü N  

C A S O  C O N T R A R I O ;

pn ;» un e l e a e n t o  c u a l q u i e r a  de  A B  ;id. n o t a  2

AB  :a A B  - lpn>

C E  CE U ipn)

SI prof * c o t a  E N T O N C E S  C l C L O - ü E N E H A C I O N  lid, n o t a  J 

C A S O  C O N T R A R I O :  ;id. n o t a  4

«uc s  :> s u c e s o r e s  de pn m e d i a n t e  S ‘‘

Para c a d a  t l ♦ p r o f ,n o d ' > ^ s u c s  ;

\B j a AB U  i ». l ♦p r o f  , n o d’> l 

C A M I N O  ;« CAíilNO U U p n ,  • I ♦ p r o f  , no 1’> > ) 

t'lCLO’O E N E R A C I O N .

O H  l.O-KVALUACION \ >

O r d e n a r  los e l e a p n t o s  de Ck »ei<uii p r o t u n U i d a d  ;id. D o t n  5 

t'ara c a U a  pn *■ CK :

SI pro f  « c o t a  « -»3\pn,pn* * C A M I N O

E N T O N C E S  feMpn» :« h(pni

NK ; • NK U  « |*n * .pn » )

C A S O  C U N T R A H l O í  

31 p r o f  • par

K N r o W C K »  KV«pn> í« mái ( F A l p n’j . < r n . p n’>) 

NK !• Nft U < * F V t p n l * p n > »

C A S O  COÍUTRAHIO

tVipnt :» « i n  { t pn I . <pn,i>n‘») 

NK  :« MI U  << K V | p n l , p r > > 

fílecir itod lal qM»í < <ü*Nl >, < I ♦»'»cd » » * CAMIÍ#«» ^
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1.2.1 Notas,•

N o t a  1.- Los d a t o s  de  e n t r a d a  ai a l g o r i t n o  son NI, C O T A ,  h. 

C o n s i d e r a r e m o s  < p r o f u n d i d a d , n o d o >  en  los e l e a e n t o s  de los

c o n j u n t o s  A B  y CE. E s t o s  e l e a e n t o s  se l l a m a r á n  p n o d o s .  La

p r o f u n d i d a d  de NI es cero.

A B  r e p r e s e n t a  el c o n j u n t o  de p n o d o s  q u e  no han s i d o

e x p a n d i d o s ,  C E  r e p r e s e n t a  el c o n j u n t o  de p n o d o s  e x p a n d i d o s ,  C A M I N O

r e p r e s e n t a  el c o n j u n t o  d e  a r c o s  del árbol g e n e r a d o ,  y K E

r e p r e s e n t a  el c o n j u n t o  d e  p n o d o s  e v a l u a d o s .  A h o r a  ai h a b l a r  de

ar c o s  p u e d e  p a r e c e r  q u e  e n t r a a o s  en  i n c o n s i s t e n c i a  c o n  lo q u e

hemos d e f i n i d o  c o b o  árbol de jueito o árbol a l t e r n a d o  ( d e f i n i c i o n e s  

I 1- 3.3 y 3.7 1, ya que allí h a b l á b a n o s  de n i v e l e s  a l t e r n a d o b  d e

Icáreos y de k-arcos. fcsto no  es así pues, a h o r a  s ó l o  v a s o s  a

t r a t a r  c o n  1- a r c o s  de un n o d o  a c ada u n o  d e  sus s u c e s o r e s ,  ya que, 

el c a r á c t e r  de l - arco ó de  k - a r c o  se va a r e f l e j a r  s e g ú n  e s t e m o s

en un nivel ■ axiaizante ó en  un  nivel n i n i n i z a n t e .  P o r  o t r a  p a r t e

el p r o b l e m a  que p u e d e  r e p r e s e n t a r  el t e n e r  q u e  p a s a r  de k - a r c o s  a 

1- a r c o s  q u e d a  r e f l e j a d o  e n  la f u n c i ó n  q u e  c a l c u l a  los Euresorc's de  

un n o d o  dado, y e s t a  f u n c i ó n  c o m o  h e m o s  d i c h o  d e p e n d e  de c a d a

Juei(o. C o n  e s t a s  c o n s i d e r a c i o n e s  que h e m o s  e x p r e s a d o ,  p o d e m o s  

s u p o n e r  que n u e s t r o  a l g o r i t m o  trata c o n  l - a r c o s  « o l a m o n t e .  N ó t e s e  

t a m b i é n  que la f u n c i ó n  q u e  cal r u l a  los s u c e s o r e s  de un n o d o  d«»lo 

<iet>e t a m b i é n  ralciilnr su p r »  1 u n d  i dad .

N o t a  2 . -  T o m a m o s  e l  i>rim»*r e l e m e n t o  d e  A B  p o r  l ' a c i l l d a < t  *lr 

p r o « r a m A C  i ó n . I.a o r d e n a t  i o n  d e  A H  esi l o  d e  m e n o s ,  i n i e s  h e m o s  d e  

d e x a r r o l l a r  e l  á r b o l  c o m o i e t o  h a s t a  u n a  p r o f u n d i d a d  i n u a i  a  ( ' O I A .

N o t a  3.- P r o f i n )  r e p r e s e n t a  una f u n c i ó n  q u e  nos tl« j h 

p r o f u n d i d a d  ile un pnodo, es d e c i r ,  su p n m o i  c o m p o n e n t e .

No t a  -4.- S U C E S O H K S O i l  s e r a  una f u n c i ó n  p a r t i c u l a r  de  c a d a  

.tueco. La v a r i a b l e  suca r e c o c e  el c o n j u n t o  de s u c e s o r e s  de un n o d o  

dado. C o n  la n o t a c i ó n  de con.iuntos q u e  v e n i m o s  empleaivdo se t i e n e ,  

SI.'f'ESORESí n I ' (m ► E* ' : nS''m|. R e c u e r d e s e  q u e  el a l g o r i t m o  h a c e  

que loa n o d o s  se consirtei-en J u n t o  c o n  su p r o f u n d i d a d ,  lo '-uai no 

r e p r e s e n t a  mas d i f i c u l t a d  q o e  a q a p t a r  el i n d i c a d o r  dr Jucadoi en 

el Arbol de jueco J í s . c o t a ) ,  r u b c r a f o  de  pnJemf>K

c o n s i d e r a r  que e n  v e e  de los V K l c r " s  O y J, e s t e  i n d i c a d o r  tom a  

^alores e n t e r o *  p o s i t i v o s  v q u ^  se g ú n  la p a n d a d  de e s t e  n ú m e r o  

« a b e m o s  a que lugador p e r t e n e c e  el nodo. Er. d e cir, en  ver. de t e n e r

1 n  - li»



E * N » { 0 , M *  t e n e m o s  E * N«W, e n  v e e  de T » (<niO> : n ^ N)i

teneaoa T * (<n , k >  ; n e n  a  (k e N  : k p«rl), d o n d e  <N,R'> y 

F « N v i e n e n  d a d o s  por s e r  < E , R , T , 0 , P >  un J u e g o  i n t e r p r e t a b l e  e n  

«rafos. C o m o  se p o d r á  c o a p r o b a r  s á s  a d e l a n t e ,  e s t e  h e c h o  no 

p r e s e n t a  a a y o r e s  p r o b l e m a s  de p r o g r a m a c i ó n .

N o t a  5.- La o r d e n a c i ó n  de C E  es d e b i d a  a r a z o n e s  de 

o p e r a t i v i d a d  del a l g o r i t m o .

1.3.- P r o g r a m a .

Damos a h o r a  la a i n t a x i s  en  lenguaje Lisp, de u n  p r o g r a m a  que 

I m p i e m e n t a  el p r o c e d i m i e n t o  M i n * H a x .  N ó t e s e  q u e  e s t e  m ó d u l o  de 

p r o g r a m a c i ó n  es i n c o m p l e t o ,  p u e s  le falta la p r o g r a m a c i ó n  de los 

a s p e c t o s  p a r t i c u l a r e s  r e l a t i v o s  al J u e g o  en c u e s t i ó n .

¡ P r o g r a m a c i ó n  del P r o c e d i m i e n t o  Min-Nax.

«

(de JL'UADA I nod )

( cadr ( c a d a r  («orí 'ORDEN
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:D o c u n e n t a c i ó n :

¡ F u n c i o n e s  V a r i a b l e s  L o c a l e s  V a r i a b l e s  G l o b a l e s

;J U G A D A  nod, x c o t a

;EV pnodo, p, s u c s

;PMAX l i s t a

jPMIN li s t a

;O R D E N  a, b

;P R O F  pn o d o

1 .3 . 1 . -  Notas.

Como ya h e m o s  a n t i c i p a d o ,  el p r o g r a m a  a n t e r i o r  no es 

c o m p l e t o .  De m o m e n t o  p a r a  n o s o t r o s ,  S U C E S  s i a n i f i c a r á  la f u n c i ó n  

q u e  c a l c u l a  ios s u c e s o r e s  de un  p n o d o  d a d o ,  p a r a  un .luego dado. De 

forma a n á l o g a ,  H s e r á  la f u n c i ó n  d e  e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a  u s a d a  

p a r a  e v a l u a r  p n o d o s  c o n  p r o f u n d i d a d  q u e  a l c a n c e  la c o t a ,  ó p a r a  

p n o d o B  sin s u c e s o r e s .  R e c u é r d e s e  que se t r a b a j a b a  c o n  e l e m e n t o s ,  

pro fundí d a d , n o d o > ,  en  vez de con n o d o s .  Est a  n u e v a  e n t i d a d  

f o r m a d a  por la p r o f u n d i d a d  y el nodo, es  lo q u e  en  el p r o g r a m a  

se llama pnodo.

R e s p e c t o  h las v a r i a b l e s  q u e  a p a r e c e n  en el p r o g r a n a ,  

<1i re m o s  que r e p r e s e n t a n  las d i s t i n t a s  e n t i d a d e s  c o n  las q u e  

t r a h a i a  rl protfrdina; p o r  o t r a  parte, e s t a s  e n t l d a d e »  t.oii t a m b i é n  

1«K qu«* miine.iA el a l g o r i t m o  d a d o  a n t e  r lorBioin «* eii 1.2. í)t‘ forma 

f'Npliciirt, est Hh r n t i d a d e s  son el nodo, ol piiooc } un n ú m e r o  

entero, las v a r i a b l e s  del progranta t o m a n  coino valor una de* las 

«•ritidadoR a n t e n o r e »  ó listas c o n  agrii|»ac iones d»* i Ht> o n t i d a d e h  

anleriore««. P a K a m o s  a c o n t i n u a c i ó n  a r o m o n t a i  HOfnoramr*r»t»? las 

fitncionefi intesrantec. del programa.

I .3.2.- Jl'OADA.

Te m a  c o m o  a r g u m e n t o  un n o d o  d e l  j u e « o  tí, q u e  hac e  el

papel de n o d o  raí* ó n-'>do inicial, y d e v u e l v e  el e u c e s o r  »'on t a y o r  

e v a l u a c i ó n .  P a r a  ello, t r a n s f o r m a  e] n o d o  raiz en p n o d o  rair.. 

c a l c u l a  nuil s u c e s o r e s ,  los e v a l ú a ,  los o r d e n a  noffun la e v a i u a c i ó n ,  

y e l i g e  de m a y o r  e*'»I uac l ó n .

1 . 3 . 3 .“ EV. PMAX, PtlIK.

líV r e a l i z a  la e v a l u a c i ó n  de los nodos. Par a  n o d o s  < o n  la

n i -  la



c o t a  de p r o f u n d i d a d  a l c a n z a d a  ó s i n  sucttaores, lea a p l i c a  la 

f u n c i ó n  H. P a r a  el r e s t o  de  n o dos, r e a l i z a  la p r o p a g a c i ó n  de  las 

e v a l u a c i o n e s  s e g ú n  p r o p o n e  el p r o c e d i a i e n t o  M i n - M a x .  Pa. a r e a l i z a r  

e s t a  p r o p a g a c i ó n  se a y u d a  de las f u n c i o n e s  a u x i l i a r e s  P H A X  y FHIN» 

que d e v u e l v e n  el náxiaio y a í n i n o  r e s p e c t i v a a e n t e . de la l i s t a  q u e  

se o b t i e n e  de a p l i c a r  EV a c a d a  e l e n e n t o  de u n a  l i s t a  de p n o d o s .

l O R DEN. PROF.

La p r i m e r a  de ellas, se u t i l i z a  p a r a  o r d e n a r  u n a  l i s t a  de 

p n o d o s  s e g ú n  la e v a l u a c i ó n .  La seicunda nos da  la p r o f u n d i d a d  de  un 

pn o d o  dado.

P a a a a o s  en el s i g u i e n t e  piiiiLo a a p l i c a r  el p r o c e d i a i e n t o  

H i n ' H a x  a un j u e K o  c o n c r e t o .  D e s d e  el p u n t o  de  v i s t a  de  la 

p r o g r a a a c i ó n  e sto « u p u n e  la c o d i f i c a c i ó n  de las f u n c i o n e s  S U C E S  v

H, su el p r o g r a a a  a n t e r i o r .  Ant«*¡» ile r e a l i z a r  e s t a  tarea, d a r e m o s  

la d e s c r i p c i ó n  del J u e g o  e l e g i d o  p ata la a p l i c a c i ó n .

) .-I. > D e s c r i p c i ó n  del Juego.

Int rotiucc ion.

I>«» todoM eií conocido r I drl "tres en ruya" Ítrincíirro

a t Ic-t ai'-'to^ >. Kste nj(*4u no .tdapta auv bien a rkuctíT r'o^

ohintivcm, «ri prl«r*r luiittt . «* 1 árbol «ir «u desarrollo

IwiHtantr pequofNn (cmindo el dr e«te proc edimiento «'» pnra

arbolen tfrnntleMi, v «>n KeKuiKlu luK^r, no se i t ais propl Am«*nt e de 

un prublema «le t nte 1 t gt*nc I a /artificial. Fn efecto, una de la« 

c«rac t i»r»'i t ICA<* r>Hpeciflca< *«>«!«• csapu es la nusenriA dr

í» i 4or M  «ifjH que violiicionen el prcit>lrmn de formn det ermin 1 st a : pues

birn, en el caso del tre* en ra' « el Juego  esta s t s o  I ut am<*nt e

• leterminadu d e sd e  el c u a i e n a a  ilr I ml«SK>, Rxisten dos  verdi o n e s  

rumiament  a 1 en d »  e n t e  l uegu ,  « ' on <5 i i in  d e s  l i ffaml ent  o .

Rl m o t i v o  de h a b e r  habisdtt del c o n o c i d o  tres en rsTs. en que 

la<« reg|j<w |*ars c u l o r a r  v MH^ver las p l e c a s  son e \ a c i n m e n t e  

i4uale<4 , a la* del tuega al '|Ue *e va a a p l i c a r  el p r o r e d  tm i ent o 

Mln-'^ax. fuego, q u e  tMaloiiía al tre» e n  r a y a  «a»<)ii a

llamar rre>« en R a y a  U e n e r a  M  c o n  P#s k i t a a i e n t o  (TiKíPI, «e

iuega v‘‘>n trea p l a t a *  p « r  Jugado»», y ta d t f e i f n c l a  cor» ei tres en  

raya “c o n v e n c i o n a l  “ ea t á  en el t a b l e r o »  E s t o  éaiilica, co«»o es



natural, d i f e r e n c i a s  e n  c u a n t o  a las p o s i c i o n e s  g a n a d o r a s  y 

p e r d e d o r a s  e n t r e  a s b o s  J u e g o s .  H e a o s  o p t a d o  p o r  e s t e  J u ego, e n  

p r i a e r  l u g a r  p o r  la s i a p l i c i d a d  de cu d e s c r i p c i ó n ,  y e n  s e g u n d o  

p o r q u e  s u b s a n a  la p e g a  q u e  t e n i a  t r e s  e n  raya, al n o  h a b e r ,  al 

Be ñ o s  que c o n o z c a m o s ,  u n a  e s t r a t e g i a  detersiinista q u e  g a n e  el 

Juego. P o r  o t r a  parte, el á r b o l  del J u e g o  c o r r e s p o n d i e n t e  t a a b i é n  

es c o n s i d e r a b l e a e n t e  a á s  g r a n d e  (con a á s  e s t a d o s  y c o n  B á s  

■oviaientosl que el del tre s  en ray a  c o n v e n c i o n a l .

La e l e c c i ó n  de  e s t e  J u e g o  t a a b i é n  e s t a  a c t i v a d a .  a d e a á s  de 

su no t r i v i a l i d a d ,  p o r  el h e c h o  de  que, si b i e n  la g a n a  d e  J u e g o s  

p o s i b l e s  es aap l i a ,  no o c u r r e  lo a i s a o  c o n  las f u n c i o n e s  de 

e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a  d i s p o n i b l e s  par a  d i c h a  g a a a  de  J u e g o s .

No o b s t a n t e ,  no nos p r e o c u p a  a u c h o  la e l e c c i ó n  del juego, ni 

incl u s o  la de u n a  b u e n a  f u n c i ó n  de e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a ,  ya q u e  el 

o b j e t i v o  de! J u e g o  es c o n s t a t a r  que los p r o c r a a a s  f u n c i o n a n ,  

s i e n d o  n u e s t r o  i n t e r é s  la a p l i c a c i ó n  de e s t o s  p r o c e d i a i e n t o s  a la 

d e d u c i ó n  a u t o a á t i c a .  En o t r a s  p a l a b r a s ,  el o b j e t i v o  de n u e s t r a  

n e a o r i a  es el de a p l i c a r  los p r o c e d i a i e n t o s  H i n - N a x  y A l f a - B e t a  a 

la d e d u c c i ó n  a u t o a á t i c a  y no el de p r o g r a a a r  J u e g o s  ó b u s c a r  

b u e n a s  f u n c i o n e s  de e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a  p a r a  J u e g o s .  S i n  a á e , 

p a s a a o K  a d e s c r i b i r  el J u e g o  dr?l T r e s  en R a y a  G e n e r a l i z a d o  c o n  

[>esl izaaiento.

1 . 4 . 2 .- Tres en H/t\m i zmdo con í>esi i^üinjenro.

E l  J u e t f o  l o  J u e g a n  d o b  j u K M d o r e s ,  c a d a  u n o  d p  e l l o s  c o n  I r o ^  

f i c h a s  i s u a l e s ,  p e r o  d i f e r e n t e s  d e  l a s  d e l  a d v e  r « a r  i n . <-on e l  

ü i c u i e n t e  t a b l e r o :
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d o n d e  h e a o s  n u s e r a d o  c a d a  una d e  Xas p o s i c i o n e s  del cablero, s e g ü n  

se nuestra.

Se j u e g a  a l t e r n a c i v a a e n t e . C a d a  J u g a d a  c o n s i s t e  e n  c o l o c a r  

un a  f i c h a  p r o p i a  e n  u n a  p o s i c i ó n  l i b r e  del t a b l e r o  (si es que no 

se h a n  c o l o c a d o  las tres)« ó d e s l i z a r  u n a  f i c h a  p r o p i a  d e s d e  su  | 

p o s i c i ó n  a u n a  p o s i c i ó n  c o n t i g u a  y l i b r e  del tablero.

G a n a  el j u e g o  el j u g a d o r  q u e  c o l o q u e  p r i a e r o  sus t r e s  

fichas en a l g u n a  de las o c h o  " l i n e a s "  c o n  tres p o s i c i o n e s  q u e  

c o n t i e n e  el tablero. E s t a s  " l í n e a s " ,  las v a m o s  a r e p r e s e n t a r  p o r  

u n a  t e rna que c o n t e n g a  las 3 p o s i c i o n e s  q u e  las d e f i n e n .  Asi. 

te n dreaos, que el c o n j u n t o  de l i n e a s  « (<1,2,3>, ^ 3 , 4 , 5 >  < 5 , 6 , 7 > ,  

<l,7,8>, U Ü , l l , l 2 > ,  U 2 . 1 3 . 1 4 > ,  < 1 4 , 1 5 , 1 6 > ,  <9,10 , 1 6 > » .

El e s t a d o  ó n o d o  inicial del j u e g o  es el t a b l e r o  vacio. L o s  

n o d o s  se r e p r e s e n t a r á n  por d o s  t e r n a s ,  q u e  i n d i c a n  las p o s i c i o n e s  

de t a b l e r o  o c u p a d a s  p o r  a a b o s  j u g a d o r e s .  Asi, el no d o  inicial e s  

<<> <>>. Para p o n e r  una ficha, la c o l o c a m o s  en c u a l q u i e r  p o s i c i ó n  

libre del tablero.

Ki n a l a e n t e ,  por n e c e s i d a d e s  i a p u e s t a s  por el p r o c e d i m i e n t o  

c o n a t d e r a m u »  en v *2 de los n o d o s  d e s c r i t o s  tres p á r r a f o s  

anten, tos pnodos, que e s t á n  c o m p u e s t o s  por un n o d o  y su 

p r o f u n d i d a d ,  en el orden: p nodo * «.profundidad, nodo>, c o m o  h e m o s  

<1 icho.

En p r i n c i p i o ,  el juego s e r i a  la 5 > t u p l a  s i c u i e n t e ,

V R , K ,T ,U , P dond«» J

E ■ (^<nj,n^>,i> 5 ■ <p . q * r > ,  l * p.q.r » 16, t o d o s

d i s t i n t o s ,  c o n  a l g u n o s  p , q , r  i g u ale» a b l a n c o s  ó t o d o s

b l a n c o s  p a r a  el n o d o  i n icial, i • ú,l s e g ú n  juege N a x

ó H i n ) .

M e s t á  d e f i n i d a  de la s i g u i e n t e  forma, sean n,m * E, c o n  

n » , q * , r * > > , i >  y

m * < < » t«y > , < s \ i *  ,u‘> > , J >, e n t o n c e s ,

n R m  ** l < J

^ I I A <p‘,q\r*> • «s‘,i',u*»|

* I «p‘,q* »r‘»Hjj<s',t‘♦«* > A <p*q»r> • is,t,u>) 1



con Rq , <p,q, r>M<s,t,u>

<8 ,t,u> € P O N E ( < p , q , r > > ó < s , t . u >  € D E S L I Z A ! < p , q , r > l .

El d e f i n i r  e s t á  r e l a c i ó n  c o n  n o t a c i ó n  d e  c o n j u n t o s ,  h a c e  q u e  

la d e f i n i c i ó n  sea e n g o r r o s a .  P o r  e s o  se h a n  u t i l i z a d o  l a s  

f u n c i o n e s  P O N E  y D E S LIZA, q u e  s e r á n  más t a r d e  d e f i n i d a s  e n  el 

progr a m a .  La p r i a e r a  se ú t i l  isa p a r a  la  p r i a e r a  p a r t e  del Juego, y 

C O B O  su n o a b r e  indica, se u t i l i z a  p a r a  c a l c u l a r  s u c e s o r e s  que se 

o b t i e n e n  p o n i e n d o  fich a s  e n  el t a b l e r o .  La s e g u n d a ,  c a l c u l a r  los 

s u c e s o r e s  q u e  se o b t i e n e n  d e s l i z a n d o  f i c h a s  e n  el t a b l e r o .

T = { <^<n^ ,n2 > .0> € E)

ú = : n^« c o n j u n t o  de  lineas}

P * {<<n^,n 2 >.0 > : n^€ c o n j u n t o  d e  lineasi

El c o n j u n t o  de l i n e a s  se d e f i n i ó  e x p l i c i t a a e n t e  al c o a i e n z o  

de  e s t e  punto. Una li n e a  es  u n a  t e r n a  de  p o s i c i o n e s  e n  un « í s m o  

segsiento de los o c h o  de q u e  se c o M p o n e  el t a b l e r o .  í>i una l i n e a  

e s t á  o c u p a d a  por fichas del b í s b o  j u g a d o r ,  se d i c e  e n t o n c e s  q u e  la 

linea es g a n a d o r a  p a r a  el j u g a d o r  d u e ñ o  de las fichas.

H e a o s  n e n c i o n a d o  a n t e s  q u e  el c a r á c t e r  b l a n c o  ( a u s e n c i a  de  

c a r á c t e r i  es t a a b i é n  u t i l i z a d o  e n  las t e r n a s  q u e  d e f i n e n  los 

e s t a d o s  del jue^o, p a r a  s i g n i f i c a r  q u e  t o d a v í a  no h e n o s  c o l o c a d o  

to d a s  n u e s t r a s  fichas.

V e a a o s  pues, q u e  é s t e  j u e g o  es  i n t e r p r e t a b l e  en  grafos. P a r a

e l l o  he a o s  de e n c o n t r a r  el g r a f o  del j u e g o  y el s u b c o n j u n t o

F í N, que s a t i s f a g a n  la d e f i n i c i ó n  de j u e g o  i n t e r p r e t a b l e  e n

g r a f o s  d a d a  e n  1- 2 .ZS.

En e f e c t o ,  c o n s i d é r e n o s  los s i g u i e n t e e  c o n j u n t o s  y la

s i g u i e n t e  r e l a c i ó n  b i n aria,

N « (<n^,nj> : n^ « <^p,q,r>, n^ » <-p',q',r'>, 1 ‘ p . q . r  í 16,

1 < p',q',r' 16 todos distintos, con algunos p,q,r

Iguales a blancos ó todos blancos para el nodo inicial).

R' e s t á  d e f i n i d a  c o s o  s i gue: S e a n  n , M  N, d e c i m o s  que 

nR'a < n , 0 > R < « , I >  ó «.n, 1 > R < « , 0 > .

F * Í<n^,n^> < N : con n^ ó n^  ̂ conjunto de lineas).



T r i v i a i a e n t e . se p u e d e  c o s p r o b a r  que el g r a f o  <.N.R'> y el 

s u b c o n j u n t o  F c N, v e r i f i c a n  la d e f i n i c i ó n  de J u e g o  i n t e r p r e t a b l e  

en g r a f o a  p a r a  el J u e g o  inicial < E » R t T « G » P > .

No  o b s t a n t e ,  de  c a r a  ai p r o g r a n a  que d a r e a o a  en  el s i g u i e n t e  

a p a r t a d o ,  no v a n o s  a u t i l i z a r  e s t a  r e p r e s e n t a c i ó n .  Oe h e c h o  y a  lo 

he n o s  d i c h o  c u a n d o  e s b o z a n o a  la r e p r e s e n t a c i ó n  del j u e g o  al 

c o a i e n z o  de e s t a  d e s c r i p c i ó n .  E s t a  a n o n a l i a  se J u s t i f i c a  p o r  lo 

si g uiente. N o s o t r o s  p a r a  d i s t i n g u i r  a qué J u g a d o r  p e r t e n e c e  un 

n o d o  no v a n o s  a u t i l i z a r  el v a l o r  O ó 1 e n  la v a r i a b l e  q u e  a tal 

e f e c t o  f i g u r a  en  la r e p r e s e n t a c i ó n  del nodo, s i n o  q u e  v a n o s  a 

u t i l i z a r  p a r a  d i c h o  fin. el c a r á c t e r  par ó inpar de los n ú n e r o s  

e n t e r o s  p o s i t i v o s .

Es d e cir, ae t r a t a r á  c o n  un  J u e g o  I s o n o r f o  al inicial 

< E , R , T , Q . P > ,  c o n

K, a ( <<nj , ^P.q,r>, l * p, q , r  < Ití,

todos d i a t i n t o M  c o n  a l g u n o s  p.q.r, igua l e h  a b l a n c o s  o

todos b l a n c o s  p a r a  el n odo inicial, J ^ p.i r*. ti « J a n d o  

c a r a c t e r  par o inpar de la p r o f u n d i d a d  del n o d u )

Ea trivial, nue f: E ■ ■ ' d e f i n i d a  por: d a d o  n E,

«»'^,n^,p> si n « ^ n ^ , n ^ , 0 >
' ( II» •

« n , . n ^ , i > ai n » « , n^,1>

• « un » nowcir f l «*iit r«* jueiíom.

\d«»na*(, é » t a  la r«Fpr#ai*ntac tón ilrlititlivA drl

.hie«(o uu«* ut n  «JEítmo** i*n «• l prtigrana. Hor e x i t e n c i a a  *!«• 

f»»Ja fiodo deb«> d«f ir íí r r.ist r a n d o  au p r o f u n d i d a d ,  d«* «hi >|uc c a d n  

nodo lo d a r e n o a  Ju n t o  c o n  au p r o f u n d i d a d ,  en vea «Ir t-xpi p'^ando 

•«a l ami>nt«* e> I c a r á c t e r  p««r ó tapar <le eata.

C o n  e a t a a  rv>itM td«rar lonoa, J u a t l f i c a n o a  la r e p r e s e n t a c i ó n  

pa r a  n o d o s  da<la al princ(|'io.

» obr « «  a a t a  lue i iu,  d*» v a r a  a ta  a p l i c a c i ó n  d r i  p r o c r d i n i e n l o  

««>* f a l t a  d a r  l a  f u n c i ó n  de  e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a  q«*r 

ut  i I t iar^MKia t ro(»iar#%a»'a hí  N - * t »  d e f i n i d a  d»* i a « l a i t i r i i i e

fc i rnat  aea n • r» » »<|>’ » q ‘ i r ' » »  5 d e f l n i ñ o s  ht*i> 'romm

e l  ntlmero de  l i n e a n  a b i e r i a a  p a r a  l a  t e r n a  atrnoa e i

n d n ero  d e  t i n e a a  a ^ i e r l a ^  p « r «  f  i ^ r r e s e n t a  e l

c o n j u n t o  d# l « «  n u n e ro s  e n t e r n s .



A p a r e c e  un  n u e v o  c o n c e p t o ,  ei d e  " l i n e a  a b i e r t a " .  q u e  

p a s a a o s  a n a t i z a r .  En e s t e  a i s B o  a p a r t a d o *  h e n o s  e x p l i c a d o  el 

c o n c e p t o  de  l i n e a  y de  l i n e a  g a n a d o r a  c u a n d o  se d i o  el t a b l e r o  del 

Juego. U n a  l í n e a  e s t á  a b i e r t a  p a r a  u n  J u g a d o r ,  si s ó l o  c o n t i e n e  

b l a n c o s  ( p o s i c i o n e s  l i b r e s )  ó f i c h a s  d e  d i c h o  J u g a d o r .  N ó t e s e  q u e  

e s t a  f u n c i ó n  e s t á  d e n t r o  de las c o n d i c i o n e s  d a d a s  e n  la d e f i n i c i ó n  

de f u n c i ó n  de  e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a  de 1 . 1 . 2  y p r e c i s a d a  e n  1.1.3.

N ó t e s e  q u e  p a r a  c a d a  n o d o  n = < < P . q ,  r > , <p* ,q* , r ' >>, la

r e l a c i ó n  q u e  e x i s t e  e n t r e  el v a l o r  de  la  e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a ,  

se g ú n  fo r a e  p a r t e  de un p n o d o  H A X  ó u n  p n o d o  HIN. es  la s i g u i e n t e :

S e a  a^ = <p , n >  un  n o d o  HAX, a^ = < q » n >  un n o d o  HIN. se

tiene, h(a^l = -híaj,) Vn c N, c o n  c o r r e s p o n d i e n t e  a la

d e f i n i c i ó n  de  J u e g o  i n t e r p r e t a b l e  en  g r a f o s .  N ó t e s e  q u e  é s t o  es 

d e b i d o  a q u e  e n  r e a l i d a d  a^ y a^ son ei a i s a o  nodo, p e r o  e n  el

p r i a e r  c a s o  el n o d o  es H A X  y en el s e c u n d o  c a s o  es HIN.

1.5.- A p l i c a c i ó n  del p r o c e d i a i e n t o  H i n - H a x  al J u e g o  d e l  T r e s  e n  

R a y a  G e n e r a l i c a d o  c o n  D e s l i s a a i e n t o .

Rrloaaaos a h o r a  la s i n t a x i s  del profíraina Lis|>. que

I api e m e n t a b a  el p r o c e d i a i e n t o  M i n - H « \ .  d a d o  p n  el a p a r t a d o

1.3. Sos p l a n t e A M U H  P K c r i b i r  las f u n c i o n e s  qtif* i r o p l e a p i i t a n  e l

J u e g o  y In f u n c i ó n  de e v a l u a c i ó n  rst.at ü  a  q u p  uBat>a.

I . 5 . 1 . -  S o t A S .

A n t e a  de e a c r i b i r  e s t o *  p r o g r a a a K ,  r e c o r d a m o h  t a m b i é n  laH

n o t a s  1.2.1 > l.J.l. D é b a a o s  allí las e n t i d a d e s  c o n  las que iba a 

t r a b a j a r  en  p r o g r a a a .  Ai t e n e r  a h o r a  d e f i n i d o  ei J u e g o  ai qur 

v a a o s  a a p l i c a r  el p r o c e d i a i e n t o  H i n - H a x ,  p o d e a o e  d a r  e s t a s

e n t i d a d e s  e n  a i n t a x i s  Lisp. Asi. se tiene,

n o d o  * (Ip Q rl ( p’q'r')l

p n o d o  « ( p r o f u n d i d a d  ( <p q rl i p ' q ' r ' M *

riiaero e n t e r o  * r e p r e s e n t a  en A l g u n o s  c a s o s  i a p r o f u n d i d a d  y

e n  o t r o *  v a l o r e s  de la e v a l u a c i ó n  de  nodos.



De e s t a  f o r a a  p o d e m o s  d a r  el « i g u i e n t e  c u a d r o ,  que r e f l e j a  

las v a r i a b l e s  del prograoia d a d o  en l.S. y l o s  v a l o r e s  q u e  t o m a n  

e s t a s  v a r i a b l e s .

V a r i a b l e  V a l o r

nod n o d o

X p n o d o

p n o d o  p n o d o

p p r o f u n d i d a d  ( £ M)

s uc s  l i s t a  ( L i s p )  de p n o d o s

l i s t a  l i s t a  ( L isp) de n ú m e r o s

a, b ( e v a l u a c i ó n  p n o d o )

c o t a  n ü m e r o  e n t e r o

Progrmmm,

D a m o s  a h o r a  la c o d i f i c a c i ó n  en Lispt d e  las f u n c i o n e s  que

i m p l e m e n t a n  el J u e g o  a n t e r i o r .  Es t a s  f u n c i o n e s  J u n t o  c o n  las q u e

f i g u r a n  en  el p r o g r a m a  1.3, c o n s t i t u y e n  el p r o g r a m a  de a p l i c a c i ó n  

del p r o c e d i m i e n t o  H i n * H a \  al Ju e g o  d a d o  en el a p a r t a d o  a n t e r i o r  

t.4.

C o m o  en  el c a s o  p r e c e d e n t e  d a d o  en el a p a r t a d o  1.3, d a r e m o s  

p r i m e r o  la c o d i f i c a c i ó n  c o m p l e t a  y a c o n t i n u a c i ó n  c o m e n t a r e m o s  las 

f u n c i o n e s  y v « r i « b l e a  qu« i n t e g r a n  el p r o g r a m a .

( P r o g r a m a c i ó n  de las f u n c i o n e *  de e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a  y de

; o á l c u l o  de  « u c e a o r e e  p a r a  el J u e g o  del T . R . O . D .

¡ A s i g n a c i ó n  a v a r i a b l e »  g l o b a l e s

}

( setq c o t a  & ni 'I ( > ( ) I i

(setq l i n e a s  '( II 2 31 (3 4 51 (5 8 7) (I 7 ■) (9 10 16)

(10 u  ia> ( la 13 14) (14 is le) ))

(plist ^vecinos *( 1 (3 MI a (l 3 It) 3 (2 4) 4 O  S 13) S (4 6)

<1 (» 7 IS) » (<t) t (T 9 n  9 (• 10 16)

10 (9 1 1 ) n  (to ti a) ta ( ii i3)

13 tía 14 4) 14 (13 15) 18 (14 16 6)

16 (9 IS) ) )



;1.- F u n c i ó n  de e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a  H 

;l.a.- F u n c i o n e s  p r i n c i p a l e s

(de H (pnodo)

(let ((p ( P R O F  p n o d o ) )  (pos4 (c a r  ( N O D O  p n o d o ) ) )

(pos- ( c a d r  ( N O D O  p n o d o ) ) )  )

(* ( if ( e v c n p  p) 1 -1 )

( a p p l y  ** ( ñ a p e a r  'HAUX l i n e a s ) )  )) )

«•
(de H A U X  (linea)

(let ((aa ( I N T E R  pos4 linea)) (b b  ( I N T E R  po s -  l i n e a ) ) )

(cond ((equal pos^^ lineal 1 0 0 1 

((equal p o s -  lineal -lüOl 

((and (nuil a a ) (nuil b b )) 0)

((n u l 1 b b ) 1)

< I n u l 1 a a  ) - 1  i 

( t U  I ) ) )

;l.b.- F u n c i o n e s  a u x i l i a r e s

;Adenás de la f u n c i ó n  P K O F  ya d a d a  en  el p r o g r a n a  1.3

(de INTER (x y)

(cond ((or (nuil \) (nuil yl) *) )

( ( n e « b c r  ( r a r  .\ ) y )

( c o r i s  < c « r  \ l  « I N T E R  ( c d r  x )  y )  II 

( I 1 I N T E R  < c d r  M  y  I I I I

l 2 . ~  F u n c i ó n  d r  c á l c u l o  d o  s u c e B o r e s  

:2 .a .- F u n c i o r i p s  p r i n c i t > A ] p s  

( d e  8 U C E S  t p n o d o I

( l e t  ( ( p  ( P R O F  p n o d o  I I < n o d  ( n o d o  p n o d o M I

( I n  ( I n 4  ( K U M +  tiod ) I ( n -  ( N L ' M -  n o d  ) ) I

( c o n d  ( < K  n «  O I  '( (1 ( d i  ( ) ) )  (1 ( ( 2 )  ( ) ) )

(I ( ( 9 )  ( I ) ) ( I 1 ( 1 0 }  ( ) M  I I

((> n« n-I ( « a p e a r  ' ( l a a b d a  (x) (list (« ) p) xl)

( P O N E  n o d )  ) I

• (<  n «  3 1 4 n « p r a r  ' ( I a a i b d a  ( x )  ( l i n t  (4 ) p )  \ } l

( P UNE nod) 1 I

(t ( ñ a p e a r  ’(laMt>da (>:) (ll*t (♦ 1 p) x H

( D E S I J Z A  ( í l  ( ^ v e n p  p »  * - »  n o d  ) ) I I 1 ) 1



Ide P O N E  (Jug nod)

( c o n d  ( ( e q u a X  jug

(let {(Libreti

(OlF M I  2 3 4 S 6 7 8 9 10 li 12 13 14 15 16) 

( a p p * n d  (car nod) (cadr n o d ) )  )) ) 

( m a p c a r  ’(la a b d a  (x) (list (METE x ( c a r  nod))

(cadr nod) )) libr e s )  ))

( t ( let < ( 1 ibren

(DIF ’(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 16 16) 

(a p p e n d  (car nod) (cadr nod I ) )) )

(■apear ' ( l a a b d a  (x) (list (car nod)

(HETE X (cadr iiod I ) ) I l l b r e a l ) ) ) )

(de D E S L I Z A  ( |u« nod)

(let ( ( o c u p a d o s  ( a p p e n d  (car nod) (c a d r  n o d ) ) )  )

(if (equal Jun ’♦» ( a p p i y  ' a p p e n d

( m a p c a r  ' ( l a a b d a  (x) ( a a p c a r  ’( luabda (y)

(li»t (H E T E  y (r e a o v e  x ( c a r  n o d ) ) t ( c a d r  n o d ) ) )  

(DIF («et 'v e c l n o M  x) o c u p a d o s )) ) (car n o d ) ) )  

(apply 'append ( a a p c a r  ' ( l a a b d a  Ix)

( a a p c a r  ' ( l a a b d a  (y) (list (car nod)

(HETE y ( r e a o v e  \ »c«dr n o d ) ) ) I )

(UtF (ií«t 'v r r l h o ^  x » o c u p a d O N  I • )

(c a d r  nod M  I U  t

; 2.b.- ttu\i l knr**«

(<l« HKT» 

) c o n d

l

Id# utr

(Cortd

in l )

I < iiul 1 ( ) ( l a > >

i ( *  l l r n < t h  il II ( i f  a  ( c a r  1 ) 1  ( c o n «  « I)

( l iat ( c a r  1 i >%) N

(T ll<«t ( I b  ( c a r  « n  ( c  l i a d r  I I I )

(c u m l  ((« a  b )  ( l i « i  a b  e l )

( I i a  c ) ( t l a t  b  a  c  ))

11 (li«t b e  a ) ) )) )) I

(t ti

I I m i  I ( ))

( ( a « * t t h e r  ( c a r  t »  'f) I D I F  ( c d r  x l  v ) >

*. t t c o n a  ( c a r  x >  ( D t F  I c d r  » )  y ) ) t  I)



;3.- F u n c i o n e s  d e  a c c e s o

(de N O D O  (pnodo)

(cadr p n o do))

f

J d e  NUH4 (nod)

i l e n g t h  (c a r  n o d )))

t

(de NUH- (nod)

( l e n g t h  ( c a d r  n o d)) )

d o c u a e n t a c i ó n

Func iones 

H

HAUX

INTER

sur ES

PONE

DESLIZA

HtrTE

DIF

NOlXD

Nl'M*

V L S -

V a r i a b l e s  L o c a l e s

pnodo, p, pos«, p o s - ,

linea, aa, bb, pos4^, 
pos - ,

X, y.

pnodo, p, nod, n » , n- 

.)ug, nod. Itbres 

Juc, nod, o c u p a d o s ,

a, 1, b, c .

X , y , 

p n o a o  

nod 

nod

V a r i a b l e s  G l o b a l e s  

li n e a s

v e c i n o s

D a m o s  u n  b r e v e  c o m e n l n r i o  dr> l a s  I t i n c i o n e s  y \ n r i a b l c K .

i i H A d a e  o n  I n  c o d i f i c a c i ó n  n t i t e r i o r .

l .5.3.- H. HAUX, INTER.

i M p l e a p n t a n  la f u n c i ó n  de <*vnluación e s t á t i c a  qup se ubh on 

•*1 .hieso. La f u n c i ó n  H, lo»» un pnodo, c a i c u j n  Ja»; pesie lonci^ 

o c u p a d a R  por M A X  y p o r  NIN. > sei;un la p r o l u n d i d a d  <juefi« M A X  6

HIN) toril r o K o  f a c t o r  *1. pa r a  c a l c u l a r  el v a l o r  de la evaltiarión

r M t a t I c a  para un pnodo. E s t e  v a l o r  es  el r e s u l t a d o  de ir c o n t a n d o  

el núaiero de l i n e a s  a b i e r t a s  pa r a  c a d a  j ugndor. resi.ar e s t o s

fMiwero* y Htti 11 I pl trar p o r  el f a c t o r  11 s e « ú n  se t r a t e  d»* <•! >

«S de M)K l-lf. El rbsiputo de lineaf « h l e r t a s  para amlt.'tK )uirndut«'H 

lo r e a l i z a  la f u n d e n  H A U X  . F 1 r»a 1 went , la f u n d í a n  a u M  I lar IMf.h, 

iapiesMonta la i n t e r a c c i ó n  de i:onjunlr>s í l o s  c o n j u n t o b  |o«

reprea#>titaresios por listas).



1.5.4.- SU C E S .  PONE, D E S L I Z A ,  H ETE, DIF.

l a p l e a e n t a n  el c i l c u l o  d e  los sucttaorea de u n  p n o d o  d a do. La 

f u n c i ó n  de  a á a  a l t o  n i v e l  es SU C E S ,  qiue d i s c r i m i n a  e n t r e  r e a l i z a r  

u n  B o v i m i e n t o  inicial, p o n e r  HAX, p o n e r  HIN, d e s l i z a r  H A X  ó 

d e s l i z a r  MIN. La f u n c i ó n  P O N E  r e a l i z a  la p r i m e r a  p a r t e  del Juego, 

p a r a  a m b o s  J u g a d o r e s ,  c o l o c a n d o  n u e v a s  fi c h a s  e n  el t a b l e r o .  La 

f u n c i ó n  D ESLIZA, r e a l i z a  la s e g u n d a  p a r t e  de Ju«go, p a r a  a m b o s  

jugodores, r e a l i z a n d o  d e a l i z a m i e n t o s  l e g a j e s  de  fichas. A m b a ü  

f u n c i o n e s  t o m a n  c o m o  a r g u m e n t o s  u n  n o d o  y u n a  v a r i a b l e  que 

e s p e c i f i c a  a u n  J u gador. A m b a s  también, u t i l i z a n  las f u n c i o n e s  

a u x i l i a r e s  H E T E  y DIF. En c u a n t o  a e s t a s  ú l t i m a s ,  la p r i m e r a  de 

e l l a s  i n t r o d u c e  u n a  ficha en el tablero, y la s e g u n d a  r e a l i z a  la 

d i f e r e n c i a  e n t r e  d o »  con.iuiitos.

1.5.5.- NODO, NUH*. NI'K-.

La p r i m e r a  de el, la» to m a  c o m o  a r g u m e n t o  u n  p n o d o  y d e v u e l v e  

el n o d o  c o r r e s p o n d  i r n t e . M ’Mt y NÜM-, t o man c o n o  argum«‘nto u n  n o d o  

y c a l c u l a n  el n ú m e r o  «le pottlcioneR de MAX y el n ú m e r o  de 

pos,Aciones de HIN r e s p e c t i v a m e n t e .

l . 5 . t i . -  H  r ' i c a c  idn  \ . t r í M h I f x ,

C o m o  y a  h i c i m o ? »  cii l . R . l ,  d a m o s  1.» r < * l a c l b n  d e  

t u n t o  < o h  lo<« <,u«* t o m a n .  O m i t i m o »  l a s  v M r i < t l » l e s  v n

c a l l f i r a U f t i i  rii d i c h o  a | > a r ( n d o  1 . . 1 .

Vt4i t a h i e

pOM ♦ 

po"! - 

l inef» 

art, hb 

X . y 

n* 

n-

tUil

a

l

h. c

o c u p a d o r

Valor

* p . H . r >  p o s i c i o n  HAX 

■ M * . r * » po X »c i on MIS 

1 , i . .o , . . . , < il, 1 O . I tí >

»>, '•a>. <a,b>, ^rt,b,c> 

l )•!«• de Ll«p 

n^im'-ro de ♦ de un no d o  

n u m e r o  il«* - de un n o d o  

» <i -

n ü m e t u  d«* l al 1 ti

l l j t H  -ie l, 2 A .» n ü m e r o »  del 1 al 1

n^^merol» del I I*

ll«t.ii de niim<>roi< del 1 a 16

í n - í



v e c i n o s  (1 (2 8 ) , . . . « 1 6  (9 15))

l i b r e s  l i s t a  de m í s e r o s  del 1 a 16

N o t a . -  Un n ú m e r o  del 1 al 16 r e p r e s e n t a  u n a  p o s i c i ó n  d e  tablero,



P B O C B D X M I E N T O  A L P A - B B T A .

2.1.- Deacrlpoióñ del procediBlento.

2 . 1 .1.> Notas,

P a r a  e s t e  p r o c e d l n l e n t o , a c e p t a r e m o s  las h i p ó t e s i s  de

p a r t i d a  del p r o c e d i m i e n t o  H i n - H a x ;  ea d e c i r »  ae p a r t e  de J u e g o s  

i n t e r p r e t a b l e s  en «rafos. Se p r e t e n d e  b u s c a r  e s t r a t e g i a s  ( p r ó x i m o  

m o v i m i e n t o  I p a r a  el J u g a d o r  que c o m i e n z a  el Juego. A n t e  la 

i m p o s i b i l i d a d  p a r a  n u m e r o s o s  J u e g o s  del d e s a r r o l l o  e x h a u s t i v o  del 

árbol de Juego, h e m o s  d e  e m p l e a r  t é c n i c a s  que de a l g u n a  m a n e r a  

a c o r t e n  e s t e  d e s a r r o l l o  y d e n  b u e n o s  m o v i m i e n t O B .  Al h a b e r  

a c o t a c i ó n ,  se p i e r d e  la p o s i b l e  c e r t e z a ,  pero pa r a  n u m e r o s o s  

Juegos, co m o  se ha dicho, no t e n e m o s  o t r a  p o s i b i l i d a d .

E l  p r o c e d i m i e n t o .  A l f a - B e t a  e s t á  c o n s i d e r a d o  c o m o  u n

r e f i n a m i e n t o  d e l  p r o c e d i m i e n t o  M i n - M a x ,  q u e  o f r e c e  l a  m i s m a  

< » l « c c i ó n  d e  m o v i m i e n t o ,  p e r o  c o n  u n  c o s t e  m e n o r  d e  c o m p u t a c i ó n ,  

d e b i d o  a  q u e  r e c h a z a  e l  d e s a r r o l l o  y e v a l u a c i ó n  d e  c a m i n o s  d e  p e o r  

e v a l u a c i ó n .  E s t o  q u i e r e  d e c i r  q u e  n o  a e  m a n t i e n e  l a  s e p a r a c i ó n  

e n t r e  e l  p r o c e s o  d o  d e s a r r o l l o  d e l  á r b o l  y e l  p r o c e s o  d e  

e v a l i i i k c i ó n ,  c o m o  o c u r r í a  e n  e l  p r o c e d i m i e n t o  M i n - M a x .  E s t o  v a  a 

H e r  c a u H a  d e  qu»» 1 «  d e s c r i p c i ó n  « I g o r í t m i c a  d e l  p r o c e d i m i e n t o  

v n r i e  d«* 1 a  d a d a  p a r a  e l  p r o c e d  i m  letit o  M i n - M a x .  P o r  o t r a  p a r t í ,  

t a m p o c o  r e a l  i s a  I p r o c e d i m i e n t o  A l f  a - B e t a  e l  d e s a r r o l l o  t o t a l  d e l  

atbcil d e l  t u e g o .  K H L a a  m c . i o r a s  »»' l l e v a n  a  r a b o  m e d i a n t e  e i  

n.in t e n  1 m  i e n t o  i l i n a m i c o  d e  u n a  c o l a s  í» l o s  v a l o r e n  <Je e v a l u a c i ó n  

<!«• I o n  n o d o H  MA.\ v d e  l o s  n o d o s  K t N .

a . l , ü . - á . / e m p / o .

K1 m g u i e n l e  g r á f i c o  i ej're^^ent a  u n  á r b o l  u n  í u e K o  n e r i M l o  

p o r  e l  p r o c e d i m i e n t o  M i n - M a x .  T a m b i é n  s e  r e p r c H e n t a n  l a s  

9 v a  h i a c  l o n e M  e s t á t i c a s  d e  l o s  n o d o s  d e  ü l t i m c  n i v e l ,  la

p r o p a g a c i ó n  tíe d i c h a ; *  e v a l u a c i o n e s  v  e n  c o n s e c u e n c i a  l a  e l e c c i ó n  

d e  t u g a d a .  K i t e  e t e m p l o  s e  u t i l i t a r á  p a r a  i l u s t r a r  e l

u r o c f d i i i i l e n t o  A l f * » - U e t a .  T a m b i é n  « e r \ l r á  p a r a  n o t a r  l o s  " c o r t e s "  

r o a l t s a  «• l i*ro--#tii m i e n t o  A l f a - H e l a  e n  el  á r b o l  d e  l u e g o  

g e n r > r a d o  p o r  e l  p r o c e d i m i e n t o  M i n - M a x .
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C o n  a y u d a  del e j e m p l o  dado, d a r e a o s  p r i n e r o  los c o n c e p t o s  

r e f e r e n t e s  al p r o c e d i m i e n t o  A l f a - B e t a .  L u e g o  d a r e m o s  el árbol 

r e s u l t a n t e  del p r o c e d i m i e n t o  A l f a - B e t a  p a r a  a p r e c i a r  la d i f e r e n c i a  

c o n  el a n t e r i o r  g e n e r a d o  p o r  el Min-Max.

Para la i d e n t i f i c a c i ó n  de cad a  nodo, u t i l i z a r e m o s  la 

s i g u i e n t e  n u m e r a c i ó n :
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2.1.3.- Procedimiento AJía-Heiti.

En el e j e m p l o  d a d o  en  2.1.2, al c a l c u l a r  el v a l o r  de 

e v a l u a c i ó n  del p r i m e r  d e s c e n d i e n t e  del n o d o  112. t e n e m o s  que d i c h o  

\ a l o r  ea 1. E s t o  da un v a l o r  p a r a  el ñ o c o  2 12 m a y o r  ó igual q u e  1 

p u e s t o  que el v a l o r  del n o d o  112 es el m á x i m o  del de  sus 

su c esores. C o m o  el v a l o r  del n o d o  111 es -1. q u i e r e  d e c i r  que 

p o d e m o s  a s i g n a r  al n o d o  1) un  v a l o r  de -1. sin n e c e s i d a d  de 

e x n l o r a r  el r e s t o  de c a m i n o s  que p a r t e n  de  112, ya q u e  no v a n  a 

m o d i f i c a r  la e v a l u a c i ó n  del n o d o  11 d e b i d o  a la p r o p i a  m e c á n i c a  

del p r o c e d i m i e n t o  N i n - N a x  (eJ v a l o r  del n o d o  11 es ei nininio de



loa v a l o r e s  de  s u s  s u c e s o r e s ) .  El p r o c e d i m i e n t o  A l f a - B e t a  

a p r o v e c h a  e s t a  ldea« n o  r e a l i z a n d o  la g e n e r a c i ó n  ni e v a l u a c i ó n  de 

los c a m i n o s  r e c h a z a d o s .

‘¿.1 . 3 . 1 . -  Definición,

S e a  < £ . K . T . Q , P >  un  J u e g o  i n t e r p r e t a b l e  en i^rafos» sea 

J ( n o d o )  el á rbol de j u u g o  p a r a  un d e t e r m i n a d o  n o d o  i nicial.

L l a m a m o u  vAlor-^ de un n o d o  MAX, y lo d e n o t a m o s  p o r  V^( n o d o )

al v a l o r  m á x i m o  de las e v a l u a c i o n e s  de sus s u c e s o r e s .  De f orma 

a n áloga, l l a m a m o s  yslor-P de un no d o  MIN, V ^ ( n o d o ), al v a l o r  

m í n i m o  de las e v a l u a c i o n e s  de sus s u c e s o r e s .

2 . i .3.2.' N o t a s .

A l  a v a n z a r  e n  l a  i ( e n e r a c i ó n  ó  d e s a r r o l l o  d e l  á r b o l  d e  j u e g o ,  

e l  v a l o r - n  d e  u n  n o d o  M A X  n u n c a  d e c r e c e ,  y e l  v a l o r - P  d e  u n  n o d o  

M I N  n u n c a  c r e c e .

L a  d i f e r e n c i a c i ó n  e n t r e  , a p l i c a b l e  a  u n  n o d o  M A X ,  y  ,

a p l i c a b l e  a  u n  n o d o  M I N ,  h a c e  n e c e s a r i o  d i f e r e n c i a r  e l  J u g a d o r  e n  

c a d a  e s t a d o  lie 1 itiego. C r t o  l o  h a r e m o s ,  c o m o  e n  e l  p r o c e d i m i e n t o  

M i n - M a . x ,  « r r « H t  i « m í o  l a  p r o f u n d i d a d  d e  c a d a  n o d o .

. 1 . 3 . - H r i elH'i </r* (.'ortr.

Kt  prori*il I m  i e n t o  A l f a - B e t a ,  p a r t e  d e  I m h  r o t u i i c i o n e s

y o p e r a  d e  forma a n a i o i f a  a l  p r o c e d i m i e n t o  s a l v o  e n  la

» l < i u i e n t < ?  i l t l e r f * n c i a  q u e  c o n n t a t e  e n  d r t e n e r  •* 1 p r o c i ' s o  il«*

< e n » * r a c » ó n  v v a  í u/ic i óii <le n u d o »  p a r a  I o n  c a s o < i  ilf* :

H . I . -  No<lc)« M A \  c u v o  v a l o r  N s e a  m a y o r  ó  i««ial « I  \ a l o r  \ d e
a t*

s u  u n t e c e s o r  M I N .  v c o m o  v a l o r  d e  e v « Í M « c t o n  <le I n o d o

M\.X a#* t o m a  * u  v a l o r  V  .n

R . 2 . -  No«Jti« M I N  c u y o  v w l o r  V »  n e a  m e n o r  ó  i « u a i  a l  v a l o r  V ile
P "

'tu a n t e o w a o r  M A X ,  y c o m o  \ a l o r  d#* e v a l u a c i ó n  d«*l n o d o

M I N  i»»* t o m a  i<u \ n l o r  V ^ .

Cíiando ^e d**!iecha un n o d o  <y lo» c a m l n n a  que i>Rrter do l l

por la r e ^ l a  R. I r«»5»p«ct l vamente por N.2), «e dicf» <ue «e ha

hecho un *t-corte I renpei: t i v a m e n t e  f*-corte>. El p r o c e d i m i e n t  r



A l f a - B e t a ,  es asi, u n  p r o c e d i n i e n t o  d e  " p o d a” de l  á r b o l .  Es 

e v i d e n t e  q u e  e s t o s  c o r t e s  no a f e c t a n  e n  n ^ a  a l a  e f i c i e n c i a  del 

p r o c e d l B i e n t o  M i n - H a x ,  al cual n e j o r a n .

Aíotas*”

Oe la d e f i n i c i ó n  a n t e r i o r  se d e d u c e  que, al ir c a l c u l a n d o

v a l o r e s  V y V» , h e » o s  de  t e n e r  p r e s e n t e  u n  v a l o r  d e  r e f e r e n c i a  
a p

s o b r e  la e v a l u a c i ó n  del a n t e c e s o r ,  q u e  a c t ú e  c o b o  c o t a  y p e r m i t a  

r e c h a z a r  los n o d o s  s e g ú n  e s t a b l e c e n  R.l y R . 2  d e l  c r i t e r i o  

a n t e r i o r .  E s t e  h e c h o  se p l a s a a r á  (en e l  A l g o r i t s o  y p r o g r a a a  

c o r r e s p o n d i e n t e s ) ,  h a c i e n d o  d e p e n d e r  d i c h o s  v a l o r e s  y no

s o l a m e n t e  del n o d o  e n  c u e s t i ó n  s i n o  a d e a á s  d e  o t r o  p a r á a e t r o  q u e  

r e p r e s e n t e  el v a l o r  p r o v i s i o n a l  d e  la e v a l u a c i ó n  d e  su a n t e c e s o r .

A c o n t i n u a c i ó n ,  v a n o s  a d a r  el á r b o l  d e  J u e g o  e q u i v a l e n t e  al 

á r b o l  d a d o  e n  la f i g u r a  2 .1.2.1, a p l i c a n d o  el p r o c e d i a i e n t o  

A l f a - B e t a  e n  vez del p r o c e d i a i e n t o  H i n - K a x .

F i g u r a  2 . 1 . 3 . 4
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2 . 2 . -  Algoritsio.

A prlBera vista, el algoritBo Alfa-Beta debe ser parecido 

al Hin-Max salvo en la etapa de evaluación de nodos, debido a los 

caBbios que originan las reglas de corte dadas en 2 . 1 . 3 . 3  

(recuérdense las etapas del procediaiento Min-Hax, dadas al 

coBienco del apartado 1.2). AdeBás la generación del árbol debe ir 

unida a su evaluación, para poder efectuar los cortes. Debido a 

estas diferencias, la fora* del algoritSK> Alfa-Beta varia 

considerableBente con respecto a la forBa del algoritBo Min-Hax.



C o s e  « n  el c a a o  del a l K o r l t n o  H i n - M a x ,  d a r e n o s  e s t e  

a l s o r i t n Q  en d o s  f o r nas. u n a  m á s  g e n e r a l  y o t r a  n á s  d e t a l l a d a .  

D e s p u é s t  coaentarefflos b r e v e m e n t e  el a l g o r i t m o »

F o r m a  g e n e r a l  d e l  alf{oritmo A l f a - B e t a

E l e c c i ó n  de j u g a d a

1.- T o m a r  NI. y a s i g n a r  p r o f u n d i d a d  0.

2.~ C a l c u l a r  s u c e s o r e s  d e  <NItO>.

3.- E v a l u a r  s u c e s o r e s  de <N1,0>,

4.- E l e g i r  m e j o r  s u c e s o r .

E v a l u a c i ó n  y p o d a  del á r b o l

5.~ T o m a r  el n o d o  a e v a l u a r  y su p r o f u n d i d a d .

6.~ Si al n o d o  es MAX, c a l c u l a r  del n o d o

si n o  ( n o d o  MINI, c a l c u l a r  del nodo.

V a l o r - n

7 . -  S i  e l  n o d o  e s  u n  o b j e t i v o  M I N ,  d a r  :»

s i n o :

(i.- S i  e l  n u d o  n o  t i e n e  s u c e s o r e s  ó  s e  a l c a n z a  l a  

c o t a  ci«* p r o f u n d i d a d ,  d a r  :» K t n o d o t

s i  n o ;

9 , -  I M r a  c e d A  s u c e s o r  d e l  n o d o :

« ' n l c i i l a r  d r l  s u c e s o r .

M  V ^ p r o v i s i o n a l  d e l  p a d r r :  c o i ' l e - M

»i t»o, turnar como d»*l nodo el del

s u c e s o r .

\ « l o r -

lü.- Si el n o d o  os un o b j e t i v o  MAX, d a r  V ;« ♦' 

si n o :

II.- Si el notlo no tiene s u c e s o r e s  o se a l c a n z n  la 

c o t a  de prvifund i d a d , d a r  H t n o d o t

«1 n o !

ti.'* l*ara c a d a  s u c e s o r  del nodo:

O a l c u l n r  el del s a resor.

Si a \p p r o v i s t c n a l  ie l p a d r e ;  corte-»»

no, t o m a r  c o m o  del n o d o  el V del
r "I

s u cesor.



C a l c u l o  de s u c o s o r e s .

13.- T o m a r  p n o d o  a e x p a n d i r .

14.- C a l c u l a r  s u c e s o r e s  d e l  n o d o  y sus p r o f u n d i d a d e s .  

F o r m a  d e t a l l a d a  del a l g o r i t m o  A l f a - B e t a .

A L F A - B E T A  í < 0 , N I > )

EV ;= 0 IlAB s 0)1

Bucs := S U C E S ( < O . N I > )

V := 0
• r

:= 0
bp

P a r a  c a d a  m ^ s ucs :

nn := <■,VALOR-BÍm,V )>
• r

E\ := KV M

Elei(ir nodo correspondienlt* a «m EV' t«l que: 

valor-b s m á x . |valor-b ; < k . v a l o r - b‘ ^ EVI

VALOH-A «n.\ '  \

BUCS := S l j r E S ( n l  l IAB := Ab »• s u c s ;  sucE-au.\  s u c s  t ]

SI I mics=0 V l'rol I n ) scota i , E M O S C E S ,  \aior-a := H<ní

SI NO: V := 0 
r

H a b I n que sucs & 0:

ns ;= pr imer elemento de sucs  

sucs := sucs -  ( ns !  

v « J - b  := \ALOR-B(ns,V )
p

SI v«l-b > V : V := val-b. 
r r

( I Ah = AB-Jm b } ) 1

SI V í : RucB := 0 I sal ir dri c i c l o ; ,
r ♦’r

ll A b  e AlJ-t n t - s u c s - n u x  ! j

v a l o r - »  :® V



\
í

V A L O R > B ( n , V  )
•P

auc a  :> S U C £ S ( n )  ((AB A B  u su c a ;  a u c a - a u x  s u c a ] )

SI [ a u c a 3 0  v P r o f ( n ) s c o t a ] . E N T O N C E S ,  v a l o r - b  ;« H(n) 

SI NO: V :a 0 
p

H a a t a  q u e  a u c a  > 0:

na p r i a e r  e l e m e n t o  d e  a u c a  

a uca :a s u c a  * (na) 

vttl-a. :* V A L O R - A ( n a , V  )
p

Si v a l - a  < V ; V := v a i-a. 
r r

I I A R  A B - I n a  M I  

Si V í V  ; suca :* 0 l a a l l r  del cic l o ) ,  
p «p

[(A B  s A B - ( n ) - s u c a - a u x )1

vttlor-b V
p

2 . 2 . 1 . -  SottkH.

IUci*nio8 «k c o n t i n u a c i ó n  un b r e v e  c o n e n t a r i o  s o b r e  el 

« l 4 o r l t n o  (interior en aua d o a  v e r s i o n e a .

Se hnn u n i t i d o  laa acción**» r e f e r e n t e a  «1 c á l c u l o  de

>iuc'e«ore«, aaí c o m o  Iah roferent<'i» a la f u n c i ó n  de  e v a l u a c i ó n  

e>ít Ks»to fte d e h e  n q u e  n m b n a  c u o K t i o n c a  son p a r t i c u l a r e s  de

c*»*!*» )ue<o. En nu»*i»t. ro c a s o  I nd ica remos e s t a s  a c c i o n e »  c u a n d o  se

(l<̂ Ir» rtplicricton ul íueKo del tres eti raya «ene ra I i f a d o  c o n  

■ iei* I 1 I e n t o , C o m o  es de s u p o n e r  ne c o i n c i d i r á  c o n  lo d i c h o

cunntio a p l i c ó  el p r o c e d i m i e n t o  Min-*ía\ al c i t a d o  .tue«o.

N ó t e s e  qu.* c o n  r e s p e c t o  a 1» fo r m a  ifeneral, en e s t a  fo r m a  

deta.ilada se o m i t e  la e v a l u a c i ó n  v poila del árbol, t.sto es d e b i d o  

a <>ue d i c h a s  a c c i o n e s  e s t á n  recoilidas de  fo r m a  i m p l í c i t a  en la

r e c u r s i V i d a d  que m a n i f i e s t a  el c a l c u l o  de los v s l o r e s - n  ( v a l o r - a )  

de los n o d o »  MAX v el de lo* valores-/* i v a l o r - b )  de los no d o s  MIN. 

Kn e s t e  itlttmu a N o r i t m o ,  v a l o r - a  l r e s p e c  t l v s m e n t e  v s l o r - b l  es la 

v a r i a b l e  que r e c o c e  los v a l o r e s  de la f u n c i ó n  V A L O R - A < n , V  )

I r e s p e r » I v a m r n t e  V A L D H - H I n . V  )). Fn e d e l s n t e  u s a r e m o s

i n d i s t i n t a m e n t e  v a l o f - a  ó V A U > R - A  p i r a  d e s i g n a r  lo* v a l o r e a - a  de 

loa n u d o s  MAX, j v a l o r - b  ó V A L O R - B  p a r a  loa v a l o r e a - P  de n o d o s  

MIM.



Los p a s o s  1 ,2,3 y 4 del a l g o r i t m o  ( c o i n c i d e n  e n  a n b a s  

v e r s i o n e s ,  s a l v o  en  la n o t a c i ó n  e m p l e a d a ) ,  c o n s t i t u y e n  el b l o q u e  

c e n t r a l  del a l g o r i t m o .  Las d i f e r e n c i a s  e n t r e  u n a  v e r s i ó n  y o t r a  

e s t á n  eu las e s p e c i f i c a c i o n e s  d a d a s  p a r a  el c á l c u l o  de  lo q u e  

h e m o s  d e n o m i n a d o  v a l o r e s - a  y v a l o r e s - ^ .

La f o r m a  de o p e r a r  del b l o q u e  c e n t r a l  del a l g o r i t m o  es 

p a r e c i d a  a la f o r m a  c o n  que o p e r a b a  la d e n o m i n a d a  e t ^ p a  3 del 

p r o c e d i m i e n t o  Min - M a x .  Aquí, e n  el a l g o r i t m o  A l f a - B e t a ,  se

i n c l u y e n  las a s i g n a c i o n e s  = (I X E s t a s  v a r i a b l e s

r e p r e s e n t a n ,  el valor-** p r o v i s i o n a l  d e l  padre, y el

v a l o r - P  p r o v i s i o n a l  del padre. La  v a r i a b l e  se u t i l i z a  p a r a

c a l c u l a r  el v a l o r - b  de los n o d o s  MI N ,  m i e n t r a s  q u e  se

u t i l i s a  p a r a  c a l c u l a r  el v a l o r - a  d e  los n o d o s  MAX.

Las d i f e r e n c i a s  d e  e s t e  a l g o r i t m o  c o n  r e s p e c t o  al M i n - M a x ,  

se d a n  en  la g e n e r a c i ó n  y e v a l u a c i ó n  del á r b o l .  E s t a s  d i f e r e n c i a s  

s & l c a n  a la v i s t a  al c o n p a r a r  la e t a p a  2 d e l  p r o c e d i m i e n t o  M i n - M a x  

f r e n t e  a lo que se ha d e n o m i n a d o  en A l f a - B e t a ,  V'ALOR-A y V A L O R - B .  

El m o t i v o  de e s t a s  d i f e r e n c i a s ,  c o n o  ya  se ha  d i c h o ,  r e s i d e  en el

h e c h o  de q u e  m i e n t r a s  e n  M i n - M a x  los p r o c e s o s  de g e n e r a c i ó n  y

e v a l u a c i ó n  s o n  i n d e p e n d i e n t e s ,  e n  el s e n t i d o  de q u e  se g e n e r a  el 

á r bol c o m p l e t o  y se e v a l ú a  el á r b o l  c o m p l e t o ,  e n  A l f a - B e t a  ni se 

d e s a r r o l l a  ni se e v a l ú a  el árbol c o m p l e t o ,  s i n o  q u e  se e f e c t ú a  lo 

q u e  h e m o s  d e n o m i n a d o  a - c o r t e s  y P - c o r t e s .  E s t o s  c o r t e s  s i g n i f i c a n  

q u e  se d e j a n  de g e n e r a r  y de e v a l u a r  c i e r t o s  n o d o s  (y los c a n i n o s  

q u e  de e l l o s  p a rtan!. E s t o  no es m á s  q u e  e x p r e s a r  el h e c h o  

c o n o c i d o  de que m i e n t r a s  e n  M i n - M a x ,  los p r o c e s o s  d e  g e n e r a c i ó n  y 

e v a l u a c i ó n  d e  n o d o s  v a n  s e p a r a d o s ,  e n  A l f a - B e t a  v a n  u n i dos, 

p r e c i s a m e n t e  pa r a  p o d e r  e s t a b l e c e r  los c o r t e s  e n  el árbol.

U na veft c o m p a r a d o s  los d o s  a l g o r i t m o s ,  p a s e m o s  a c o m e n t a r  

a l g o  m á s  el a l g o r i t m o  A l f a - B e t a .  O t r a  n u e v a  v a r i a b l e  q u e  nos

a p a r e c e  es V . E l  h e c h o  de a r r a s t r a r  u n  v a l o r  p r o v i s i o n a l  (V | 
p p 

t a n t o  pa r a  c a l c u l a r  el V A L O R - A  c o m o  el V A L O R - B  de  u n  n o d o  es 

d e b i d o  a la p o s i b i l i d a d  c o m e n t a d a  de e f e c t u a r  c o r t e s  e n  el árbol. 

Asi, el a l g o r i t m o  c o n t e m p l a  un  V ó u n  V  p a r a  c a d a  n o d o  en
•f>

e v a l u a c i ó n ,  u n  V q u e  al final r e c o g e  el V A L O R - A  ó el V A L O R - B  del
p

n o d o  en c u e s t i ó n .  T a m b i é n  se u n a n  las v a r i a b l e s  v a l - a  y v a l - b  

(s e K Ú n  se t r a t e  de n o d o s  M I N  ó MA X )  q u e  v a n  c a m b i a n d o  s e g ú n  se



vay a  r e c o r r i e n d o  los s u c e s o r e s  del n o d o  en e v a l u a c i ó n  y en  

c o n s e c u e n c i a  c a l c u l a n d o  los V A L O R - B  ó V A L O R - A  de d i c h o s  s u c e s o r e s .  

F i n a l n e n t e ,  se«{ün s e a n  V y val'-a ó val-bi se r e c h a z a  el s u c e s o r  ó
p

se a c t u a l i z a  V , y s e g ü n  s e a n  V y V ó V se r e c h a z a  el n o d o  
p p «p «p 

en e v a l u a c i ó n  (se e f e c t ú a  un cort e )  ó bie n  si({ue c o m o  mc.ior

va l o r  p r o v i s i o n a l .

S o b r e  el r e a t o  de v a r i a b l e s  y f u n c i o n e s  q u e  tiifuran en el 

a l g o r i t m o  tenemos:

- a u c s ,  SUCES, H, s o n  p a r t i c u l a r e s  d e  c a d a  . j u e g o .  E n  l a  

A p l i c a c i ó n  q u e  d n r e m o a  d e l  a l g o r i t m o  A l f a - b e t a  a l  j u e n o  T r e s  e n  

r a v a  Q e n e r «  I i Zrt«lo c o n  D e s l i z a m i e n t o  s e  u t i l i : 2a r H i i  l a  \ a r i a b l « ‘ s u c s

V l a s  f u n c i o n e s  S L C K S  y H  I f u n c i ó n  d e  e v a l u a c i ó n  e s l a t i c a i  d e  l a  

m i s m a  f o r m a  *»n q u e  s e  u t i l i z a b a n  e n  l a  a p l i c a c i ó n  d e l  a l K o r í t m o  

H i n - H a x  a l  c i « » d o

‘.'1 la variable que recoce el tioiio iiiK-inl. tu ei

>tlt(oritmo traba laremos taiubien con pnodos i v prot iind ulail, nodo> ( v 

ron otra entidad formada por «. p n o d o , evaluac lón del piiodo>. donde 

p«»r evaluación tlel pnodo entenderemos su VAL OR-A o su VALOR-B 

Heiiun se tratf* <le un nodo MAX ó de un nodo MIN. l'or ult imo la 

v a r i n M e  n» una variable de traba.io, <jue \a r«*rotfiendo los

pnodos «uresorr'N tle I nodo en e\ «luación.

- la AH. una variable atixiliai parto,

• (( hí miHma. d«* I a M o r i t m o ,  % n^e se usaran para v »• i iual»'S son 

lo» nodoK del árbol «(ue fio son susceptibles cl«- corte. Ksta 

v'r»riable ♦> s t ab J ei e ra la» diferencias entre lo« noOo' <v\pan<l i ilos 

por v vlta-heta. K*ta variable «parere »‘ni ro un tloble

corchete en el filrforitmo . é!.

2 . . -Proi^rMma .

2 . .1. I . - Sotéis,

Venmo<< a h o r a  la c o d i f i c a c i ó n ,  en lengua le I.ISf*» <te itn 

i»ro4ra«a «iue i m p i e m e n t a  el M ^ o r i t m o  Alfa-H»'ta. hn p r i m e r  lucai, 

a p l i r s r e m o ^  eí al«ioritm> al .'•ienplo >lado en  el ap^r» ¿ . 1 . (•n

e^te proi<r«ma to**.*remoM co^ao f u n c i o n e s  SlfCki» l c a l c u l o  de sucefore.-, 

d* un nodo) V H I f u n c i ó n  de e v a l u a c i ó n  e s t A t i c a )  Iss r e f l e j a d a s  en 

la f K u r a  2. 1.2.1. Damos e s t a  a p l i c a c i ó n  par s  p o d e r  o b s e r v a r  el

IH-*;»



A

c á l c u l o  de los v a l o r e s - a  y v a l o r e s - ^ ,  así c o b o  la g e n e r a c i ó n  de  

á r b o l  r e a l i z a d a *  En  la p r i n e r a  o b s e r v a c i ó n  de ios valores-<* y 

valores-^, n o t a r e m o s  q u e  la J u g a d a  e l e g i d a  e n  a a b o s  c a s o s  ( M i n - M a x  

y A l f a - B e t a )  es la ni s m a .  C o n  la s e g u n d a  o b s e r v a c i ó n  del á r b o l  

gener a d o ,  o b s e r v a r e m o s  los c o r t e s  e s t a b l e c i d o s  p o r  A l f a - B e t a  c o n  

r e s p e c t o  a la g e n e r a c i ó n  e x h a u s t i v a  q u e  p r o p o r c i o n a  M i n - H a x «  E s t a  

o b s e r v a c i ó n  se h a c e  p o s i b l e  e x a m i n a n d o  la v a r i a b l e  AB, 

s i g n i f i c a d a  en el a l g o r i t m o  e n c e r r a d a  e n  u n  d o b l e  c o r c h e t e ,  y q u e  

ya ha sido c o m e n t a d a  antes.

Man .«delante, e n  el a p a r t a d o  2.4, v e r e m o s  la a p l i c a c i ó n  del 

a l g o r i t m o  A l f a - B e t a  al j u e g o  del T r e s  e n  raya G e n e r a l i z a d o  c o n  

D e s l i z a n i e n t o  d e s c r i t o  en  el a p a r t a d o  1.4.

2 . 3 , 2 . -  Codi ficación LISP deJ programa.

¡ A s i g n a c i ó n  de v a r i a b l e s  g l o b a l e s  

(se t q  AR ( M  

; t .- Fnnc ion i 

Ide S U C E S  (n»

c á l c u l o  de s u c e s o r e s

ic o n d  (1= n II '(11 12 u n

( 1 = n 11 ) '(111 1121)

1 ( s n 111) ’(1111 1112))

( ( = n II I 1 1 *111111 11112 1

1 < = n 1112) ’<11121 1 1 122 ) )

i i = II 1121 •U 1 2 1  1122 1123

( < = n 1121) ’ • 1121 1 11212))

1 < = n 1 122 ) 't 1 1221 1 1

< ( = n 1 123 ) * n  1231 11232 1

1 ( s n 12 1 * 41 21 }(

( < = n 121» ’11211 1212 1 t

< i s n 1211) '<12111 12112)»

(«= n 1212 1 '1)2121 1.Í121: 1

( i = n 13) '<131 132 133 ) )

((* n 13) 1 ’11311))

i 1 s n 1311) '<13111 1 3 1 12)1

i ( «: n 132 ) *<1321 1322)1

f < e n 1321 1 ’«13211 1 )

i 1 * n 1322 1 '(13221 ) )

i ( * n 133) ’< 1331 n

( ( * n 1331 ) ’<1331 1 13^12)1

« 1 ( )) > >



( c ond  ((» n i i i i n ; ) ( ( * n 111121 2 ) ■

n l l l 13) -1 I ( ( » n 11121 1 - 2 »

( ( 3 n 1 U 2 2  ) 3 ) ( 1 s n 11211) 1 ) .

( ( « n 112121 2 ) ( 1 * n 11221 ) 3 ) u

(1 » n 11231 ) 1 ) ( ( = n 11232) - 2 )

1 ( » n 11233) 0 ) ( ( = n 12111) 1 )

( < s n 12112) U) 1 ( s n 121211 -1 )

( ( » n 12122 ) 1 ) 11 = n 12123 ) 2 )

( (  » n 13111) - l  I ( 1 » n 13112 1 1 ) ,

1 ( * n 13211) Ü 1 ( 1 » n 132^1 ) 2 )

( ( a n 1331!  ) 11 1 ( ( = n 13312 > -2  1 ) )

;3.- P r o g r a m a c i ó n  tj« l P r o c e d i m i e n t o  A l f a - B e t a

;3 . 1 .“ itvaluacion «Ae n o d O M  MAX, '«-cortes

Ide VAI.OR-A ín vbp»

( let ( l auca ( S U C K S  ii l M

(aetq ab I a p p e m l  nuca a b 1»

I c o n d  ( I nu 1 1 h u c « ) III n M

It I l#«t ( I \ I» (siirs-aux sucn M

I wh I le ■♦iir

I1M iCí%r «ucs-rtvi-s í 

^uci»-i»u.\ Icilr H\tcs-au\l) 

t u e l M  v . i l - b  í \ A L O K - h  M »  x’p ) l  

l l t  I M K N O h - K í t ' A L  v a l - b  v p l

! Het(| /ib I r e a ov e  n*  lO lK  íib I S l ' r t S  tm i I I í 

I p r o <n  t H i ' m  vp v « l - b J

llt I M\\Ok-liU'Al. xp  vbp»

is r t M  ab < r e w o v e  n (1)1K rtb »i‘c« II 

wucM'*au\ I M  n  II

v p » 1 1 n



(de V A L O R - B  (n v a p )

(let ( (suca ( S U C E S  n ) H

(setq a b  (a p p e n d  suca ab)t 

(cond ((nuil s u c s )  (H n))

It (let ((v p  (I) ( s u c « - a u x  b u c b JJ 

(w h i l e  s u c s - a u x

(se t q  ns (c a r  s u c s - a u x I

s u c s - a u x  Icdr s u c s - a u x ) }

(setq v a l - a  ( V A L O B - A  ns vp)l 

(il ( M A Y O R - I G U A L  v a l - a  vp)

(setq ab ( re a o v e  ns (DIF a b  (SU'.LS ns i ) ) ) 

(p r o ^ n  ( s e t q  v p  v a l - a )

(if ( H E N O R - I G U A L  vp vap)

(setq ab  ( r e nové n (DIF a b  suc s ) )  

s u c s - a u x  ()) ))))

vp I ) ) ) I

;3.3.- F u n c i o n e »  a u x i l i a r e s

(de DIF (\ y»

t c o n d  t ( n u 11 N i  ( ) )

((memher (car xl yí lÜiF (cdr \l y)|

(t (c o n s  icar xí iDIF tcdr J y ) J t) i

I d e  M E N O H - I Ü L A l >  ( a  b »

( i f  ( o r  (nuil b )  MtulI « ) )  ()  (<-= «  b l J >

(de M A Y O R - I G U  Al. la bí

( i f  ( o r  ( n u i l  (>í ( n u i l  a | |  ()  ( > c  « b ) l l

;D o c u m e n t a c i ó n  

;Func iones 

:S UCES 

;H

;V A L O R - A

;VAIX>R-B

: M t N O R - I G U A L  

; M A Y O R - I G U A L  

:DIF

V a r i a b i o E  L o c a l e s

n

n

n, vbp, vp, val-b, sucs.

s u c K - a u \ ,  ns

n, vap. vp, val-a. sucs.

B U C B - a t i x ,  ns

a , b

a, b

Variíiblc-s (liobaies 

AB



2 . 3 . J . -  ^ o t d s .

L «  v a r i a b l e  A B ,  c o n o ,  y a  s<« h a  c o m e n t a d o ,  s ó l o  s i r v e  p a r a

■ o a t r a r  c u á l e s  s o n  i o s  ' n o d o s  n o  r e c h a z a d o s  e n  l o s  c o r t e s  

e f e c t u a d o s  p o r  e l  p r o c e d i a i e n t o . E n  c o n c r e t o .  r e f l b j « r á  l a  l i s t a  

d e  l o s  n o d o s ,  d a d o s  e n  l a  f i g u r a  2 . 1 . 3 . 4 .  A s i ,  d e s p u é s  d «  e j e c u t a r  

e l  p r o g r a m a ,

A B  = ( l ,  1 1 ,  n i .  l i l i ,  U l l l ,  1 1 1 1 2 ,  1 1 1 1 3 ,  1 2 ,  1 2 1 ,

1 2 1 1 ,  1 2 1 1 1 ,  1 2 1 1 2 ,  1 3 ,  1 3 1 ,  1 3 1 1 ,  1 3 1 1 1 ) ,

q u e  r e p r e s e n t a  14  n o d o s  f r e n t e ,  a  l o s  4 3  d e l  d e s a r r o l l o  t o t a l .

L a  f u n c i ó n  S U C E S  t o n a  c o m o  u r i { u n e n t o  u n  n o d o ,  y d a  c o n o

r e s u l t a d o  l a  l i s t a  d e  l o s  s u c e s o r * * »  «le etce n o d o .  N ó t e s e  q u e  e n  l a  

a p l i c a c i ó n  a n t e r i o r  s e  d e s a r r o l l a  e l  á r b o l  e n  s u  t o t a l i d a d  y  e n  

c o n i i e c u e n c  l a  n o  s e  u t i l i e a  l a  p r o f u n d i d a d .  L a  a l t e r n a n c i a  s e

c o n s e r v a  l l a m a n d o  a  V A L O k - B  d e s d e  V A L O R - A  y v i c e v e r s a .  D e  e s t a

M a n e r a  s e  u t i l i z a  e n  e l  p r o f { r a m a  a n t e r i o r  l a  e n t i d a d  n o d o  e n  v e z

d e  l a  e n t i d a d  p n o d o  ( p r o f u n d i d a d ,  nutio ) .

L a  f u n c i ó n  II n o s  d a  l a  i u n c i ó n  d e  e v a l u a c i ó n  e s t a l i c a

e N p r e n a d a  t a m l ú e n  e n  l a  f i g u r a  2. 1 . 2 . 1 .

riiiit. í ó n  ^ A L t ) H - A  n o s  d a  l a  e v a l u a c i ó n  d e  l o s  n o d o s  M A X  

hi't f s . E a l u  f u n c i ó n  turna c o m o  a r t f u m o n t o  u n  n o d o  v

u n  \ . * l o r  p r o v l » » o r t a l  ilí* l a  e \ a l u a c » o r »  d e l  p a d r e  ( M u e  a o r a  u n  n o d o  

M J N l  V ile\vii*lvt* l a  r x a l u a c i o n  d e i  t t odo n u c  t o m a  c o m o  ari{umerit o .

Kntri fuitciiin i m p l e m e n t . a  «.*1 p a s u  5 «lo l a l K u  r 1 1 m e  A l l . * - U « * l a  e n  s u

lorm¿* lif t a l l a d a .  K h I h  ijun«r«* d f  t » i , p a r a  a p l i c a r  p i o t i r a m n

l o r  heiiioH ií«p f a r n a r  e l  p r o n r u m a  v ilar í a  o r d e n :

« V A L Ü K - ^  l I M

r o M  l o  «ju*» ««e c a  l í'ii I itra l a  e v a l u a c i o r »  d e l  n o d o  i n i c i a l  giie h e m o H  

«•t i t a d o  c o n  e l  n ú m e r o  I. t i  r e s u l t a d o  ,sr i a ü m u «* c o f  r e  H p u n d f  aj  

« a K i m o  » a l o r  d e  lai» e v a  U i a c  l o n e *  d e  m u !« s u c e s o r e »  v q u e  

c o r t e < « p o n d e  al n o i l o  e t i q u e t a d o  c o n  l feat»* e n  *• I r e s u l t a d o  

r t H p e r a d o  a  l a  v i i t a  d e l  á r b o l  y n u e  c o i n c i d e  r o n  l a  e l e c c í ó r »  

• • f w r t u a d a  p«»f f* I p r o r  t*d l •  l e n  t o  M i n - H a \ .

|)e f i i r m a  a n á l o g a ,  l a  f \ i n c l ó n  V A l . u H - H  c a l - u l * *  l a  e x M l u a t i ó n  

d e  líf^ ivodu<« M I N  V r e a l  i r a  I o n  p o « i b U ’* í < - i o i t e K .  K a t a  l u i K ' i o n  

a p e r a  d e  l a  m a m a  f o r m a  q u e  l a  a n t e r i o r  p r ^ r o  a p » l r » d a  a n o d o »  M I N .  

N t M e a e  q u e  #• 1 c a n b i o  d e  t i p o  d e  n o d o  ( M A \  o  H I N » ,  i m p i i r a ,  » - o « o  a r

n  i-.iT



i n dicaba en el p a s o  6 del a l g o r i t m o  A l f a - B e t a  en su f o r m a  

d e t a l l a d a  (de la q u e  es r e f l e j o  e s t a  f u n c i ó n ) ,  que el c r i t e r i o  d e  

e v a l u a c i ó n  del n o d o  c a m b i a  asi c o m o  el c r i t e r i o  p a r a  e f e c t u a r  

cortes. La f u n c i ó n  d e v u e l v e  la e v a l u a c i ó n  del nodo q u e  t o m a  c o m o  

a r g umento. E s t a  f u n c i ó n  n o  se u s a r á  p a r a  i n i c i a r  la e j e c u c i ó n  del 

pro(^rama a n t e r i o r  ya que, c o m o  se ha d i c h o ,  e s t a m o s  i n t e r e s a d o s  en  

e n c o n t r a r  e s t r a t e g i a s  g a n a d o r a s  p a r a  el J u g a d o r  que c o m i e n z a  el 

J uego y que d e n o t a m o s  p o r  MAX.

Las f u n c i o n e s  M E N O R - I G U A L  y M A Y O H - I G U A L  e x t i e n d e n  los 

p r e d i c a d o s  s y i , d e f i n i d o s  e n t r e  n ú m e r o s ,  al c a s o  de q y e  u n o  

ó los dos n ú m e r o s  que e n t r a n  c o m o  a r g u m e n t o s  en  a m b o s  p r e d i c a d o s ,  

sean la lista vacía. E s t o  es n e c e s a r i o  ya q u e  la v a r i a b l e  q u e  se 

usa p a r a  a r r a s t r a r  el v a l o r  p r o v i s i o n a l  de  la e v a l u a c i ó n ,  t o m a  

este v a l o r  pa r a  « i g n i f i c a r  el c a s o  d e  que no e x i s t a  v a l o r  

prov i s i o n a l ,  c o m o  o c u r r e  ai p r i n c i p i o  de la e j e c u c i ó n  del 

p r o g r a m a .

Por último, la f u n c i ó n  DIF. i m p l e m e n t a  la d i f e r e n c i a  de 

c o n j u n t o s ,

2. 3 .4.- J i f icarib/i d e  v/tri ahí e s  .

V a r i a b l e  V a l o r

n no d u  * (1, I I ..........13311;}

ns no u o  Cl. 11. .... 1J31JI

AB I 1 st a df» n o dos

vnp v « l o r  «‘iitero ó < >

\ bp v a l o r  o n l e r o  o ( I

vp v a l o r  o m e r o  ó ( i

val-a \a Ior e n t e r o  o ( í

\ a l - b  \ al or i-ni ero o < í

Ruc l isia de nodos

su c -aux lista de n o dos

a v a l o r e s  e n t e r o s  ó ( I

b v a l o r e s  e n t e r o s  o ( I

X 1 i sla de n o d o s

V 1 i sta de n odos



2.4.- A p l i c a c i ó n  del p r o c e d i a i e n t o  A l f a - B e t a  al J u e g o  del T r e s  en 

R a y a  G e n e r a l i z a d o  c o n  D e s l i z a m i e n t o .

En e a t e  a p a r t a d o  d a r e m o s  la s i n t a x i s  de un p r o g r a m a  en  Lisp. 

que i m p l e m e n t e  el p r o c e d i m i e n t o  A l f a - B e t a  (las f u n c i o n e s  V A L O R - A  y 

V A L O R - B  J u n t o  c o n  las f u n c i o n e u  a u x i l i a r e s t ,  al J u e g o  d e s c r i t o  en 

el a p a r t a d o  1.4. La d e s c r i p c i ó n  del J u e g o  nos d a r á  las f u n c i o n e s  

de c á l c u l o  de s u c e s o r e s  y la f u n c i ó n  de e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a  de 

di c h o  Juego. Estas, c o m o  es lógico, s e r á n  las m i s m a s  q u e  las que 

se u s a r o n  p a r a  la a p l i c a c i ó n  del p r o c e d i m i e n t o  M i n - H a x  t a m b i é n  a 

d i c h o  Juego. C o n  r e s p e c t o  al p r o g r a m a  de a p l i c a c i ó n  del 

p r o c e d i m i e n t o  A l f u - U e t a  al árbol de la figura 2 . 1 . 2 . 1 ,  h a b r á  que 

a d e c u a r  a l g u n a s  v a r i a b l e s ,  asi c o n o  i n t r o d u c i r  la p r o f u n d i d a d  p ara 

limitar el d e s a r r o l l o  del árbol, p ero é s t o  lo c o m e n t a r e m o s  luego.

2.4.1.- Progr a m a .

¡A p l i c a c i ó n  del p r o c e d i m i e n l o  A l t a - b e t a  al Juego del Fres en Haya 

;Ueneral i zado «oti d e s l i z a m i e n t o .

¡As i gnación a v a r i a b l e s  g l o b a l e s

( sv-r.q SI ' ( M I I I  )

I Het n 1 t nenn ’ 1 i i .1 » (1 I I ( .’) ti 7 I I 1 7 H I ( l ü II  1 ’J i

M i  I .1 11) 114 15 I (i I (9 IU I t> I ) I

I p I 1 ^t  * v*v I tioH ' I I I J H ) 2  I I J I I )  J ( li! I ) 1 I J 5 l .t I f> I I ñ I

r, ( :*i 7 15) 7 ( tí H ) H (7 i) l ) 9 < H IH Ib )

ID I II) II I I ü I 2 I 12 III I J ) l .1 112 II I)

II II.) 15 I 15 (II n» « ) 1 ó » y 15 n  )

¡l.- K u n c i ó n  de e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a

( de II ( p n o r i o  )

( let I I |> H ’Hol- pnodo ) t Ipoíit I car I N O U )  p n o d o  I ) )

(poi- (cndr I NOlK> p n o d o ) ) )  )

( • I I I  I eveiip p I 1 - 1 )

l.tppl» (m a p c a r  ’MAI'A line^fc)) I) )



(de H A U X  ¡linea)

( let ((aa (a n y  ' ( l a m b d a  (x) ( n e m b e r  x l i n e a ) )  p o s ^ ))

(bb (any ' ( l a a b d a  (x) ( a e o b e r  x l i n e a ) )  p o s - ) ) )

( cond ((equal pos* l i n e a )  100)

((equal p o s -  l i n e a )  - 1 00)

((and (nuil a a ) (nuil b b ) ) O)

((nuil bb) 1)

((n u l 1 a a } -1)

(t 0) )) )

;2.- F u n c i o n e s  de c á l c u l o  de s u c e s o r e s

(de S U C E S  (pnodo)

(leí. ( ( p ( P R O F  p n o d o  ) J ( n o d  ( N O Ü O  p n o d o  ) I )

(let ((n+ (NUM^ nod)) <n- (NUM- n o d » ) )

( c o n d  ((= n« 0) ’( (1 ((1) (>)) (1 ((2) ()))

(1 ( ( 91  ( ) ) ) (1 1 ( 10 )  t I ) ) ) )

((> n* n - ) ( ñ a p e a r  ’ll a n b d a  (x)

(list (♦ 1 D  xí» ( P ONE nod) )) 

((< n« 3) ( n a p c a r  ' ( l a n b d a  Ixi

(list (♦ 1 p) X I ) ( P O N E  W  n o a ) ))

(t ( ñ a p e a r  ' ( l a m b d a  (\ i ilisi (♦ 1 p) xil

( U E S L I Z A  (il lc\«*np p> ’♦ ’-t i>o<l ) 1 ) i i ) I

( de ÜKS(. 1 /A ( nod »

(l»*t Ho«'up«clos (a p p e n d  (car notijicadr no<l i ! 1 )

( 1 I t e q u a 1 jus ’♦ I

In p p l y  'append ( ñ a p e a r  ’ I1a n b d a  (x)

(ñ a p e a r  ' ( l a m b d a  i> I

( l i s t  ( M E T E  > ( r r i n o \ o  x » c « r  n o d  > ) J 

(c a d r  n o d I I i  

( D I F  ( <cel ’v « ^ c i n o ^  x l  o c u p a d o s  M  I 

( c a r  n o d ) II 

; a p p ] y  ’a p p o n d  ( ñ a p e a r  ' ( l a n b d a  ( x l

( ñ a p e a r  ' ( l a n b d a  ly)

(list (c a r  n o d )

(METE y < r e m o v e  < e n d r  rio-i ) » I ' 1 

(DIF < «et ' v e c i n o s  xi ocMpa«iios J) í 

í c r d r  n o d 1 ) ) I))



(de P O N E  (ju« nod)

(let ((I (DIF *(1 2 3 4 5 6 7 ^ 9 lU 11 12 13 14 15 16»

( a p p e n d  ( c a r  nod) ( c a d V  nod)) )))

Icond ((equcl jug

( m a p c a r  ' ( l a a b d a  (x)

(llst ( M E T E  .X (car n o d ) ) ( c a d r  n o d ) ) )  I))

(t ( ñ a p e a r  ' ( l a m b d a  (x)

(liat (ca r  nod) (HETE x ( c a d r  n o d ) ) ) )  I))) ))

(de M E T E  ( a l )

(c o n d

( ( n u i l  l) ( l i s t  a l l  

( ( > ( l e n i { t h  1 ) L )

( i f  (( a  ( c a r  l ) )  ( c o n »  a  ll ( l i s t  ( c a r  1) a ) i )

( t. ( l e t  ( I b  ( c a r  l í )  ( c  ( c a d r  l ) ) )

( c o n d  ( ( <  a  b )  ( l i s t  a  b  e l )

( ( (  H  e l  ( l i s t  b  a  e l )

( t ( l i s t  b  c a  I I 1 ) 1 1 )

J . -  Proi( r a m a c  i ó n  d e l  p r o c e d i m i e n t o  A l f a - B e t a

( d e  J U G - A H  < n o d )

( H e t  M c o t a  (* I I N L H i  n o d  I i I

( cacir ( ra<lr ( M K J i i H  i m > t p c n r  * ( 1 «rabila ( \ I < i i st « \ A L i ) N - h  \ i » I \ I I

( SK'I-S I 1 i!ft O nud » ) ) I I I I

Ide VALl)K-A i ii vb;> I

t l f  « t e r m i n a l  (N«)|K) n M  - l u u  

< l e t  ( ( !»«ic ( Si.'» K S  r i M I  ( c o n d

( l a r  ( n u i l  huc I ( »  ( n i  c o l a  II ( H  ii I I

( t I l e t  I I v p  ( I I  ( Huc-(ti4\ a u c  I I 

( w h i l c  <*uc--aux

( i e t q  n n  ( c a r  i i u c - a u x  I * u c - a u x  I c d r  * u r - a u \  I I 

(* e t « i  v a l - h  íV’A L O H - B  n »  v p l l  

( » f  ( M K N O H - lU L ' A L  v a l - b  vp» ()

( prt*«n (^ e » n  vp v a l-bl

( 1 f i M A ^ O K - l U U A U  v p  \ b p )

( I n i i c ^ a u x  ( I I  l i l i

vp) )) ))  r



(de V A L O K - B  (n vapI

(if ( T E R M I N A L  ’+ ( NO D O  n>) 100

( l e t  ( ( 8 U C  i S V C E S  n ) ) )  ( c o n d

({or (nuil s u c } (= (P R O F  n) c o t a ) )  (H n))

(t (let ((vp ()) ( 8 u c ~ a u x  suc))

(w h i l e  s u c - a u x

(setq ns (car s u c - a u x ) s u c - a u x  (cdr s u c - a u x ) ) 

(setq v a l - a  ( V A L O R - A  ns v p ))

(if ( M A Y O R - I G U A L  v a l - a  v p ) ()

(p r o g n  (setq v p  val - a )

(if ( M E N O R - I G U A L  vp vap)

(se t q  s u c - a u x  ()) I ) ) I

v p  ) I ] I ) )

4.- F u n c i o n e s  a u x i l i a r e s  y f u n c i o n e s  de a c c e s o

(de N O D O  (pnodo)

( c a d r  p n o d o I  )

(de PR O F  (p n o d o )

( c a r  p n o d o  I J

I d e  NL’M* ( n o d  J

i J en«t.h I c a t  nod I » l

1 d p  NL'M- f n o d  I

( 1 en*it»i ( i-Hüi n o d  l i \

( d o  n i K  ( X  y )

(r o n d  (( n u I 1 \í * ti

( ( m e m b e r  <car \l v» ( ii 11 tcdr xl v»í 

( t  ( c o n s  ( c a í  x l  ( d i t  i c d r  . \ ) v  I ) ) |  I

(dr T E R M I N A L  I s K n o  n>

»if (f*qu«l s i s n o  ’♦! («eaibcr (car ni lineas»

( l u p m b e r  ( c a d r  r. I l i n e a s »  >1

I df M K J O R  I 1 )

t c o n d  ( * e I < lf»ní t h  1 ) 1  í »'»t l t )

((<= (c a a r  1) (c a a d r  1)) (MEJOlí c d r  I M )

(l ( M E J O R  (cons (c a r  1) (cddr I I H I  M



(d« M E N O R - I Q U A L  (a b>

(if (or (nuil b) (nuil a>) () (<^ a b)))

(de M A Y O R - I Q U A L  (a b)

(if (or (nuil b) (nuil a)) (I ( >» a bi))

;D o c u a e n t a c  ión 

;Func ionea 

:H

; H A U X

i

;surES 
;PONE 
;DESLIZA
•

’.METE 
; J U O -  \ K  

; V A L O H - A

; VAl.OM-ii 

¡

;  S O I K )

; SI M*

; SI

; 1 K M M L N A l  

;MhJOR

l UUAl.

; M  \ Y O N -  U i U A L .

V a r i a b l e s  loc a l e s  

pnodo, pos», pos- 

linea, aa, bb, p o s » , 

pos-

pnodo, p, n o d , iit, n- 

Juii. nod, 1 
jug, nod, o c u p a d o s ,  

v e c I n o s  

a , 1 , b , c 

nod, c o t a

n, vbp, a u c , \p, ns.

suc-aux, \a l - b

n, vap, * u c , vp, ns,

auc-aux, v«l-ii

pnudu

pnodo

nt»d

n o d

X , y

4i<no, n

l

a , b 

A , b

V a r i a b l e s  g l o b a l e s  

NI, lineas, vecinos.

2 . I . 'i . ' Sotam.-

2. l H, H,a'X.

r u n r t o n o K  « u n  < » X A C t a M  a  « u n  hoiiiolo«(«a e n  e l  

^ n  c o n s e c u e n c i a  n o s  r r m i t t a o N  « l u  i i u . h o  e n  

el n p a r t a d o  1 . 3 .  !. A n b a a  f u n c i o n e n  i « r l e « e n t ^ n  l a  t u i u  i n n  d e  

e v n l u a c l c i n  e n t á l i o f f  u ñ a d a  e n  e l  iue«(o.



2 . 4 . 2 . 2 , -  SüCES, PONE, D E S L I Z A .  METE.

C o b o  en el c a s o  a n t e r i o r ,  e s t a s  f u n c i o n e s  son e x á c t a s  a s u s  

h o n ó l o g a s  en el p r o c e d i a i e n t o  M i n ' H a x .  s a l v o  la f u n c i ó n  P O N E  q u e  

r e p r e s e n t a  u n a  l i g e r a  v a r i a c i ó n  en  c u a n t o  a la s i n t a x i s  e n p l e a d a ,  

no asi en c u a n t o  a el o b j e t i v o  a c u b r i r  ( r e a l i z a r  la p r i a e r a  p a r t e  

del .juego t, que es el B i sno. La f u n c i ó n  P O N E  s i g u e  o f r e c i e n d o  los 

m i s m o s  r e s u l t a d o s  y t o m a n d o  los d i s b o s  a r g u a e n t o s .  P a r a  el r e s t o  

de f u n c i o n e s  nos r e m i t i m o s  al a p a r t a d o  1.5.4.

2 . 4 . 2 . 3 . -  JUG-AB.

C u b r e  los ai s aos o b j e l i v o s  que su h o a ó l o g a  en la

p r o g r a a a c i ó n  del p r o c e d i m i e n t o  H i n - M a x  (allí la l l a n a b a m o s  

JUGADA). Sin e m b a r g o ,  a a n i f i e ü t a  las d i f e r e n c i a s  q u e  a

c o n t i n u a c i ó n  c o m e n t a m o s .  En p r i m e r  lugar, m i e n t r a s  q u e  J U G A D A  

a s u m í a  una c o t a  de p r o f u n d i d a d  fi.ia e n  el d e s a r r o l l o  del á r b o l ,  

que se r e c o g í a  en la v a r i a b l e  “cota", la f u n c i ó n  J U G - A B  es la que  

a s i g n a  un v a l o r  a d i c h a  \ a r i a b J e .  A d e m á s  e s t a  a s m n a c i ó n  es 

vari a b l e ,  s i e n d o  más p e q u e ñ a  al c o m i e n z o  del juego, d o n d e  

d e m u e s t r a  h a b e r  m e n o s  d i f i c u l t a d  on el Juego, y s i e n d o  m á s  g r a n a e  

en la e t a p a  i n t e r m e d i a  del .)ue«o (con t o d a s  las f i c h a s  s o b r e  ej 

tablerol, d o n i e  e x i s t e  m á s  d i f i c u l t a d .

En s e g u n d o  lugar, e n  ve?, de o r d e n a r  por e v a l u a c i ó n  los n o d o s  

s u c e s o r e s  del n o d o  inicial x e l e n i r  el primero dr e l los, coiti<’ 

o c u r r í a  en la f u n c i ó n  Jl'ü-\D\. la f u n c i ó n  JUB-Ah no ot'dena niniziit.n

lista s ino que eliffe, e n t r e  los n o d o s  de  una lista, aquel

llene m e j o r  e v a l u a c i ó n .

VAl-OK-A, \ALOR-h.

En t a R  tune iones s o n  las «̂ ut* e x p r e s a n  ej p r o r r d  i m i eni o 

\lla-Heta. La' f u n c i ó n  V A L O H - A .  toma c o m a  c o m c  a r s u m e n t o s  un p n o u o  

v un ''valor p r o v i s i o n a l  p a r a  la e v a l u a c i ó n  del padre** en las 

v a r i a b l e s  "n" y *'vbp”, Es r p l i c a b l e  a n o d o s  MAX, lo cual q u e d a  

« a r a n t i r a d o  por ian l l a m a d a s  a V A L O R - B .  La f u n c i ó n  d e v u e l v e  la 

e v a l u a c i ó n  del “pno d o " ,  la cuál se p u e d e  t o m a r  c o m o  n u e v o  v a l o r  

prov i «tional . ó b i e n  p u e d e  s e r v i r  para e f e c t u a r  un « - c o r t e ,  i.a 

forma de a|>erar es la sii;uienle, En p r i m e r  lusai, se c o m p r u e b a  si 

el n o d o  e* p e r d e d o r  p a r a  MA> , en c u v o  c a s o  a s i g n a  un  v a l o r  -ie 

e v a l u a c i ó n  pequefto ten el p r o g r a m a  f i g u r a  el v a l o r  -100). En c a s o  

c o n t r a r i o ,  c a l c u l a  los s u c e s o r e s  del nodo. Si el n o d o  no t i e n e



s u c e s o r e s  ó h e m o s  a l c a n z a d o  la c o t a  de p r o f u n d i d a d ,  se a p l i c a  la 

fun c i ó n  de e v a l u a c i ó n  e s t á t i c a .  En c a s o  c o n t r a r i o ,  a s i g n a m o s  un 

" v alor p r o v i s i o n a l "  p a r a  la e v a l u a c i ó n  de los s u c e s o r e s ,  y p r o c e d e  

a e v a l u a r  u n o  a u n o  d i c h o s  s u c e s o r e s .  La e v a l u a c i ó n  de un  s u c e s o r  

p r o v o c a  u n a  l l a n a d a  a la f u n c i ó n  VALOR-B, p a r a  c a l c u l a r  su valor. 

Si este v a l o r  es m e n o r  ó igual ( s egún la f u n c i ó n  d e l  m i s m o  n o m b r e )  

que el " v a l o r  p r o v i s i o n a l "  c o n  que se ha c a l c u l a d o ,  se s i g u e  la 

e v a l u a c i ó n  del s i g u i e n t e  s u c euor. En c a s o  c o n t r a r i o  (no m e n o r  ó 

igual), el v a l o r  de  la e v a l u a c i ó n  de d i c h o  n o d o  se t o m a  c o m o  n u e v o  

" v a l o r  p r o v i s i o n a l” en la e v a l u a c i ó n  del re a t o  de s u c e s o r e s .  Lu e g o  

se c o m p r u e b a  ai <licho v a l o r  de e v a l u a c i ó n ,  que ya es  n u e v o  " v a l o r  

p r o v i s i o n a l ", ea m a y o r  ó igual ( t a m b i é n  s e g ú n  la f u n c i ó n  de igual 

nombre) que el " v a l o r  p r o v i s i o n a l  de la e v a l u a c i ó n  del padre*'. Kn 

cas o  a f i r m a t i v o ,  se d e t i e n e  la e v a l u a c i ó n  del r e s t o  de s u c e s o r e s  

(con la p o s i b l e  g e n e r a c i ó n  de nodos q u e  e s t o  c o n l l e v a )  y se 

d e v u e l v e  e s e  u l t i m o  v a l o r  de e v a l u a c i ó n  o b t e n i d o .  tn o t r a s  

palabras, k » p r o d u c e  un a - c o r t e .  El s i g n i f i c a d o  de lab v a r i a b l e s  

que e m p l e a  e s t a  f u n c i ó n  c o n  r e s p e c t o  a los c o n c e p t o s  a n t e s  

m e n c i o n a d o s ,  es el s i g u i e n t e :

n * r epresenta  un pnodo

v b p  = v a l o r  p r o v i s i o n a l  d e  l a  e v a l u a c i ó n  d e l  p a d r e  

H u r  , H*i« - « U N  * l i s t a  tle l o s  s u c e s o r f á  d e  n 

n s  » r**pri*Hí*ul ti a c i n l a  p i i o d u  s u c e f c o r  d e  n

\p » va l u r  p r ov i s i ona l  para la eva l uac i ón  Ue los suc» ' soios  

lie n. Al Igual  <4ue vbp, toma v a l o r e s  enteros  o » 1. 

v a l - b  » rei 'oge la eva l uac i ón  de cada sucesor  ae n.

I.a futu'ion V M.iiH-H, actiia de la m i s m a  forma «jue \ \ l u K - A  pero 

riesde el p u n t o  de v i s t a  ils* I lugador que h e m o s  d e s i g n a d o  poi HIS. 

Las dlterericias »*Htan et> el c r i t e r i o  p a r a  d a r  valctres it l \í»lor 

p r o v i ' d o n a l  p ara la e\alua<;ion de los s u c e s o r e s  del n o d o  a 

e valuar, v en el c r i t e r i o  p a r a  p r o d u c i r  los c o r t e s ,  fn a m b o s  c a s o s  

a d o p t a m o s  el c r i t e r i o  c o n t r a r i o ,  es d e cir, dor.de u t i l i z a m o s  la 

función M A Y O R *  I G U A L , e m p l e a m o s  MK.NOR-híUAL y v i c e v e r s a ,  l a m b i e n  

varia el c r i t e r i o  de n odo p e r d e d o r ,  c o m p r o b a d o  ai c o m í e n * o  de la 

funcit'n. \ n a r e c e n  las v a r i a b l e s  vap, p ara r e c o c e r  en e s t e  c a s o  el 

valor p r o v l « i o n a l  de la e v a l u a c i ó n  del p a d r e  y v a l-a, p a r a  r e c o g e r  

los v a l o n  s rfe la e v a l u a c i ó n  de los s u c e s o r e s  del n > d o  n e v a l u a r .  

Kl resto d%* v a r i a b l e s  u t i l i z a d a s  t i e n e n  el m i s m o  « i g n i f i e a d o  que 

las del m i s m o  n o m b r e  u s a d a s  e n  la función V A L O R - A .



Bajo e s t e  títu l o ,  e n g l o b a s e s  el r e s t o  d e  f u n c i o n e s  d e f i n i d a s  

en el p r o g r a m A .  En p r i n e r  l u g a r  t r a t a r e m o s  las f u n c i o n e s  de 

acceso, que son, NODO, PROF, NUM+ y NUM-. T o d a s  e s t a s  f u n c i o n e s  

h an si d o  u t i l i z a d a s  ya en la p r o g r a m a c i ó n  del p r o c e d i m i e n t o  

Hin - H a x ,  y se m a n t i e n e n  iguales en e s t e  p r o g r a m a  d e  a p l i c a c i ó n  del 

p r o c e d i m i e n t o  A l f a - B e t a .  P o r  tanto, n o s  r e m i t i m o s  al a p a r t a d o

1.3.4 para la f u n c i ó n  PROF, y al a p a r t a d o  p a r a  las o t r a s  tres 

f u n c i o n e s .

Las f u n c i o n e s  que d e n o m i n a m o s  a u x i l i a r e s  son: HEJOR,

MENOR-IGUAl., M A Y O R - I G U A L ,  DIF y T E R M I N A L .  De éstas, las f u n c i o n e s  

M E N O R - I G U A L .  M A Y O R - I Ü Ü A L  y DIF, son las m i s m a s  q u e  las u t i l i z a d a s  

en el p r o g r a m a  de a p l i c a c i ó n  del p r o c e d i m i e n t o  A l f a - B e t a  que h e m o s  

d e s a r r o l l a d o  en el p r o g r a m a  2.3.2. En c o n s e c u e n c i a  nos r e m i t i m o s  a

lo ya dicho.

R e c u é r d e s e  que un "nodo** es u n a  lista de d o s  listas,

nodo = 1L^,L,1, d o n d e  L^ y L^ son a su vez l i s t a s  f o r m a d a s  por

O, l, 2 ó a n ú m e r o s ,  que r e p r e s e n t a n  las p o s i c i o n e s  del i & b l e r o

o c u p a d a s  por M A X  y HIN r e s p e c t i v a m e n t e .  Ln “pnodo*' es un n o d o  y 

su p r o f u n d i d a d ,  p n o d o  = ( p r o f , n o d o ) .  T a m b i é n  e x i s t e  o t r a  e n t i d a d ,  

que no sp hn n o m i n a d o ,  y que e s t á  c o n s i i t u i d a  ¡>or la e v n l u í c i o n  de 

un p n o d o  V €• I pnodo.

Lh  tun< lÓM lona c o m o  arcumerito una list>i coiafuesta

por e s t a s  ú l t i m a s  e n t i d a d e s  c o n s t i t u i d a s  por la e v a l u a c i ó n  Ot' un 

p n odo y el pnodo, y d e v u e l v e  el e l e m e n t o  de  la lista que

c o r r e s p o n d e  h 1 m a y o r  v « l o r  de e v a l u a c i ó n .

F i n a l m e n t e  la f u n ción T E R M I N A L ,  toma c o m o  a r e u m e n t o  una

v a r i a b l e  que se d e n o m i n a  s i «no y que toma los v a l o r e s  ó -, > un

pnodo. Los v a l o r e s  ♦ y - los u t i l i z a m o s  p a r a  d e s i g n a r  las p i e z a s  

de los j u g a d o r e s  M A X  y MIN r e s p e c t i v a m e n t e .  T a m b i é n  toma couio 

a r g u m e n t o  un nodo. Es t a  f u n c i ó n  nos d i c e  si un n o d o  es p e r d e d o r  

pa r a  MAX (m u e v e  M A X  y L^ lineas» ó no. si s i g n o  es igual a ♦ . ó

bien, si un n o d o  es p e r d e d o r  p a r a  HIN ( m u e v e  M I N  y L^ * lineas I ó

n o .



V a r i a b l e a  

pnodo, n, na 

nod 

li n e a

pos+, p oa- 

a a » bb 

P

n > , n- 

Jug, s i g n o  

l

a, b, c 

l

vap, vbp, vp 

vttl-a, v a l - b  

auc, auc-au.\ 

n i

1 inpaa

vec inoa t I 

o c u p a d o s

V a l o r

p n o d o

n o d o

<l,2,3>, , < 9 . 1 0 , 1 6 >

p o s i c i ó n  MAX» p o s i c i ó n  M t N  

^>, <a>, <a,b>, <a,b , c >  

p r o f u n d i d a d

n ü n e r o  de ♦ , - de un n o d o

♦ ó -

lista de 1 a 16 e n t e r o s

un n u m e r o  e n t e r o  del 1 al 16

lista de 1.2, ó 3 n ú m e r o s  del 1 al 1(3

un n u m e r o  e n t e r o  ó I )

un n u m e r o  e n t e r o

lista de p n o d o s

(() (II

((1 2 3) ... <9 lU 16)1

12 di ... 16 (9 151)

I t s t a  d e  I a  6  e n t e r o s  d e l  I a l  1 6





#.l.- P L A N T E A M I E N T O .

1.1.- Notaa,-

C o n a i d e r e n o s  u n a  base de c o n o c i m i e n t o a ,  e x p u e a t o a  en forna 

de c i á u a u l a a  de Horn. e a t o  ea, m e d i a n t e a  de  f ó r m u l a a  d e l  tipo;

Aj ^ ... A Aj ------‘ Aj
1 n I

i » It .... N. Laa f ó r a u l a a  A^^ ae l l a m a n  premisas de la c l á u s u l a ,  

y la f ó r m u l a  A^ ea la concluaion de la c l á u a u l a .

C i ñ é n d o n o B  al c a s o  p r o p o u i c i u n a l . e s t a s  f ó r m u l a s

aon p r o p o * i c i o n e s  e l e m e n t a l e s  (sin c o n e c t i v a s ) .

D e n o t a r e m o s  p o r  For el c o n j u n t o  de las p r o p o s i c  ioriea

e l e m e n t a l e s  q u e  a p a r e c e n  en  las c l á u s u l a s  de la base de

co n o c  i m i e n t o s .

El p r o b l e m a  que d e b e n  r e s o l v e r  los s i s t e m a s  e x p e r t o s  que

m a n e i a n  e s t e  tipo do bases de c o n o c i m i e n t o s  es el p r o b l e m a  t í p i c o  

de la d a d u c c i ó n :

1.2.- h'robltfm-* i/e deducción.

hniloH A • K » r  . V |i *• huí  , d * * c i d i i  s i

ICL. l'l t“ \

í|on<l*> l ’ l. PH e l  c o n  Miuto  i l r 1 m c  1 nuKU i .is ' lur  i»o c oi i t  i oiit ' i i

t'órMu l í f*  «I** I) i'om i» c o t ic  I »i«I I Jti .

1*1 p n n t d  il«' \ i ' « r a  l o k t i c o ,  «« i i li i « i i U i  si iwti.i

n i » i  I « i u  ! » •  r  v r t i o r m  l o t i  « m i  I»  u n * ’  » J i i i l  .> l a v  * t i .> i | < « tn«>

I ílf I* l o r w u l . t  \ f s  t n m i K i M i  vali-'ti.

l-.'íi» l o r m n l i i ^  il*» li » »ip«len c o n *  I »!»* t « i m «« c o m o  ó

**h«»rKo'< t-ih l I lííJH" 1 li A e« I ¡n iir»»! rn>l»ila rjnr|upi?in.

«í«*i » r . 11 M»i* I . 'm** •* l p r o h l r i n r ^  •!»» ''i r>»t t o n s i ^ t r

f t »  (!♦*< I I M  «II \ (trilMi r il*" 1‘ " . n.^t u r a  I mrnf  e i n f i t i n i H i '  I íim

«l<* « I .

1‘nrit •• I if*-*' rii»*, p s c ' u i m o »  «*m  l.-tn r t i

v|u** r n n t e n ^ N i i  t o r w u l a ' »  <íe l» t o m o  c o n c l u « * o n .  p u e n  #*<i c l a r o  <j«ie n o  

I n f e r v ^ n t l r A n  «fn ^ 1  ii»«tiur t i v o , a t  i r a t n r s * *  d e  l o ^ m u i a n



v á l i d a s  por h i p ó t e s i s .  D e s d e  el p u n t o  d e  v i s t a  iósico. la 

j u s t i f i c a c i ó n  de tal e x c l u s i ó n  se h a l l a  e n  que, sí F es  u n a  

f ó r m u l a  válida, e n t o n c e s ,  p a r a  c u a l e s q u i e r a  f ó r a u l a s  F^ ,

la f ó r n u l a  ^ ..... * P “***' t a u t o l o g í a .

I.J.- Relación entre el problema de deducción y los Juegos,

1.3.1.- Nota.

C o n o  ya se ha v i s t o  e n  c a p í t u l o s  p r e c e d e n t e s ,  a u n  p r o b l e m a  

de d e d u c c i ó n  c o n o  el d e s c r i t o  p u e d e  a s o c i á r s e l e  un g r a f o  Y/ú, d e  

forma que la s o l u c i ó n  a f i r m a t i v a  al p r o b l e m a  d e  d e d u c c i ó n  s e a  

e q u i v a l e n t e  a la e x i s t e n c i a  d e  un c i e r t o  c - c a m i n o  e n  el c r & f o .  

P r e c i s a r e m o s  más e s t a  idea.

1.3.2.- Definición.

P a s amos a d e f i n i r  la r e J a r i ó n  e n t r e  el p r o b l e m a  de d e d u c c i ó n  

y loa Juefios.

Dado un p r o b l e m a  de d e d u c c i ó n  p o r  CL, D y A, c o n s i d e r e m o s  

el « r a f o  Y/O <For.R^^> d o n d e  For es el c o n  lunto ya d e s c r i t o ,  y

la r e l a c i ó n  ^ l-or » ^ í F o r )  e s t a  d e f i n i d a  por:

. l A  ................ A k . ,  •-*
I I  t ‘I

I •> I

K ̂  ^ ^ A --- - \ I CL
i s *

1 n I

En e s tas c o n d i c i o n e s ,  r e u n i e n d o  resiij l ides va c o n o c i d o s ,  so

t 1 e n e :

t*. 1 <Cl . D i h* A

r.2 3 « - c a m i n o  de A « D en ■hor.k^j>

I-. .1 3 « - c a m i n o  de  ^A,I> a ü'' en vF o r  =

* a R - A A  «L.kA-AhlJ «•For.H^,>l»

l’.-J 3 4 - c n m i n o  d r  A . l ^  ^ l'’ e n  e l  K u b i t r a t o  <iel a n t e r j c i  ^ u e

1 1 m r  " A . I J  c o m o  n o  J o  i n i c i A Í :  n o  i A r e m o s  e s t e  E u n K r a l c  c o a i o  J » A t

< *  -l-’.S ' I .  p o r  a n a l  o c i a  c o n  l o «  . r i e s o K .



1 . 3 , 3 . -  A J í f o r í t m o  A A - A A J .

S e a  J(A )  - ^ E , S >  el á r b o l  Y / O  a l t e r n a d o  d e f i n i d o  p o r

J(AI = A A - A A J  ( J ' ( A N ,  d o n d e  A A - A A J  es el a l g o r i t m o  s i g u i e n t e :

A A - A A J  < <E*,S' >)

E := E'

S ;s S'

P

G ;» 0

T e r  i < n o d o  . n ú m e  t'o> s i n  s u c e s o r e s  d e  E' )

C I C L O 3

C I C L Ü 3  t »

S I  T e r  a E N T O N C E S  : F I N  < E , S >

S I  T e r  I» I/* E N T O N C E S  :

n  : =  « - n o d o , núnitíro> p r i m e r  e l e m e n t o  d e  T e r  

S I  n  *• ü'* E N T O N C E S  :

SI p r o f u n d i d a d  (n> es impar

EN IONCES : vi : » ü U  ( n )

S i  p r n t n n d i d a ü  I n l  e s  p a r

E N T O N C E S  : n' :* < n o d o , n u » e r o - n u e v o >

K í « E U  I n' }

S í a S U  1 ' n , í iv' t * I

tj : a G U  I n '  I

S I  II /  l i "  h N f o N i ' l - . s  :

S t  v'rot uiid ulítd < n l  es p a r

F . M o S i . K S  ; r :« U  Itií

S I  p r o f  unt i  ( n )  es i m p a r

K M n N C E S  : n' :» « . h o d o , n ü m < ' r o - n u » * v  u »

K 

S

» E U  (n' I 

■ s U  |<.n. (>l

• P U  <n' I

I . . I. l . • ,Vo f .

Trr »•* o b t i e n e  i nnt <• »in n l a o n t m o  auxili.tr, q u r

h á « i ^  r r e o r r *  •* I c o n  »uh(;o E* jr d»‘t»»rmina los » noiic,n»l»»'ro • 

qui» no f i 4 u r ^ n  c o m o  prt J«*r ocmnon«»nte de lo» k - a r c o n  h m y  en

S* . «nodo, n u m r r r  * ^ e r a n  lo* «.n o d o , n u m e r o ' «<ue no l i»*nen

suc<>'4ores <^l«*rii«>nton Terminal*'» d#l <rafo).



A u n q u e  en el a l g o r i t m o  nu se ha e x p r e s a d o  I m p l i c i t a n e n t e . la 

p r o f u n d i d a d  ha  de s e r  c o n s i d e r a d a  c o n  c a d a  < n o d o ,n ü n e r o > .

La f i n a l i d a d  de e s t e  a l g o r i t m o  es  ir e x a m i n a n d o  los n o d o s  

sin s u c e s o r e s  de J'(AI y c r e a r  los c o n j u n t o s  G y P, m o d i f i c a n d o  

e v e n t u a l n e n t e  el árbol, c o n  el s i g u i e n t e  c r i t e r i o :

P c o n t e n d r á  los n o d o s  s i n  s u c e s o r e s  que no e s t é n  en  1>*' ;

e s t o s  nodos, además, d e b e r á n  t e n e r  p r o f u n d i d a d  par. p o r  lo 

que. en  c a s o  n e c e s a r i o ,  se a ñ a d e  un a r c o  c o m p l e m e n t a r i o .

G c o n t e n d r á  los n o d o s  s i n  s u c e s o r e s  q u e  si e s t é n  e n  b " :

ade m á s ,  e s t o s  nodos d e b e r á n  t e n e r  p r o f u n d i d a d  impar, por

lo que, c o m o  antes, en  c a s o  n e c e s a r i o  se a ñ a d e  un arco.

La u t i l i d a d  de e s t e  a l g o r i t m o  se v e r a  e n  el s i g u i e n t e

a p a r t a d o .

1.3. 3 . 2 . -  Programa.

H1 c o r r e s p o n d i e n t e  p r o g r a m a  L i s p ,  e s  e l  s i c u i e n t e :

I d e  A A - A A . Í  ( d a t o s  n o d o s  s u c e s o r e s !

( srt.<| iioil i I t e r m  ( ) J

í s e t u  n,i l A U X - 1 1 1  n o d o s »  s.i s u c e s o r e s  G i l  P  ' i 

t r n n i n a l e s  < F N S b  n o d o s  s u c e s o r e s !  i 

t » T - í .  t e r m i n a l e s »  

n a l e s  ) »

( f i e  A l ' \ -  1 t i  I n

t i r < itu I I  M  nod

< s e t q  n o d  ( c o n s  i c a d a r  ll n o d  I > < A L . \ - l l i  i c u r  I M  ai

I d e  F N S h  t v n  v s I  

( c o n d  M n u l l  v n í  t e r m i

ít M !  I P E R T E N E C E - 1 <cni \n I vs 1 ( K NSS (cdr v n  I vf i

i s e l q  t e r m  4 c o n s  1 c a r  v n  > t e r m l í  i F N S S  <cdi- v n  J v &  ) ) ) ) *

«.le PKH1KKK(.’E-I ( a i )

I c O'k I ( ( nu 11 1 t <11

((equal (cadr a» ic a a r  li) tí 

»t ( P E R T E N E C t - 1  a icdr 1)1



(de C 1 C L 0 3  Iter)

(if (nuil ter) (list 'nodoa nj ' s u c e s o r e s  b J 'g a n  O  'per P)

(s e t q  ind ( 1 N D I C £ ~ 2  ( c a a d a r  ter) nJ 0))

(cond (( P E R T E N E C E - 2  ( c a a d a r  tert d a t o s t

(if (o d d p  (c a a r  teri) (setq O  (c o n s  ( c a d a r  ter) G)) 

(setq nJ ( a p p e n d  n.) (iist

( Ü M t  ( c a a d a r  ter) ( 1  ind)))

) I

I s etq 9.) ( a p p e n d  a.i (list (list (cadar ter)

(list (list (caa d a r  ter)

( ♦ 1 ind ) ) ) ) )

) )

(setq G ( c o n s  liist ( c a a d a r  ter)

(♦ l ind) ) G) )))

i t

(if (everip ic a a r  terll ls«»lq P (cons (cad a r  ter) P))

( setci III ( a p p e n d  ni (lisl (list ( c a a d a r  ter)

1 * 1 iiid II) n  

(setq Hj ( a p p e n d  s.) ili&t (list (cadar ter)

(list ( l » H l  ( c a a d a r  ter) ( ♦  1 i n d » )  ) I ) » 

í

( üflq 1̂' Icoís ilist ( c a a d a r  ter) (♦ 1 ind)) P) )))

I

( C ) C I , U , i  ( s e t q  I f t  ( c d l

l l f  HKHTKNtCK- ; :  ( a  l l  

I c ' o i h I  t < rui ) l ) I ( M

( < «*qiin 1 «  ( c' H f ) ) I I I

(t I PERTKNFi’K -’J a icdr I M  III

(.te lNDl rE-2 ( m i IntH v i I 

( t f ( nu11 l i s t a )  N t
( l»t ( ( nodo (caar lista) ) (n u m r r o  ( c a d n r  listn)) )

( l l  ( >«n<l I r q i i a l  m nodo I t< v i  numt'ro) )

( IN l M r t - ^  m (cdr listel iium«*ro'

( INtiH'E-a •  ( c d r  l l wtAl  VI )  I MI



1.3. 3. 3 . -  NotAS,

La v a r i a b l e  d a t o s  r e c o g e  ios n o d o s  h i p ó t e s i s .  E n  el e j e a p l o

II-l.l d a t o s  = (BS BP). L a s  v a r i a b l e s  n o d o s  y s u c e s o r e s  r e c o g e n  

la s a l i d a  de A R - A A  c o d i f i c a d o .  E s t a  » o d i f i c a c i ó n  se c o n c r e t a  en  

c o n s i d e r a r  la p r o f u n d i d a d  J u n t o  c o n  los < n o d o . n ú a e r o > .  E n  el 

e j e m p l o  c i t a d o  tenemos,

n o d o s  c ( (O (PD ! ) ) . . . ( 5  (BP  2)) )

s u c e s o r e s  = ( C (PD  1) ((PE 1 ) ) ) . . . ( ( M C  2) ((fiS 21 (B P  1 )))•>.

((BA 1) ((B P  2 >)) )

Las v a r i a b l e s  nj • sj r e p r e s e n t a n  l o s  n u e v o s  c o n j u n t o s  de 

n o d o s  y suc e s o r e s ;  G y P  s o n  los c o n j u n t o s  c r e a d o s  p o r  el

a l g o r i t m o .

La f u n c i ó n  A U X - 1 1 1  e l i m i n a  la p r o f u n d i d a d  e n  los e l e m e n t o s  de 

la l i s t a  nodos.

La f u n c i ó n  FNSS d e v u e l v e  la l i s t a  de  p n o d o s  (prof nodo) q u e  

no  t i e n e n  suc e s o r e s .  E s t a  lista es el v a l o r  de la v a r i a b l e

t e r m i n a l e s ,  es d e cir, t e r m i n a l e s  « ( (2 (CU 11) (2 (BS 1))

(4 (BS 2)) (4 (BP 1)) (5 (BP 2)) ). La  v a r i a b l e  t e r - 2  t a m b i é n

r e c o g e  la lista de p n o d o s  sin s u c e s o r e s .  La f u n c i ó n  P E R T E N E C E - 1  

d e v u e l v e  t si un  p n o d o  t i e n e  s u c e s o r e s ,  () e n  c a s o  c o n t r a r i o .

La fun c i ó n  C I C L 0 3  r e a l i z a  la c o r r e c c i ó n  de  la p r o f u n d i d a d  de

los n o d o s  termin a l e s ,  a ñ a d i e n d o  si es p r e c i s o  n u e v o s  n o d o s  y

n u e v o s  arcos. T a m b i é n  d e t e r m i n a  los c o n j u n t o s  G y P.

La f u n c i ó n  P E R T E N E C E - 2  es p a r e c i d a  a P E R T E N E C E - 1 .

P E R T E N E C E - 2  es c o m o  la f u n c i ó n  " m e m b e r "  de LISP, p e r o  d a n d o  T r u e  o 

False, m i e n t r a s  q u e  P E R T E N E C E - 1  d e t e r m i n a  la p e r t e n e n c i a  d e  un 

n o d o  a una lista, t e n i e n d o  en c u e n t a  q u e  sus a r g u m e n t o s  v i e n e n  

d a d o s  c o m o

I p r o f u n d i d a d  (nodo n u m e r o ) ) ,  y 

( (nodo n u m e r o )  ( (nodo n u m e r o ) . . . )  )

I.4.- Ejemplo.

La a p l i c a c i ó n  de A R - A A  y G R A - A R B  p a r a  el e j e m p l o  11-Í.l nos 

d a  el ár b o l  Y / O  a l t e r n a d o :



F i g u r a  1.4.1. <P D , 1 >

/

A  
/ \ t \

<PE.1>

I I

< C U , l >  <AF,1>

^ P D , 2 >

^ D S , 1 >  «. M C . W

vAF.2> «. M C  , 2 >

^BS , 3>

v B P , í:>

c o n  I»'' * I v h S ,  l>, «.BS, ¿>, <.ns. J > .  <Bf, I . ‘hH. l’>|



F i g u r a  1.4.2. <PD,1>

A
/ \J S

\/
/

/

/ \
\

• t 

<P E , 1 >  <P D . 2 >

•k
K

i \
\

I I  • *

C C U , 1 >  < A F , 1 >  < B S , 1 >  < M C . 1 >

<A F . 2 >  < B S , 4 >  ^ M C . 2 >

• I I )

< B A , 1 >  <H S . Ü >  < B S . 3 >  BF,i>

I -  ̂ ■
í :
(

i i
<.BS,ü' 'bP.3^

p u e s :

- e l  ú n i c o  ii udu  t e r a i n a l  n o  d e  l>" ' e s  ■ C L  , 1 > ;  t oB(<v

l>rof «ind i d a d  p a r ,  s e  i n c l u y e  e n  F' s i n  ninsiinái « o d  i I i c a c  i ó n  : 

a s i :  P  = < ‘ Cl', 1 > I .

-  L o k  d e n a s  n o d o s  t r r « s i n n l e s  e s t á n  e n  I»’'; e l  ú n i c o  «jue 

t i n n e  p r o f u n d i d a d  i n p n r  e s  <.BP, 1.’.'; p a r a  l o s  <le»fis c t  

p r e c i s o  a ñ a d i r  u n  a r c o  s u p l e m e n t a r i o ,  q u e d a n d o  f i n a i n r - n t e  

G  « ( < B S .  4 > .  < B S .  5 > .  ^ B S ,  6 > ,  < B P .  2 > ,  *-BP,

1 . 4 . I .- S o t H S .

E »  e v i d e n t e  q u e  P .  I d e  l a  d e f i n i c i ó n  l . J . 2 .  y i^or t a n t o  e i  

p r o b l e m a  d e  d e d u c c i ó n  P.  1 , e *  e q u i v a l e n t e  a l a  e \ i  Rl t-tic l « o n  J ( I 

d e  « - c a m i n o  d e  ^ A .  1>  a  ü .



A c a b a m o s  de v e r  c ó m o  a p a r t i r  de un p r o b l e m a  de  d e d u c c i ó n  

(CL, D ) H -  A h e m o s  l l e g a d o  al p r o b l e m a  e q u i v a l e n t e  de e x i s t e n c i a  de 

^ - c a n i n o  en un c i e r t o  á r b o l  Y / O  J(A) = <E, S>. A d e m á s  en el

p r o c e s o  hemos c o n s t r u i d o  u n o s  c o n j u n t o s  ú y P.

N u e s t r a  idea es a s o c i a r  un Juego al p r o c e s o  d e d u c t i v o ;  e n

este sentido, los e s t a d o s  gan a d o r e s ,  Q, c o r r e s p o n d e r á n  a f ó r m u l a s  

que s a b e m o s  que son v á l i d a s ,  y los p e r d e d o r e s ,  P, a f ó r m u l a s  que 

r e s u l t a n  i n d e m o s t r a b l e s  en  n u e s t r a  base de c o n o c i m i e n t o H .

2.1.- Definición.

Dado un p r o b l e m a  de d e d u c c i ó n  c o m o  el d e s c r i t o ,  e s t o  es, 

d a d o »  JÍAI = <h'. S>, ü, y P, se llama juego deductivo asociado al

p r o b l e m a  de d e d u c c i ó n  al j u e g o

= v E , K , T , G , P >

doitdf* T 3 {nodos de p r o f u n d i d a d  parj, y K v i e n e  d a d a  por:

V s í ^ K  H « s ) = U b ( s » .

. 2 . - Vjf .lí.s .

F.« t r IV i I  I omiM'obnr «jue c u m p l e  las condtríüin'v de la

dt*f t n ir ion 1-2.1.

Kl luf^o tal I o w o  r o n s t r u K Í o .  no es i m  r i pi t* i .if) I e en

S i n  v e r t e o s  que efc i s o m o r f o  «  un  q»u

r f M k i l t n  ><»*r ur>i» l o u í » i l f  »  i  e»* i  n t  e r p r e  t nb 1 **n ^ r n l o s ,

en t r t  quf» h »» f i  nt f  l l u g a d o r  qu»» c o m i e n z a .  i i  l o  nue 1 n m iH im i .

H-  Cib l ig;% f» qtí»* »• l i n i c i . ' t l  se a  de T .  ( \ r r  N o t a  I L .

ICn e fecto. dí»«lo » <K,H , r , ü , P > ,  c o n s  Ideremo!» o 1

V K^.Hj ,Tj .lí, ,Pj> dnilo por:

K , - k « <0, I 1

H, drtda ^n^.l> n^ H n^. ^

r, » Itt.l» ‘ E^)

(1̂  * (tn.O* * : K(n* *

P^ * j : Kíní « í*|.



Es c l a r o  q u e  e s t e  J u e g o  e s  i n t e r p r e t a b l e  e n  ^ r a f o s .  s i n  « ¿ 8  

q u e  t o n . \ r  N = E, R ’ = R, y F = ( n  E : B ( n )  = 0|.

C o n s i d e r e m o s  a h o r a  la c o p i a  ^ ^ 2 * **2 '^2 *^2 ’̂ 2“̂ d a d a  por:

E j  = { < n , 0 >  c  Ej  : p r o f t n )  i n p a r )  "  

{ < n , l >  ^  E j  : p r o f ( n l  p a r í

E s  c l a r o  t a m b i é n  q u e  l a  a p l i c a c i ó n  ♦rfc — • E ,  d e f i n i d a  p o r :

♦  < n  í

'2

< - n . U ^  s i  p r o t t n l  e s  i n p a r

< n . l >  s i  p r o l í n »  e s  p a r  

e s  tin i s o B o r t ' i s B o  d e  | u e « o s .  i V e r  l.'J.irSi

2 . 3 . -  f e o r e j i a .

K n  l a s  c o n d i c i o n t ' b  a n t e r i o r e s :

U. l.. h |  H *  A  3 e s t r a t e g i a  « a i i a d o r r t  p n r f t  «.A. l> cii e l  . f u e g o

l’ t Mflia :

h a s t n  f l c m o s t r a i  q u e

3 ( ' s t r a t e ü i a  s a n a d o r a  p a r a  « ,A. 1-• o n  f*í u i p «;o  • •

? «;' ' C a m i n o  d e  * A ,  1 • m  G  e n  .11 A ) = 'fe. í> '

V Prtra p r o b a r  e s t o ,  b n s i a  v e r  q u e  e l  c í a l o  K ,  S >  q u o  íse c o n s i d e r a

í*n *» I t p o r e n i n  l l - t . H )  e s  p r e c  1 K a r e e n l «- J « A 1 ,  > . i p l i c n r  e l  p r o p i o

t p o r « - » a  l l - i!. H J .

P a r a  e v i t a r  c o n t u s i o n e s .  i l a n e B o s  S  It r e l a c i ó n  n o t a d a  c o n o

á  e n  I I - 2 . 1 0 .

S i  s T :

« t i e n e  p r o t u n d i d n d  p a r  e n  J í A I  •» s e s  0 1  i « e n  ú n i c a m r - n t o

fie I - a r r o s  1 p o r  s e r  J < A )  a i t e - m m i t .  )

S « s '  e < ! n , ) .................i n ^ n  •

R» k » = U Stí í »  a <n^. . . .  . n̂  I ^

& * { % )  e ( ( n |  : n t  H < « M  = ...( M  = S * t í .



SI 8 íí T;

s t iene p r o f u n d i d a d  i m p a r  en J(A) ^

s es o r i g e n  ú n i c a m e n t e  de un k - a r c o

S < s )  a { { n ^  t • • • f \

R ( b ) a U  Sis) = {n^ , ... , n^^)

S*(8t = {R(a>} » {(n^ , ... , n ^ n  s S(a)

con lo que <Ei S*> = <•£» S>. *

2.I.- Acotas.

H e nos ilei{ado asi ai p u n t o  c r u c i a l  de este t r abajo: d a d o  un

p r o b l e m a  de d e d u c c i ó n  {CL, D) A, h e n o s  c o n s t r u i d o  un j u e g o  y

un e s t a d o  del iueifo 1>. de  m a n e r a  q u e  el p r o b l e m a  de d e d u c c i ó n

se r e s u e l v e  af i rmat i vaiRcnte si y so l o  si e x i s t e  una e s t r a t e g i a

i^anadoi’a del juei^o p a r a  ese e s t ado.

A m b o s  p r o b l e m a s  p r e s e n t a n  a s p e c t o s  y d i f i c u l t a d e s  similare>>. 

Si p u d i é s e m o s  c o n s i d e r a r  el á r bol c o m p l e t o ,  "vi e n d o "  la e s t r u c t u r a  

del p r o b l e m a  p o d r í a m o s  suijerir estrateicias de r e s o l u c i ó n .  P e r o  

fo r z o s a m e n t e ,  la m a q u i n a  li m i t a  rs t a  p o s i b i l i d a d  y, s o b r e  todo, la 

m a q u i n a  no p u e d e  '’vi*r“ ni e x t r a e r  c o n c l u s i o n e s  de m a n e r a  i n t u i t i v a  

(no f o r m a l i z a d a ) ,  siiiu que esamiriará l udas las pos i b i 1 i dadess, 

incluHu las que d e H e c h a r  i am o s  uti s i m p l e  vistazo.

\ l<» l'«rao la p r e s a n  le m e m o r i a  liemos i n s i s t i d o  e n  la

dtfiriiItMil ilí* <*ncont rar est rat <•»? ina u a n a d o r a s  pa r a  .luewon.

ll/tbiaremoM aquí <le 1h d i f i c u l t a d  del p r o b l e m a  de d»»durcioii.

Kii p r i m e r  h m a r  r e p e t i r e m o s  que nos h emos c e ñ i d o  al c a s o  

p r o p o M  i c I ona 1 . Hay iliferencia t u n d a m e n t a l  con ei caso de la

toxica de p r i m e r  orden: la prov>os i c i ona 1 rs tjecuJibU* > í n

de p r i m e r  o r d e n  es i n d e c i d i b 1e . Ksta d i f e r e n c i a  esenc lal r e Hulta, 

i»n las m a q u i n a s ,  -le tipo s e c u n d a r i o ;  no importa el c a r á c t e r  

flecidible o no; lo que nos i m p o r t a  es que, si el p r c ^ r a m n  no q u e d a  

h|o<|uendn. nos d a r á  una r e s p u e s t a  p u s i l i v a  o neiiativa. K s t a  es, 

por ot rs vsrtf*. u n a  p e ro< ru l 1 a d a ! si d e m o s t r a m o s  un r e s u l t n d o  (con 

o n l e n a d o r  o c o n  pap.*l v lapial, el r e s u l t a d o  q u e d a  p r o h n d o  poi m a s  

que la lódics en c u e s t i ó n  ses i n d e c i d i b l e .  v «i no l o í r a m o s  

demustri«r un r**«ul»ado, 1 p r u e b s  q u e d a r A  en el aire, p « r  m a s  q u e  

la lógica sea d e c l d i b l e .  En o t r a s  p a l a b r a s :  lo que n o s  i n t e r e s a  es 

c o n o c e r  la d e m o s t r a c i ó n  <lel r e s u l t a d o ,  y la j u s t i f i c a c i ó n  de rails



paso de la d e m o s t r a c i ó n ;  en  las m á q u i n a s ,  los s i s L e s a b  e x p e r t o s  

d e b e n  p o d e r  J u s t i f i c a r  sus d i a g n ó s t i c o s  o c o n c l u s i o n e s .

De sde el p a n t o  d e  v i s t a  a l g o r í t u i c o ,  la l ó g i c a  de p r i n e r  

o r d e n  p r e c i s a ,  p a r a  la a p l i c a c i ó n  de las r e g l a s ,  del p r o c e s o  de 

u n i f i c a c i ó n  d e  v a r i a b l e s  y t é r a i n o s ,  u n i d o  al d e  " s k o l e B i z a c i ó n” 

de las fórmulas, p a r a  d e s p u é s  s u f r i r  u n  t r a t a n i e n t o  s i m i l a r  ai

p r o p o s i c l o n a l . Así, la p a r t e  d e d u c t i v a  es s i a i l a r  e n  a a b o s  c a s o s .

L l e g a d o s  a e s t e  punto, d i r e a o s  que, h a s t a  d o n d e  c o n o c e a o s .  

hay d o s  m a n e r a s  b á s i c a s  de e n f o c a r  a e c á n i c a a e n t e  el p r o b l e m a  de 

d e d u c c i ó n ,  c a d a  una c o n  una c a n t i a d a d  d e  v a r i a n t e s  y a l g o r i t m o s  

r e l a c i o n a d o s :  R e s o l u c i ó n  y A ü  {ver por e j e m p l o ,  ( N l i . l D E l )

La R e s o l u c i ó n  se b a s a  en el p r i n c i p i o  d e  R e s o l u c i ó n  

(Robinson, I9b5t; se a ñ a d e  la n e g a c i ó n  de la c o n c l u s i ó n  al 

c o n i u n t o  de  c l á u K u l a s ,  y se i n t enta d e m o s t r a r  la i n c o n s i s t e n c i a  

del c o n j u n t o  «si o b t e n i d o .  P a r a  este fin, se v a n  a ñ a d i e n d o  al

f o n i u n t o  las " re-so l \ e n t e s "  de c a d a  dos c l á u s u l a s  (la r e s o l v e n t e  de

dos c l á u s u l a s  es la c l a u s u l a  o b t e n i d a  u n i e n d o  jas d o s  y 

s u p r i m i e n d o  las t o r n u l a s  e l e m e n t a l e s  q u e  a p a r e z c a n  n c e a d a s  y 

a f i r m a d a s ) ,  y p r o s e n u i r  asi h a s t a  que a p a r e z c a  la c l á u s u l a  x'acia,

lo q u e  indi>~ara la i n c o n s i s t e n c i a  y p o r  t a n t o  la r e s p u e s t a

a f i r m a t i v a  41 pronleraa d e  d e d u c c i ó n  p l a n t e a d o .

I.as v n r i . i n t « ' K  df*l n e i o d o  s e  d e b e n ,  l undí*»*'<ji « <  mc*nl r  , ai  

o r d e n  e n  s*- «‘m p a r e  t a n  l a s  c l a u s u l a s  p a r a  i r  ot»i e n  i fiior i a s

¡ « i i r e s i v a s  r e s o  J e s  .

Se t r a t a  dt> an m é t o d o  b a s t a n t e  bueno, v mu> f M r n u i « J o ;  i»oi 

ejemplo, el leMi?«jaie J'ROLütj no es «as que u n a  r e a l i z a c i ó n  con» let.-» 

de la r e s o l u c j o n .

T i e n e  una «lept^nnenc 1 a m u y  erando del o r o e n  e l e a i d o :  

por e.ieaplo, u t i l i z a  en  su e s t r a l e u i a  el o r a e n  e n  que n a y a m o s  

e s c r i t o  las c l á u s u l a »  e n  el p r o g rama: e s t o  ha c e  que a v e c e s  un

p r o g r a m a  q u e d e  b l o q u e a d o  p o r  u n a  p r e g u n t a  que, c o n  o t r o  o r d e n  de 

e s c r i t u r a ,  t e n d r í a  una r e s p u e s t a  tri\ial.

AO es uii aliíojítmo do b ú s q u e d a  en « t a f o s  V/u. « A'.J sor, J hs 

i n i c í a l e *  «le ANL'/uR ) . q u e  p r o p o r c  1 oiia un ff-camino d e s d e  un nodi> 

r|«do a un c o n i u n t o  de n o d o s  o b j e t i v o s .  A O  i>ioi»orc i o n a  s-c^mino*» <10 

r o s t e  irinimal, s u p o n i e n d o  q u e  ios n o d o s  y los c o n e c l o r e s  t i e n e n  

a s o c i a d o  un  coste.



A O  va c r e a n d o  un «trafo de b ú s q u e d a  q u e  c o n t i e n e  ios n o d o s  ya 

d e s a r r o l l a d o s  y los a r c o s  c o r r e s p o n d i e n t e s ,  J u n t o  c o n  un « r a f o  

s o l u c i ó n  p r o v i s i o n a l  q u e  c o n t i e n e  las m e j o r e s  s o l u c i o n e s  p a r c i a l e s  

h a l l a d a s  h a s t a  el mom e n t o .

A U  p r e s e n t a  v a r i a n t e s  b a s a d a s  e n  c i e r t a s  r e l a c i o n e s  de 

a c o t a c i ó n  de las f u n c i o n e s  de e v a l u a c i ó n  de n o d o s  y arco^, asi 

co m o  en el o r d e n  de e x p a n s i ó n  de nodos. Se t r a t a  de un  a l g o r i t m o  

c o s t o s o  , de r e l a t i v a m e n t e  p o c o  uso p a r a  p r o b l e m a s  de d e d u c c i ó n :  

se u s a  a l ^ o  m á s  p a r a  juegos, pero, d e b i d o  a su n a t u r a l e z a  

e x h a u s t i v a ,  s u e l e  r e s e r v a r s e  p a r a  f i n a l e s  de p a r t i d a s .

H e n o s  v i s t o  asi las d i r i c u l t a d e s  t a nto de e n c o n t r a r  

estratei{ias ttanadoras pa r a  juegos, c o m o  de r e s o l v e r  el p r o b l e m a  de 

d e d u c e  i o n .

En el c a p i t u l o  a n t e r i o r  h e m o s  v i s t o  c ó m o  la e s t r a t e g i a  

nos p e r m i t í a  h a c e r  un m o v i m i e n t o  de un ,|u«*V!o iju*», sin fo r j a r  parte 

con seKuridiid dr u n a  e s t r a t e g i a  g a n a d o r a ,  i>s uii b u e n  m o v i m i e n t o  en 

f u n c i ó n  cIp 1/4 p r o f u n d i d a d  del o x a m e n  v d e  las f u n c i o n e s  

h«*uriatiras e m p l e a d a s .

,A lii v i s t a  del t e o rema 2.J cabe p r e g u n t a r s e  s o b r e  el s e n t i d o  

que p u e d e  liMier la a p l i c a c i ó n  de al j u e u o  p a r a  tratar el

prcolemj» de d e d u c c i ó n ,  tíed i c a r e m o s  a e s t o  el s i g u i e n t e  apart a d o .

>.3.- D E D U C C I O N .

J . 1 . - , is . -

Llf«tnaiidu <t-ft Üftiuccion al p r o c e s o  t e ü u  1 t n t i K *  d e  l a

a p l i c a c i o r t  d r  'i-f* n  l o s  p r o c e s o s  d**<iuc l i v o s  , l o  p r i m e r o  q u o  i>e

« i b s i ' r v a  **h  q u e  l a  *f-í< d e d u c c i ó n  n o s  d a  uit pftf«o p o r  e t a p a ,  e a l o  e s ,

l a  r « * K p u e < i t a  t í p i c a  d e l  s i s t e m a  e s  d e l  t i p o :

" p a r a  d « » m o » t r a r  t a l  f o r m u l a  e s  c o r v i * n i e n t e  d e m o s t r a r  t a l  

f ó r m u l a  t o  t a l e i  f ó r m u l a a l * * .

I.a srgunrla c a r a c t e r í s t i c a  i m p o r t a n t e  v i e n e  da<ia por las 

runcion»»»! h»*tir I at l«. as d*» »»valuarión de nodo». Al los nL>d«jH

í t»rin t t*a I r  •* d^ P c. biru de *1, es c l a r o  que H o l o  nec* R i t a m o s

dos v a l o r a s ,  por ej»*mplo -I y 1. Los r o d o s  de f p t o N i e n e n  de las 

p r o p o s  ic io>ies i n d e m o a t r a b l e s  p a r a  la b a s #  d e  c o n o c i m i e n t o s  (que si 

no p o d e m o s  <*vitarlaa nos h a c e n  p e r d e r  el J«ie«o, e » t o  es, no nos



p e r m i t e n  r e a l i z a r  la d e m o s t r a c i ó n ) ,  y los n o d o s  de G p r o v i e n e n  d e  

las h i p ó t e s i s  (que si n o s  r e d u c i m o s  a e l l o s  nos h a c e n  g a n a r  el 

Juego, es t o  es, t e r m i n a r  la d e m o s t r a c i ó n  c o n  éxito).

N a t u r a l m e n t e ,  e s t o  no im p i d e  q u e  p u e d a n  a s i g n a r s e  v a l o r e s  

e s t á t i c o s  d i s t i n t o s :  en el e j e m p l o  11 > 1 . 1  de  los p r é s t a m o s ,  es

p e r f e c t a m e n t e  p o s i b l e  q u e  sea m á s  fácil p a r a  u n  b a n c o  el e v a l u a r  

si un c l i e n t e  t i e n e  b u e n  s u e l d o  q u e  el e v a l u a r  si el c l i e n t e  e s  

b u e n a  persona. Asi, u n a  d e m o s t r a c i ó n  b s s a d a  en  q u e  el c l i e n t e  

t e n g a  buen s u e l d o  s e r á  '’más  barata** que o t r a  q u e  p r e c i s e  d e m o s t r a r  

que se trata de u n a  b u e n a  p e r s o n a .

Por ú l t i m o ,  s e ñ a l a r e m o s  q u e  no g a r a n t i z a  q u e  el

m o v i m i e n t o  p e r t e n e z c a  a u n a  e s t r a t e g i a  g a n a d o r a ,  p e r o  n o s  a c o n s e j a  

un b u e n  m o v i m i e n t o  d e s p u é s  d e  d e s e c h a r  u n a  b u e n a  c a n t i d a d  de  

oiovinientos inútiles. Del m i s m o  modo, la tt-P d e d u c c i ó n  p r o d u c i r á  

un r e s u l t a d o  de s e m i d e c i s i ó n : si d e m o s t r a m o s  la f ó r m u l a .  d e s d e  

lueffo que la f ó r m u l a  es d e m o s t r a b l e ,  p e r o  bi no l o g r a m o s  ia 

d e m o s t r a c i ó n ,  no p o d e m o s  a s e g u r a r  q u e  Ja f ó r m u l a  e s  i n d e m o s t r a b l e .  

La venta.íH e s t r i b a  en que, c u a n d o  se r e a l i c e  la d e m o s t r a c i ó n ,  se 

h a b r á  r e a l i z a d o  c o n  un c o s t e  b a s t a n t e  m e n o r  en t i e m p o  y m e m o r i a  

que m e d i a n t e  u n  p r o c e s o  e x h a u s t i x o .

ProBíJtmas AEDEU y  AHÜALX.

N o s  p l a n t e a m o s  a h o r a  l a  r e u n i ó n  d e  l o s  d i s t i n t o s  ros.ui t a c o s  

o b t e n i d o s  e n  l a  m e m o r i a ,  p a r a  c o n s t r u i r  u n  p r o g r a m a  q u e  im|>Jeiuf-nte 

e l  p r o c e s o  d e l  q u e  h e m o s  e s t a d o  h a b l a n d o  e n  e s t e  a p a r t a a o ,  > q u e  

h e m o s  d e n o m i n a d o  <ic«luce i o n .

3 . 2 . 1 . -  hroer/im/t AhOft ) .

Ide a b d e d  (e s d a t o s  ob,ieti\oí 

( load " g r a - a r b . 1 1“>

(g r a - a r b  e s )

(load “ar - a a - 2  . 1 1 ** I 

(a r - a a  ee s s )

( load " a a - a a j .11" I 

( aa-aa.^ d a t o s  e e e  t

(setq lista o b i e t i v n s  -list llist o b j e t i v o  II»)

( load ‘’abd a u x  . 1 1 ** )

( c i c l o 4 ) 1



3.2.2.** Acotas.

B a t e  p r o g r M i a  t o a a  c o b o  a r g u m e n t o s  u n  g r a f o  Y/O, <e ■>» u n  

c o n j u n t o  d a t o s  x u n  o b j e t i v o ,  q u e  r e p r e s e n t a n  las reglas, l a s

p r a a i a a s  y la c o n c l u s i ó n  c o r r e s p o n d i e n t e s  al p r o b l e m a  d e  

d e d u c c i ó n .  El p r o g r a m a  r e a l i s a  los p a s o s  p r e v i o s  a la a p l i c a c i ó n  

d e l  a l g o r i t m o  a~P, es d e c i r ,  e n  p r i m e r  l u g a r  t r a n s f o r m a  el g r a f o  

Y / O  e n  u n  á r b o l  Y / O  y o c a s i o n a l m e n t e ,  m o d i f i c a  el c o n j u n t o  d a t o s .  

P a r a  e l l o  c a r g a  y e j e c u t a  el p r o g r a m a  Q R A - A R B .  La s a l i d a  de e s t e  

p r o g r a m a  la n o t a m o s  p o r  ee y ss, y s e r á  a s u  v e *  la e n t r a d a  d e l  

s i g u i e n t e  paso. R e s p e c t o  al p r o g r a m a  Q R A ~ A R B ,  nos r e m i t i m o s  al 

c a p í t u l o  II, y más c o n c r e t a m e n t e  al a p a r t a d o  11-3.6.

Bn s e g u n d o  lugar, se t r a n s f o r m a  el á r b o l  Y/O, o b t e n i d o  e n  el 

p a s o  a n t e r i o r ,  e n  un á r b o l  Y / O  a l t e r n a d o  y o c a s i o n a l m e n t e ,  

t a m b i é n  m o d i f i c a  el c o n j u n t o  datos, p r o b a b l e m e n t e  m o d i f i c a d o  e n  el 

p a s o  a n t e r i o r .  En es t e  c a s o  se c a r g a  el p r o g r a m a  A R - A A - 2  y lo 

e j e c u t a .  La s a l i d a  de e s t e  p r o g r a m a  la n o t a m o s  p o r  eee y aas, que 

s e r á  a su v«z la e n t r a d a  e n  el s i g u i e n t e  paso. R e s p e c t o  a e s t e  

n u e v o  progr a m a ,  nos r e m i t i m o s  ai c a p í t u l o  II en su a p a r t a d o

11*3.7. S o l a m e n t e  h a c e m o e  la s a l v e d a d ,  ya c o m e n t a d a  en el p r e s e n t e  

c a p í t u l o ,  de que h e a o a  m o d i f i c a d o  el p r o g r a n a  o r i g i n a l  que allí 

figura, i n c l u y e n d o  en los e l e m e n t o s  del c o n j u n t o  de n o d o s  e e e  la 

p r o f u n d i d a d  de d i c h o s  no d o s .  Este c a m b i o  es d e b i d o  a que en el 

s i g u i e n t e  paso nos ea n e c e s a r i a  la p r o f u n d i d a d  de loa nodoa. D i c h a  

m o d i f i c a c i ó n  ti») p r o g r a m a  es m í n i m a  r e s p e c t o  a la c o d i f i c a c i ó n  

d a d a  en 11-3.7, y por tanto, no i n c l u i m o s  aquí la c o d i f i c a c i ó n  

c o r r e s p o n d i e n t e .

11 ü l t i a o  pa s o  p r e v i o  a la a p l i c a c i ó n  de lo da  el

p r o g r a m a  AA^AAJ, que c o n a i a t e  en a d e c u a r  la p r o f u n d i d a d  de loa 

n o d o s  t e r m i n a l e a  y la f o r m a c i ó n  d e f i n i t i v a  d e  loa c o n j u n t o a  G y P 

u t i l i s a d o s  en la d e f i n i c i ó n  del J u e g o  d e d u c t i v o .  Eate p r o g r a m a  

t o m a  c o m o  a r g u m e n t o  la s a l i d a  de A R * A A > 2  y aAade, ai p r o c e d e ,

c o p i a s  d e  n o d o s  t e r m i n a l e s ,  f o r m a n d o  d e f i n i t i v a m e n t e  los c o n j u n t o s

O  y P. P a r a  más e x p l i c a c i o n e s  nos r e m i t i m o s  al a p a r t a d o  1 . 3 . 3 . 3  de 

• • t e  c a p i t u l o .

Por vil timo, el p r o g r a m a  A B - O E D  c a r g a  el p r o g r a m a  A B - D A U X  

q u e  a p l i c a  el a l g o r i t m o  «•fi a la s a l i d a  A A * A A J , pa r a  r e a l i s a r  la 

d e m o s t r a c i ó n ,  si es p o s i b l e ,  del p r o b l e m a  d e  d e d u c c i ó r  ó b i e n  d a r  

«l m e n s a j e  d e  "no p u e d o  h a c e r  la d e m o s t r a c i ó n " .



A n t e s  de d a r  la c o d i f i c a c i ó n  del p r o g r a m a  A b - D E D ,  

puntuaiizaraos u n  a s p e c t o  q u e  t r a t a m o s  c u a n d o  h a b i a b a a o s  de árbol 

de  la J u g a d a  h a s t a  u n a  p r o f u n d i d a d  igual a c o t a  e n  el a p a r t a d o

I I I - l . l . l .  En a q u e l l a  o c a s i ó n ,  c o n s i d e r á b a m o s  u n a  c o t a  de

p r o f u n d i d a d  e n  el d e s a r r o l l o  del árbol d e l  Juego. A h o r a  v a m o s  a 

o b v i a r  la c o t a  de p r o f u n d i d a d  p u e s  p e n s a m o s  q u e  es m e j o r  q u e  las 

l i n i t a c i o n e s  en el d e s a r r o l l o  del árbol de j u e g o  las p o n g a  la

p r o p i a  n á q u i n a t  e n  vez de p o n e r l a s  n o s o t r o s  e x p l í c i t a m e n t e  e n  el

pr o g r a n a .  De e s t a  m a n e r a  la a~P d e d u c c i ó n  va a ofr^^cer t res 

p o s i b l e s  r e s u l t a d o s .  La p r i m e r a  p o s i b i l i d a d  es  q u e  se lo g r e  la 

d e m o s t r a c i ó n  del p r o b l e m a  d e  d e d u c c i ó n .  P a r a  el c a s o  de que e s t a  

d e m o s t r a c i ó n  no se a l c a n c e  t e n e m o s  a su v e z  d o s  p o s i b i l i d a d e s ,  una 

es que el p r o g r a m a  nos d é  el « e n s a j e  "no p u e d o  h a c e r  la

demostración** c o m o  ya h e n o s  d i c h o  antes, y o t r a  c o n s i s t e  en q u e  el 

p r o g r a n a  q u e d e  b l o q u e a d o  p o r  falta de m e m o r i a  p a r a  r e s o l v e r  ei 

p r o b l e n a  de  d e d u c c i ó n  en c u e s t i ó n .  En e s t e  ú l t i m o  c a s o  no p o d e m o s  

d e c i r  si el p r o b l e m a  de d e d u c c i ó n  ti e n e  o no d e m o s t r a c i ó n .

E ste ú l t i m o  p rograma, q u e  c o m e n t a r e m o s  m á s  a m p l i a m e n t e  en el 

s i g u i e n t e  a p a r t a d o ,  c o m i e n z a  c r e a n a o  u n a  1 i s t a _ o b j e t i v o s  q u e  se 

o b t i e n e  del objetive» o r i e i n a l .  i n c l u y e n d o  e n  el n o d o  el n ú m e r o  1. 

La f i n a l i d a d  es que e x i s t a  c o m p a t i b i l i d a d  e n t r e  las e n t i d a d e s  

po r  los d i s t i n t o s  í-ro«?ranias » n ó t e » e  q u e  t a n t o  A R - A A - ‘¿ 

r o m o  -XA-AAJ t r a t a n  con < n o d o  . n ú m e r o  ;► en ver de s i m p  J onr* nte n o a o  » . 

Kl urocratna se e j e c u t a  l l a m a n d o  h la f u n c i ó n  tICl.O-1. que sera 

tAmbiéii t r a t a d a  en  el s i í u i e n t e  a p a r t a d o .

3 . 2 . 3 . -  Prnurana AB~DAL'X.

(de C 1 C L 0 4  1 I 

I»! inull l i s t a „ o b j e t  1 v o s )

"Fi n  de la d e m o » t r a c i o n "  I 

( setq n b j  (car 1 i s t a _ o b j e t i v o s J

1 i s t a _ o b j e t i v o s  icdr 1 i s l a _ o D j e t i  vesí 

objl (JIKIADA obj » 

s uc s  I St’CES 3  o b j l )  I 

(print " p a r a  d e m o s t r a r  " obj " hay q u e  dcroostrar " objl)

(if f and Inull fucs) <»eiiiber objl gil 

(print objl " ea un  d a to"!

(pr.nt "para d e m o s t r a r  " objl " h a y  q u e  d e f o s t r a r "  s u c t J > 

fif í e v e r y  'TEST suca) » C I C b 0 4 » ) H



(de T E S T  (n)

( cond í(not { m c m b e r  n p M  (setq 1 i s t a _ o b j e t i v o s

(cona n l Í 8 t « _ o b J e t i v o 8 ) I )

(t ( p r o g n  I p r i n t  "no p u e d o  h a c e r  la d e B o a t r a c i o n " ) 

( ) ) ! ) )

(de J U G A D A  (n»

( c adr (M E J O R  ( « a p e a r  ’( lamb d a  (x) (liat ( V A L ü R - B  x ()) x))

(SUC E S 3  n) ) ) I )

(de M E J O R  ( l )

( c o n d  l ( »  1 ( i e n i { t h  i l )  ( c a r  1 ) )

( c a a r  It ( c a a d r  I M  ( M E J O R  ( c d r  l ) t l  

( t  ( m e j o r  l e o n a  ( c a r  ll ( c d d r  1 M ) M )

( d e  DIF ( X  y »

(c o n d  ((n u 11 x t II)

((■enber (car x) yl lUlF (cdr xl y)l

(t (cona (car xl ( t)J K (cdr xl yll )) I

( d e  V A L O R - A  ( n  v b p l

t leí ( 1Huc (S U C E S  í m i l  

( co n d  ( ( nva l 1 auc I ( li n I I

( t ( let ( ( vp (II ( s u c - a u x  su*’ I I

I wh i 1 tf HUI. -aux

(setu ns (c«r »nc-aii\l s u c - a u x  (cdi s u c - hii\ M  

(<(elM vnt-l> (VAl.oK-U tis vpl)

( i f  ( M K N i í W - l i i l  Al. v H l - h  v p l  (I 

I p r o K i i  ( M e t ' i  v p  v « l - b l

lil (M A V U K - l ü l A L  v p  vbpí (setq s u c - a u \  i M  

) » n  \ p M  I n

(lie V V L O R - H  ( n  v<tp I

(let ( ( Ruc ( II ( I I

( c o n d  l ( n u l l  sur» i H  n l l

(t ( l e t  ( ( v p  ( I I  ( » u c - a u x  « u c í I  

( wh l l e  Muc-au't

( «etq n* (c«r « uc-auxl « u c - a u x  (cdr * u c - * u \ l l  

I tet»! v a l - a  ( S A L O R - A  nn v p M  

(tf ( M A Y O R - H l U A L  v a l - a  vpl (I 

( p r o c n  (setq vp va i-al

(if (MENOR-lUUAt, v p  v«pl (* e l q  * u c - a u x  (II 

1)11 vp n  M  I

l ;-n*



(de M E N O R ' I G U A L  (a b)

(if (or (nuil b) (nuil a)) (} (<= a b))l

(de M A Y O R - I G U A L  (a b)

(if (or (nuil b) (nuil al) (} (>= a b)))

(de H (n)

(cond ( ( m e m b e r  n gl It 

((m e m b e r  n pI -1)

(t O n  >

(de S U C E S 3  (n)

(prog ( r e s u l t  í

( m a p c a r  ' ( l a m b d a  ix)

( i f (equal n (car n ))

(setq re s u l i  (a p p e n d  ( c a d r  x) r e s u l t » ) ) )  & j >

(r e t u r n  r e s u l t )  ) I

3.2.4.- Sotas.

La f u n c i ó n  C 1 C L U 4 .  a c t ú a  de la s i g u i e n t e  forma: c u a n d o

1 i sta_obJeti v o s  sea vacia, d e v u e l v e  el n e n s a j e  " F i n  de la 

d e m o s t r a c i ó n”, p a r a  i n d i c a r  que se ha d e m o s t r a d o  el p r o b l e m a  de 

d e d u c c i ó n  dado. En c a s o  c o n t r a r i o ,  a s i g n a  a la v a r i a b l e  ob,j »»1 

p r i m e r  e l e m e n t o  de 1 i sta. ob.iet i v o s , e l i m i n a  el p r i m e r  e l e m e n t o  de 

l l sta_ob,iot i v o s . a s i g n a  a objl el r e s u l t a d o  d e  « p i l c a r  el 

a l g o r i t m o  a o b  i y h sucs los s u c e s o r e s  de obil. i o n  e s t o

p a s a m o s  a demostra»* ob.i I en vez de o b j . A h o r a  bien, ti su c s  os

v a c i o  ó ob.) I e s t a  pn G. no t<>ndremos que d e m o s t r a r  n a d a  pues obj I

es un d a t o  de n u e s t r o  p r o b l e m a .  F.n c a s o  c o n t r a r i o ,  d e m o s t r a r e m o s  

sucs f»n Vfz dr objl* Af les de d e m o s t r a r  sucs, io cual h a r e m o s  

r e p i t i e n d o  de n u e v o  C l C L t M  a p l i c a d o  a h o r a  a d i s t i n t o s  v a l o r a s  ue 

1 i s t a ^ o b j e t  1 V O S , h e m o s  de ver si no h e mot l l e g a d o  a aleur n o d o  de 

P, en c u y o  c a s o  no p o d r e m o s  h a c e r  la d e m o s t r a c i ó n  y por

c o n s i g u i e n t e  se d e b e r í a  t e r m i n a r  la e j e c u c i ó n  del p t o g r a a a .  P a r a  

e s t e  fin, a p l i c a m o s  la f u n c i ó n  TE S T  a c a d a  e l e m e n t o  de  sucs.

La f u n c i ó n  T E S T  e v a l ú a  si un no d o  t e r m i n a l  no e s t a  en P, en 

c u y o  c a s o  lo a ñ a d e  a 1 i s t a . o b j e t  i v o s . tn c a s o  c o n t r a r i o  l<*rmina el 

p r o c e s o  de d e m u s t r a e  i ó n , i n d i c a n d o  q u e  tal demo»-,t rae i ó n  no es 

posible, es d e c i r ,  i n d i c a  que el p r o b l e m a  de d e d u c c i ó n  c o n s i d e r a o c  

no ^iene d e m o s t r a c i ó n .



Laa f u n c i o n e s  JUGADA, V A L O R - A  y V A L O H - B ,  I m p i e m e n t a n  el 

a l g o r i t m o  y ya fu e r o n  c o m e n t a d a s  en el a p a r t a d o  I I I - 3 . 3 . J .  Lo

m i s m o  o c u r r e  c o n  las f u n c i o n e s  a u x i l i a r e s  q u e  se u t i l i z a n  el la 

p r o g r a m a c i ó n  del a l g o r i t m o  <x-p. E s t a s  f u n c i o n e s  r e c o r d e m o s  que 

eran, M E J O R ,  M A Y O R - I G U A L ,  M E N O R - I G U A L  y DIF.

La f u n c i ó n  S U C E S 3  u t i l i z a  la l ista s.i tal c o m o  la da  AA-AAJ. 

Esta f u n c i ó n  toma c o m o  a r g u m e n t o  un  ^ n o d o , n ú m e r o >  y d e v u e l v e  la 

lista de c n o d o ,n ü m e r o >  s u c e s o r e s  del a n t e r i o r .  E s t a  f u n c i ó n  se r á  

p a r t i c u l a r  de c a d a  p r o b l e m a  de d e d u c c i ó n  q u e  se c o n s i d e r e  

d e p e n d i e n d o  de la c o n f i g u r a c i ó n  de la lista sj q u e  se tenga. Esta 

lista a.) s e  o b t i e n e  de la lista s que tomn c o m o  a r g u m e n t o  AU-DED, 

por laa a u c e s i v a s  t r a n s f o r m a c i o n e s  a q u e  e s  s o m e t i d a  por G H A - A R B ,  

A R - A A - Ü  V AA-AAJ.

Kirialmente, la f u n c i ó n  H eu la f u n c i ó n  de e v a l u a c i ó n  

e s t a t i c a  u s a d a  en la a p l i c a c i ó n  del a l g o r i L m o  a la d e d u c c i ó n .

Eata función, c o m o  ya ae ha d i c h o  e n  las iiutas J.l, d a  v a l o r e s  de 

e v a l u a c i ó n  a los n odos t e r m i n a l e s  de a c u e r d o  al c r i t e r i o :  si un

nodo e s t a  en P su v a l o r  es -1, m i e n t r a s  que si el n o d o  e s t a  en G

se d a  v a l o r  1. La f u n ción II u t i l i z a  los c o n  luntos G y F tal y c o m o

los <la \-\-AAJ .

J . ,1. - \ o  f <1 f'i n a  7 .

► ̂ 1/» m e m o r i a  un t r aba io a c a d é m i c o .  Se ha r e a l i z a d o

H M u i p n i t o  c r i t e r i o »  v e s q u e m a s  p r o p i o *  di* la c i e n c i a  ''pura". Asi, 

h e moH iirewentado la f o rma 1 i íac i on d»* m u r h o H  c o n c e p t o s  que se 

pr«>M(*iitan n o r m a l m e n t e  <le m a n e r a  initeriitMt ha p r o d u c i d o  un

p r o c e s o  <le a b s t r a c c i ó n  que no» ha llevailo « p r e s e n t a r  co m o  

|(lentic'«'( d o <  e n t r u c t u r a »  que a p a r e c í a n  c o m o  d i s t i n t a s ,  > tiernos 

real litado la a p l t c a c i c n  de u n a  e s t r a t e m a  de j u e í o s  a la 

r e s o l u c i ó n  d*- p r o b l e m a s  d e d u c t i v o s .

N o t H s e  que, a u n q u e  para noiiOtroH el p r o b l e m a  lógico

r e p r e s e n t a  un o b j e t i v o  mAs i m p o r t a n t e  que el lüdico, p o d r i a  

pen«ar>«e i»n una api lene ión de la* e s t r a t e g i a s  de r a z o n a m i e n t o  

s u t o m A t i c o  a la biltqueds de e s t r a t e g i a *  g a n a d o r a s  p a r a  .l'iegos,

A e l a r a r e m j s  i g u a l m e n t e  que la m e m o r i a  r»o pr<*tende *et ni 

present-*r un p r o i u c f o  c o m e r c i a l .  Aa(, lo* a l f o r i t m o s  > p r o g r a m a s  

que se p r e s e n t a n  van s i e m p r «  a c o m p a ñ a n d o  c o n c e p t o s  e i l u s t r a n d o  

d i f i c u l t a d e s  t e ó r i c a s ;  a l g u n o s  p u e d e n  r e s u l t a r  I n n e c e s a r i o s  d e s d e



un p u n t o  de v i s t a  o p e r a t i v o .  T a m p o c o  h e a o s  r e a l i z a d o  u n  e s t u d i o  de 

la c o n p l e j i d a d  de los ali^oritmos p r e s e n t a d o s  c o n  o b j e t o  de 

n e j o r a r l a :  se ha p r e f e r i d o  q u e  los a l g o r i t a o s ,  s á s  qu-í r á p i d o s ,

se a n  c l a r o s  e i n t e l i g i b l e s .

P r e s e n t a r e n o s , p a r a  t e r n i n a r ,  a l g u n o s  e j e m p l o s  de

d e d u c c i ó n .

#. 4 . -  E J E M P L O S  a-P D E D U C C I O N .

4 . 1 . -  EJemplo

N u e s t r o  p r i n e r  e j e m p l o  s e r á  el q u e  h e m o s  a r r a s t r a d o  a lo 

lar^o de tod o  el t r a bajo:

C l á u s u l a s :

BS A BA ^ AK

A F  A CU PE

PE PD

BP A BS • MC

BS MC ♦ PD

BP * BA

Datos: <B S ,B P )

P r e t e n d i d a  c o n c l n s i o n :  I'ü

C o n  l o s  a d e c u n d o R  p .  k . i a  l i a o i a d a

i a b d r d  o s  ’ (t>s bp ) ' pd I

p r o d u c e  l a  s a l i d a :

para d e m o s l r a r < pd 1 ) lia> que d e m o s t r a r < pd 2 1

para d e m o s t r a r < P<1 2 ’ ha> que d e m o s t  rar ( ' bs 1

para d e m o s t  rar 1 me 1 ) hay q ue d e m o s t r a r < me 2 }

para d r m o s t  rar (me k \ hay que d e m o s t r a r ( ; hs 2

para d e m o s t r a r ( bp 1 I hay q u e d e m o s t r a r ( bp 3 ̂

( bp 3 ) es un d a t o

para d e m o s t  rar i bs 2 1 hay que d e m o s t r a r ( bs 5 l

( bs 5 y es un d a t o

para d e m o s t r a r t bs i > ii&y que demcsci ar ( bs 6 )

(bs 6 1 es  un d a t o  

Fin de la d e m o s t r a c i ó n



B A D A E F

X A A H

a A D i* A

C 4 D

c A F 4 A

X A C i* A

B * X

X A B D

U E

Datos: (B,C)

P r e t e n d i d a  c o n c l u s i ó n :  H 

S a l i d a  del p r o g r a m a :

p a r a d o n o s t  r a r I h 1 1 h a y q u e d e m o s t r a r ( h 2 )

p a r a d e n o s t  r a r 1 h ■¿ ) h a y q u e d e m o s t  r a r 1 1 X 1 1 1 a 1 1 )

p a r a d e n o H t  r u r 1 a 1 i h a y q u e d e m o s t r a r 1 a i )

p a r a d e m u s t  r a r 1 a J » h a y q u e d e m o s t r a r 1 1 C 1 ) í f 1 ) )

p a r a d e m o ü t  r a r 1 f 1 ) h a y q u e d e m o s t  r a r 1 f 2 )

p a r a d r m o s l r a r 1 f ¿ \ h a y q u e d e r o o s t  r a r 1 ( b J ) 1 d '¿ )

p a r a d c m o H t  r « r 1 e \ ) h a > q u e d e m o s t r a r I d 3 1

p a r a I f»r I d .) > h a y q u e d e m o s  t r a r 1 t c 5 1

p'tra d f * m o H  t r d  r 1 c 5 i h a y q u e d e m o s t r a r ( c 6  1

í c  6 1 P K  U H  li a t o

parii d«*muttt r a r « d ¿ 1 h a y q u e d e m o s t  r a í 1 c A )

\c 4 1 r s  u n  d a l o

p a r a d e m o s t r a r < b J 1 h a v q u e d e m o s t r a r i| b U  )

I b  \'¿ 1 e s  u n  d a t o

p a r a d e m o s t r a r 1 c l ) hay q u e d e m o s t  r a r < c H )

le ti 1 e s  u n  d a t o

p a r a d e m u ^ t  r a r l.\ l 1 hay qu«« demost rat 1 b i >

Ib i I en un d a t o

Fin <t<» rar ion



C l á u s u l a s :

Las m i s m a s  que en  4.2.

Datos: (B)

P r e t e n d i d a  c o n c l u s i ó n :  F

del p r o g r a m a :

p a r a d e m o s t r a r ( f 1 1 hay q u e

p a r a d e m o s t r a r ( f 2 í hay q u e

para d e m o s t r a r (e 1 ) hay q u e

p a r a d e m o s t r a r (d 4 1 hay qu e

p a r a d e m o s t r a r Ib 4 1 hay q u e

(t 6 1 es un d a t o

p a r a d e m o s t r a r < X 2 } hay q u e

(b 51 es u n  d a t o

para d e m o s t r a r 4d 1 ) hay que

p a r a d e m o s t r a r <d 3 ) hay que

para d e m o s t  rar < b 2 ) hay q u e

(b 71 e s  un d a t o

para d e m o s t  rar ( X 1 1 hay que

Ib 3 1 es un d a t o

para d e m o s t r a r ( b 1 > hay que

(b B i es u n  d a l o

Fin de la d e m c s t r a c i c n

■I . 4 . - .

C  I Á U Rii 1 a s  ;

Las niHBAí^ que en 4.2.

Datos: {h\

P r e t e n d i d a  c o n c l u s i c n :  A

S a l i d a  del p r o g r a m a :

p a r a  d e m o s t r a r  <a II hay q u e  d e m o s t r a r  (a 2 1

p a r a  d e m o s t r a r  ta 2 1 hay q u e  d e m o s t r a r  ( < i? l) (d ¡ I ;

no p u e d o  h a c e r  la d e m o s t r a c i ó n



C l á u s u l a s :

A A B A c  ^ D 

I A H B 

H A F ^ B 

A ^ I 

E A F « D 

A ♦ F 

K A L E 

A ^ L

Datos: {A,K}

P r a t s n d i d a  c o n c l u s i ó n :  D 

S a l i d a  del proüraina:

para d e m o s t r a r (d 1 1 hay que d e m o s t r a r (d 3»

para d e n o a t  rar (d J i hay que d e m o s t r a r M e  11 1 t 1 1 1

para d e n o H t r a r i f 1 i hay q u e d e m o s t r a r (a 2 »

(a '¿ ) es un d a t o

para d e n o a t r a r 1 e 1 1 hav qu e d e m o s t r a r (e 2 )

para d e m o s ! r a r ( e ¿ 1 hay qu e d e m o s t r a r ( < k 1) ( i 1 1 1

para dv n o H t  rar \ l 1 1 h"»y q u e de m o s t  rar (a 5 1

(a 5> es un d a t o

para d e m o s t  rar « k 1 ) q u e dem o s t  rar t k 2 >

1 k e*H un d a l o

Fin il€» Ia  ijemoHt rae i un

t. fi . - lí.irmplo,

CI Áuaulas:

Las « I s m a K  que en 1.5.

D a t o « : (A ,K )

Pr«*t#»ndtda c o n c l u a l ó n i  H

S a l i d a  d»l p r o g r a m a :

para d ^ n o a t r a r  (b It hay qu<* d e a o a t r a r  (t> 21

para d « n o a t r a r  Ib 2) hay q u e  t^eoioiitrar ((i 1> th I M

no p u e d o  h a c e r  la deaofttraclon



C 1 á u s u l a s :

Las Dianas q u e  en 4.5.

Datos: (A,C,H(

P r e t e n d i d a  c o n c l u s i ó n :  D

S a l i d a  del p r o g r a m a :

p a r a  d e m o s t r a r  (d 1) h a y  que d e m o s t r a r  (d 2)

p a r a  d e m o s t r a r  <d 2\ h a y  que d e m o s t r a r  ((a 1» <b 1) (c l U

p a r a  d e m o s t r a r  (c 1) h a y  que d e m o s t r a r  (c 2 1

le 2 1 es un d a t o

p a r a  d e m o s t r a r  Ib II h a y  que d e m o s t r a r  (b 2 1

p a r a  d e m o s t r a r  Ib 2 1 h a y  que d e m o s t r a r  ((i II th 11)

pa r a  d e m o s t r a r  Ih 1) h a y  que d e m o s t r a r  Ih -11 

(h 4) es un d a t o

p ara d e m o s t r a r  (i lí h a y  que d e m o s t r a r  la 3» 

la J ) es un  d a t o

para d e m o s t r a r  la II h a y  que d e m o s t r a r  (a 61

la bl es un d a t o

Fin de la d e m o s t r a c i ó n

4.H.- ktt'mplo.

C 1 Á u s u 1M K :

Las mismas que en 4.5.

DatoRt

l'retondida c o n c l u s i ó n :  K

S a l i d a  del nro«raiaa:

p a r a  d e m o s t r a r  le li h a y  que d e m o s t r a r  le ¿i

para d e m o s t r a r  le 2 1 hay que d e m o s t r a r  lik t> IJ 1)1

no p u e d o  h a c e r  la d e m o s t r a c i ó n



B A C A D A E •• A

O A R B G A C i* B

J \ K C 0 A F A H i» D

I D H A 1 # £

J Q N A L G

L K F A 11 K

L A M i* I 0 A P A Q N

H A S * N S L

u L U H

V A X M Y A Z i» P

z A s 4 Z A V m U

D a t o s : ( J t V ( Z  I

P r e t e n d i d a  c o n c l u s i ó n :  A

parta d e m o s t r a r  (a It hay q u e  d e m o s t r a r  (b 2>

para d e m o s t r a r  Ib hay M u e  d e m o s t r a r  ( U  1) 2»)

para d e m o s t r a r  le 2» hay q u e  d e m o s t r a r  I c -I >

para d e m o s t r a r  ic I» hay q u e  d e m o s t r a r  ((j 3 1 (k ií M

para d e m o s t r a r  ík 2> hay q u e  d e m o s t r a r  (l 8J

par» d e m o s t . a r  «1 hay q u e  d e m o s t r a r  l(u 8 H .

para d e m o s t r a r  tu H) ha\ <4ue d e m o s t r a r  Ui 10 i

pitra d e m o s t r a r  »u 10» hay que d e m o s t r a r  M z  lül »\ 10) >

para d e m o s t r a r  iv 101 ha% que demost rar (v II)

IV 1 l ) . es un dat o

p ^ r a  d e m o ! « t r a r  i z  l ií ) h a v  q u e  « l e m u s t r a r  < z  1 x U  

t z  I J )  e s  u n  d a t o

pura d e m o s t r a r  ( j J) hay que ilemostrar 1 ) 5 )

( i 5 ) es un d.'to

para d e m o s t r a r  (< \» hay q u e  d e m o s t r a r  2»

( ) 2) «s un d ito

Fin de la d e m o s t r a c i ó n



C l á u s u l a s :

Las Diamas q u e  4.9.

Datos: (0,R)

P r e t e n d i d a  c o n c l u s i ó n :  A

S a l i d a  del p r o g r a m a :

pa r a  d e a o s t r a r  (a 1) hay q u e  d e m o s t r a r  (b 1)

p a r a  d e m o s t r a r  (b 1) hay que d e m o s t r a r  ((o l) (r 1))

p a r a  d e m o s t r a r  tr 1) hay q u e  d e m o s t r a r  (r 6 1

Ir 6) es  un d a t o

p ar a  d e m o s t r a r  (o 1 t hay q u e  d e m o s t r a r  <o 6)

(o 6) es un d a l o

Fin de  la 'ivmostrai ion
/



CONCLUSIONES



H e m o s  p r e s e n t a d o  u n a  f o r m a l i z a c i ó n  d e  c o n c e p t o s  c o m o  

.juegos, grafoa, árboles, y p r o c e d i a e n t o s  « i n - a a x  y aJ fa-bcta, 

h e n o s  e s t u d i a d o  las r e l a c i o n e s  d e  e s t o s  c o n c e p t o s  c o n  los g r a f o s  

e q u i v a l e n t e s  a p r o b l e n a s  d e d u c t i v o s ,  y f i n a l m e n t e ,  h e a o s  a p l i c a d o  

la e s t r a t e g i a  n-fi a la r e s o l u c i ó n  de e s t o s  p r o b l e s a s ,  todo e l l o  

c o n  el a l c a n c e  y las l i a i t a c i o n e s  que se h a n  v i s t o .

C r e e n o s  que la a e n o r i a  t i e n e  t r e s  a s p e c t o s  de f u n d a a e n t a l  

interés: en p r i a e r  lugar, la f o r a a l i z a c i ó n  ( p o r  su a u s e n c i a  e n  la 

l i t e r a t u r a i ;  en  segundo, la d e a o s t r a c i ó n  r i g u r o s a  de las 

r e l a c i o n e s  e n t r e  j u e g o s  y p r o c e s o s  d e d u c t i v o s  Cpor su x n ^ e ^ é s

c i e n t í f i c o  intrínseco. y por p r e s e n t a r  c o a o  a n á l o g a s  dos 

e s t r u c t u r a s  q u e  a p a r e c í a n  c o a o  d i f e r e n t e s ) ;  y e n  tercero, la

a p l i c a c i ó n  de  a la d e d u c c i ó n  (por su o r i g i n a l i d a d ,  y f>or su

p r e s u n i b l e  a h o r r o  de t i e a p o  y a e a o r i a  de  c ó a p u t o 1.

C o n o  h e a o s  dtcho, se p r e s e n t a  un t r a b a j o  a c a d é n i c o  y no un 

p r o d u c t o  c o a e r c i a l ;  asi. una p o s i b l e  c o n t i n u a c i ó n  del t r a b a j o  

c o n s i s t i r í a  en  r e s o l v e r  los n u a e r o s o s  p r o b l e a a s  de  p u e s t a  a p u n t o  

que un p r o g r a m a  e l a b o r a d o  p r e s e n t a :  e s t u d i o  y r e d u c c i ó n  de  la

c o m p l e j i d a d ,  s u b p r o g r a a a s  que f a c i l i t a s e n  la e n t r a d a  y s a l i d a  de 

datos, etc. Por e j eaplo, es a b s o l u t a a e n t e  i n n e c e s a r i o  que el 

p r o g r a m a  nos diga,

" p a r a  d e m o s t r a r  (v 45) h a y  que d e m o s t r a r  (v 4 6 )” 

y, e n  r e a l i d a d ,  t oda r e f e r e n c i a  a la n u a e r a c i ó n  de los nodos. Sin 

e a b a r g o ,  aquí hemos p r e f e r i d o  d e j a r l o  asi, p u e s  lo q u e  se p r e t e n d e  

es c o m p r o b a r  la c o r r e c c i ó n  de los a l g o r i t m o s ,  y la n u a e r a c i ó n

r e s u l t a  s e r  u n  o b j e t i v o  es e n c i a l  e n  las t r a n s f o r a a c i o n e s  a que son 

s o m e t i d a s  las e s t r u c t u r a s  que i n t e r v i e n e n  e n  el pr o c e s o .

En e s t e  o r d e n  de c o s a s .  p o d r í a  h a c s r s e  un e s t u d i o  

c o m p a r a t i v o  de  la d e d u c c i ó n  c o n  o t r o s  m é t o d o s  de r a z o n a m i e n t o

a u t o m á t i c o ,  e n  r e l a c i ó n  a t i e a p o s  de p r o c e s o  y c o n s u m o  de meaoria; 

la d i f i c u l t a d  a h o r a  e s t á  en  q u e  h a b r í a  q u e  d i s p o n e r  de las 

r e a l i z a c i o n e s  de e s t o s  aétodos, p a r a  a u c h o s  de los c u a l e s  s ó l o  se 

c o n o c e  su d e s c r i p c i ó n .  So b r e  esto, c a b e  d e c i r  que en (PAJ se 

a u e s t r a  un  e s t u d i o  de e s t e  tipo e n t r e  a i n - a a x  y a-P, y se v i e n e  a 

p r o b a r  q u e  c o n  los a i s a o s  r e c u r s o s ,  n-fi p e r m i t e  u n a  p r o f u n d i d a d  de 

e x p l o r a c i ó n  d o b l e  de la que p e r a i t e  m i n - a a x .



N u e s t r a  n o d e s t a  e x p e r i e n c i a  c o n  p r o < r a m a a  de d e d u c c i ó n  nos 

hace c r e e r  que la r e a l i z a c i ó n ,  e s t o  es« el p r o g r a n a  que 

p r e a e n t a a o a  es b a s t a n t e  e f i c a z .  Oe hechoi c u a n d o  p r o p a r á b a m o s  los 

e j e a p l o s  (sobre t o d o  los ü l t i a o s ,  c o n  2'¿ r e g l a s  )t v i m o s  q u e  el 

p r o g r a m a  nos d a b a  d e m o s t r a c i o n e s  d i s t i n t a s  (y m á s  c o r tas, c l a r o )  

que la que h a b í a m o s  p r e p a r a d o :  r e a lmente, el g r a f o  c o r r e s p o n d i e n t e  

a e s t o s  e j e m p l o s  es b a s t a n t e  c o m p l i c a d o  de d i b u j a r  c o n  c l a r i d a d .  

A ñ a d i r e m o s  un  d e t a l l e :  c u a n d o  no se p u e d e  h a c e r  la d e m o s t r a c i ó n ,  

el p r o g r a m a  e l i g e  la *'no d e m o s t r a c i ó n” mas corta, e s t o  es, se 

s e l e c c i o n a  el s u b á r b o l  m á s  p e q u e ñ o  q u e  t e r m i n a  e n  n o d o s  

p e rdedores.

Este t r a b a j o  se i n s c r i b e  en la a c t i v i d a d  i n v e s t i g a d o r a  del 

G r u p o  de L ó g i c a  de la F a c u l t a d  de N a t e m á t i c a a  de S e v i l l a ,  u n a  de 

c u y a s  lineas de t r a b a j o  es p r e c i s a m e n t e  el R a z o n a m i e n t o  

A u t o m á t i c o .  En e s t e  c o n t e x t o ,  el t r a b a j o  t i ene una c o n t i n u a c i ó n  

clara: la e x t e n s i ó n  de  e s t o s  r e s u l t a d o s  a o t r a s  lógicas. S o b r e  la

Ló4ic« de f r l m e r  O r d e n  h e m o s  h a b l a d o  en I V .‘¿.4; p o d r í a  ser un b u e n  

p u n t o  i n t e r m e d i o  el c a s o  de la L ó m c a  M o n á d i c a ,  pues p e r m i t i r í a  

i n t e r e s a r s e  en la e x t e n s i ó n  mas que en el p r o b l e m a  de u n i f i c a c i ó n :  

o t r a  p o s i b i l i d a d  i n t e r e s a n t e  e s t á  en el 1n t u i c i o n i s m o : e s t a

lógica, p e r m i t e  r a z o n a m i e n t o s  h a c i a  a t r á s  (con sus r e g l a s  

p r o p i a s  I, p e r o  no »« a p t a  para el m é t o d o  de r e s o l u c i ó n  < q u e  es 

i n t r í n s e c a m e n t e  c l á s i c o ) .  Dicho esto, p e n s a m o s  que el m a y o r

interea p u e d e  e s t a r  en las lógicas siult i v a l e n t e s  y/o en la L ó g i c a

di fusa.

K s t a s  lógicas, de c a d a  vf>z m a v o r  p r e s e n c i a  en los s i s t e m a s  

e'ipertos, son a p a r e n t e m e n t e  las más i n d i c s d a s  pa r a  la 

c o n s i d e r a c i ó n  de f u n c i o n e s  h e u r í s t i c a s .  De hecho, el c o m e n t a r i o  de 

la nota IV.J.l a p u n t a  en este s e ntido; n u e s t r a  a s i g n a c i ó n  de

v a l o r e s  1 v -1 p a r a  los nodos t e r m i n a l e s  no es más que una

s i m p l i f i c a c i ó n  trivial.



BIBLIOGRAFIA:

[AADI A D E L S O N - V E L S K Y ,  G . M . , A R L A Z A R O V ,  V . L . ,  D O N S K O Y ,  M.V. 

Algorithma for GAmea. S p r i n g e r - V e r l a g ,  1.968.

[BAl BA N E R J I ,  R.B. Artificial J n t e U i g c n c e :  A Thcorctica.1

Approach. N o r t h - H o l l a n d , 1.980.

[BFI BARR, A., F E I G E N B A U M ,  E.A. The HAndbook of Artificial 

Jntelligence. Vola. 1 y II. K a u f B a n n ,  1.981.

[BOj‘ BONNET, A. Artificial Intel 1 igencc: Promise and Performance. 

P r c n t i c e  Hall, 1.985.

[CL] CHA N G ,  C-1., LEE, R. Symbolic Logic and Hechanical Theorem 

Proving, A c a d e a i c  Press, 1.973.

[DE] D E L A H A Y E ,  J.P. Outils logiques pour 1'Intel Iigence

Artificielle. E y r o l l e B ,  1.986.

IFAJ FAR R E N Y ,  H. Exercices Programmés D ’Jntelligence Artificielle, 

H a s s o n , 1.987.

[FOJ FAR R E S Y ,  H., G H A L L A B ,  M. Elementa D' Intel 1 igence

Artificielie. H e r a e s ,  1.987.

[HAl H A S E M E R ,  T. L.ISP: Une introduct ion a la programmation sur

micro-ordinateur. A d d i s o n - W e s l e y , 1.984.

[K N ] KNUTH, D.E. Algoritmos Fundamentales. R e v e n t é ,  1.980.

ILEIJ LEVY, D.N.L. Computer Gamee I. S p r i n g e r - V e r l a g ,  1.987.

ILE2I LEVY, D.N.L. Computer Games II. S p r i n g e r - V e r l a g ,  1.987.

(NIll N I L S S O N ,  N.J. Problem-SolvínK Hethods in Artificial

Intelligence. N c O r a v - H i l l ,  1.971.

INI2| K T L S S O N ,  N.J. Principlett of Artificial Intelligence.

S p r i n g e r - V e r l a g ,  1.982.



(PA) PAZOS, J, Inteligencia Artificiml. P a r a n i n f o ,  1.987.

[RIl RICH, E. ArtificiAl Intelligence. M c Q r a w - H l l l ,  1.983.

(ST) S H I RAI, Y., T S U J I I ,  J.-I. Intelligence Artificielle: 

Concepta, Techniquea et applicMtiona» E y r o l l e s ,  1.982.

(TZ| TZ E N Q ,  C.-H. A Theory of Heuriatic Information in Qame-Tree 

Search. S p r i n g e r - V e r i a g , 1.988.

iWII W I N S T O N ,  P.H. Artificial Intelligence. A d d i s o n - W e B l e y , 1.984.


