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La presente memoria seenmarca dentrodel campo del
Razonamiento Automético, una de las areas méas puras de la
Inteligencia Artificial. Su objetivo final consiste en la
aplicacidén de estrategias de Juegos a la demostracion automatica
de foérmulas a partir de otras» esto es, a resolver problemas de
deduccion.

En Banerji [BA], péag. 69, puede leerse:
In connection with vhat 1is CAlled the Aprohlem-
reduction”™ approach to problem solving... Nilseon3
analysis was made not on ga.mes but on what Amarei has
called "and-or"™ trees. Sagle has informally arguod
that these are equivalent to games...This conjccture,
unfortunatBiy, fis informal,,.

(ver (BA], (NI], y sus referencias bibliograficas).

Podemos decir que e”~te parrafo es el origen de la aeuoria.
Nos planteamos las preguntas:

¢Cual es la relacion entre Juegos y arboles >and/or"?
(escribiremos Y/0 por "and/or" )

Dado que los problemas deductivos expresados con clausulas
de Horn tienen asociado un grafo Y/0 1lio que ha daHo lugar *1
desarrollo de «estrategias do buUusqueda en grafos), ¢cuales sun Ims
relaciones entre grafos y &rboles Y/07?, Y, lo qu»* os mas
Interesante, ¢cémo estan ri*l«c ionados los juegos ron lot. problc-nié&s
deduct ivos?

La primera dificultad consisti6 en la general ir.acidr, de Jo
expresado por Banerji: en la mayor parte de la literaiui-a tcxlos
estos conceptos aparecen de manera informal. Por ojc-rcilo. se
supone que el concepto de ifra/"o es preciso, a partir de ejemplos
graficos, que el concepto de juego estrivial, que el paso de
grafo a arbol (necesario para los procedimientos min-mav y n-jn es
elemental (basta "repetir las veces que sea nhecesario los nodos
convenientes"», vy, por ulti»o, las descripciones de min-mav > o
son cualquiei™* cose menoH descripciones de alcoritack «n
pseudo-cddigo.



Esta ausencia de fornalismo adecuado hace
extraordinariamente dificil 1la bisqueda de relaciones y. sobre

todo» la demostracion de cualquier tipo de resultados.

Nuestra fornacidén MateBatica implicaba inevitablemente Ila
conviccion de que, para poder responder a las preguntas planteadas
era precisa la formalizacidn adecuada de todos 1los aspectos del
problema, asi como la demostracién de todos los resultados

afirmados.

Por otra parte, nuestra formacion informatica nos Ilevaba
por un lado a no aceptar resultados 0 procedimientos no
constructibles, es decir, que no puedan de hecho ser programados
en un ordenador, y por otro a aceptar como validos 1los conceptos
definidos constructivamente, mediante la descripciéon precisa del

algoritmo de construccidn.

Citaremos aqui que hemos programado todos 1los algoritmos
que seusan, y los programas se incluyen en la memoria. Los

programas se han realizado en LISP (Le_Lisp, version para PC).

Estuf) itrogrAman se utilizan para comprobar 13 corr«Tridn
de AMif{oritmon, nclarnr ronceptos y para disponer tje ejemplos; como
decimott més adelant<>, no se ha estudiado la complejidad, 1lo -que
puede hacer que, un punto de vista operativo, algunos si»«n
innecesarios. Rsto no nos ha preocupado puen, en este caso, noi«
Interesaba mucho maw la claridad en 1la ilustracidn 1ile conceptos
que Iheficacia; y por otra parte, ;los programas funcionan
correctamente *

La memoria tiene dos parlen claramente diferenciadas:
Katudlo do c«i«ciQaei ACAIQji-iueilQi

definen formalmente Juegos y grafos, se estudian
«un propiedades, y se Illega al resultado crucial de esta
parte (teur”™ma 11.2*10) qu« nos afirma que en wun Juego
existe una estrategia gnnadora para un estado del Juego,
si Yy «olamente si, en un grafa, asocialJo al Juego, existe
un g>camino desde el estado dado al conjunto de estados
ganadores.



Adlicacion £t estrategifls slf Juegos a la dgdacc.lgD

Resolvenos aqui el probleota inverso <en cierto
sentido) del anterior; dado un problesa ¢sductivo (y por
tanto su grafo Y/0 asociado), construiaos un Juego de
forfta que el teoresa anterior se satisfaga. LlLegaaos asi
al resultado de que el probleaa de deduccidén propuesto se
resuelve afirmativamente, Si y solamente si, existe
estrategia ganadora para el Juego. Por daltimo, se aplica

la técnica para la determinacion de esta estrategia.

Comentaremos algo mas en detalle estos aspectos,

describiendo por separado el contenido de cada capitulo.

En el Capitulo O describimos un Juego, tomado de Gaskell vy
Whinihan. Los Juegos han sido muy estudiados por los
investigadores en Inteligencia Artificial, creemos que
fundanentalmente porque son muy Tfacilmente formalizables, y porque
presentan grados de complejidad tan grandes como se desee. De
hecho, es wuno de 1los tdpicos m¢s comunes en Jlos 1libros sobre
Inteligencia Artificial.

A lo largo de esta memoria se hace un uso muy frecuente de
los conceptos de Juego y de estr*te»rj<i ganmdorM para un Juego.
Estos conceptos, en apariencia frivolos, puoden 1llegar a originar
Herios problemas matematicos, do modo que la reduccidn de un
prohlpiuA de deduccidén a la existencia de una estrategia ganadora
no sora una simplificacién del problema, sino un nuevo enfoque, en

el que serd posible trabajar con técnicas diterentes.

ElI' Juego que se presenta es un claro ejemplo de lo
expuesto: se trata de un Juego de aspecto absolutamente 1inocente,
de forma que el descubrimiento de una estrategia ganMdcra aparenta
ser un trabajo sencillo. Sin embargo, como ponemos de manifiesto,
la estrategia no tiene nada de trivial, y la demostracidn del

resultado es bastante complicada (y sorprendente).

Ej Capitt»lo 1, titulado "Formal iRae i6n bisin®"*, presenta
las primeras definiciones y resultados en Ilo que se refiere a

grafon y Juegos. Si bien el punto de partida fue el adoptado por



IBA]J( en mmegiiida vino» que debiamos encontrar nuestra propia
formalisaold6n pues la de Danerji resultaba Inadecuada (sus

obietivos eran distintos).

Asi» defininos grafo, nicleor JuettOi estrategia (ganadora,
evaluadora 'y cauta), conjunto evaluador del Juego, Juego
interpretable en grafos, grcifo de un Juego, isomorf ismos de

Juegos, etc. Destacamos aqui:

1,1,2.- Definicion,

Un Grafo es un par <N, S> donde N es un conjunto (no

vacio) y S tt N«N, tales que;

0.1.- La relacidon en N, que notamos por 0, y que esta
definida por:
no«” 3k ~ 1 ,3n%, ..., c N

»n A m™ a r a Ii 4 1 <k < cS(nj_jl
es un orden parcial.
0.2,- Vn c¢N IS(n)fInitol.
0.3.- an cN(s"Nn) > 0),llamado nodolnicial o raiz.

esto ovi, conn itl«ramti« ffrafoH nin cicldén, suceuor-finltos, y «m un

Hoio nodo inlr tnl.

1.1.tt.- Definicion.

Un suhcbnJunto K N s Illann un Niclro del «rnt"o <N,S>,
mi cumple: vn N~ N In € K S(nl n K « W

1.2.1.- Definicidn.

Un Juego ma una S-titpiM <"E,R,T,Q,P> , donde
E ©m un conjunto Tfiiiito no vacio

T, 0O y P son sub®"*onJuntoB de E

R ¢ R«K tales que:
J.I.* (@tu P) o r =|EJ « Wi
J.a.- P « T
J.3.-0nT *#
J.4.- r K (sRt « (s €T tO0OTM
J.5.- <B,R> es un <rafo.



E representard el conjunto de estados del Jtiego; G y P son los
estados ganadores y perdedores respectivasente, T el conjunto de
estados en los que nos toca "Bover**! y R es la relaci6on binaria
que determinan lars reglas del Juego. Como es natural, la
Justificacién de todas estas condiciones de las definiciones se

halla en el texto.

1.2.4.*%~ Definicion.

Dado un Juego, una Estrategia Q es una funcidén parcial,

Q: T —--—--- * E, tal que:
E.l.- Q(b) e L "~ sRt
E.2.- (Q(s) = t A tRu A R(u) #0] e 3vc E  (QCu) = vi

La priaera condicién garantida que Q vrealiza s6lo wmovixientos
permitidos, y la segunda nos garantiza que Q esta definida para
cualquier respuesta del contrincante.

Ademas de formalizar con este estilo todos los conceptos,
analizamos y demostramos muchas propiedades. Algunas de estas
propiedades ya eran conocidas (aunque aqui adopten una nueva

presentacidén), pero otras creemos que son originales. Destacamos:

1.2.33.- reore>ms.

Sea <E,R,T,G,P> un juego, Yy sea K el nucleo do» <E,R>. Se
tiene:

Vs Is ¢ K T no existe estrategia ganadora para s].

1.2.34.- Teorewfl.

Vb (a € T - K * existe estrategia no-pprdetiora para si
esto es, es posible evitar que gane el contrincante.

1.2.35.- Corolario.

E - R™IiEl e G u P #

>s f T - K existe estrategia ganadora para s,

1.2.16,- Teortma.

E-R ™]JEIlI=GuP ¢ T -K = V.



resultados que caracterizan, en ciertos casos, 1ia eMstencia 0 no
existencia de estrategia ganadora. EIl teorema |1.Z.Jti presenta una
reiacion, que no conocfiamos, entre el ndcleo y el —conjunto

evaluador, para el caso en que el juego no admito empates.

ti Capitulo I presenta ya conceptos y resultados

eapeciticamente disefiados para nuestros Tfines. Comenzamos con

11,"¢.1.- Uet"inicion.
L'n tiraio Y/0 es un par ~N,S> donde N es un conjunto
finito no vacio y S S tales que:
il La relacidn que notamos ti, definida en N por
n>m <-e 3k i1 1 3 n*,nj, B A N

» n N n 11 s i i1 k mt €U ,»]

es un orden parcial.

jil 3n N Ilamadonodoraiz o inicini. tal que

Vm £ N , n / U atra».

liemos 1impuesto la finitud de N pues, para Jlo» casos de

itr«fox» asociados a un problema de deduccidn, N sera siempre

ruuto. La condicidén Uil nonocesila e\plicacion. y la Ul nos
*irve para imponer que enel grafo no hayaciclos: desde el punto
cif* vilta l6gico. esto implica la no existencia de

autorri»t>rrnc las, esto es, para demostrar una formula nunca

t»*tulrenioH que demostrar la misma formula.

En los grafoa Y/0, el concepto ae camino pierde su

m«entido; ahora »e sustituye por:

Il .a.H.- P£eeMmnicio«.

Sea un grafo Y/0. Un €-cAmino de n~™N a DA2N
\\n itnta Y/U definido de forma recursiva por;
i) Sin ~ 0, entonces N*  *(n) , S** ¥

il» Si n ~D

ii. 11 Si exlstci un k-arco ~n, (n™, ... ,n"}> tal que



para cada i,

de

exista un g-ca«ino <N *<,S|>

a D, entonces

k
N“s m u(Un;)
1-1

h
S*s {<n, (n™,...»n™)>} u (U S]I
il
ii.2» Si no, no existe g-canino desde el nodo n al
conjunto de nodos D.
Desde el punto de vista 1lo6gico, un g-ca«ino de n a D es
una denostracion de la formula n tonando las féraulas de 0 coao
hipotesis, y uscindo los conectores cobo reglas de inferencia.

El teoreaa

11.2,10.- Teorema.
Sea <E,R|T,G,P> un Juego. Consideraaos el grafo Y/0
<E,S> dado por:
scT S(s) = (inj n € R(8))
s*T ; S(s) = IR<b)}.
Vs e T se tiene que: exist»* una estrategia ganadora para s sil
existe un g-ca«ino en <E,S>, de s a G.

nos da un primor

En él se especifica

a los juegos y otro

La relacidn

11.3.1.- 1)*>finicioén.
Sea <N, S>
Vm t N

Andlogamente,

es un arbol Y/0 si

V» e N

Tal nodo n se

un

Im ~ nodo

Ilama antecesor

resultado orientado a nuestros objetivos.

una Tfuerte

relation entre un concepto relativo

relativo a grafos Y/0.

con lok Arboleo se estudia a continuac i0t».

grafo. Se dice que <K,S> es un 4&rbol si

Im ~ nodo raiz *» 3nc K (nSmll

«li <N.S> es un grafoY/0, se diceque <N,S>

rair. <e

3n t n J« €U S(nH 1

inmeciato o padrv del nodo m.



n*3.0.- Definicipn*

SttA <N,S> wun A&arbol 6 un ¢rbol V/0. La profundidad es una
funcidn Prof : N -——- W , con « oi conjunto de 1lo» ni.eroa

naturales, definida recuralviiaente por

0 si n B nodo rais de <N|S>
Prof(n) »
i ¢ Proflpadre de n) en otro ca«o

11.3.3.- Definicidn.

OeclBoa que elpar <N,S> es un Arbol do Juego 6 Arbol
AiternMdo, si <N,S>es un arbol Y/0 VYadeads:
vn « N IProflnl es par * V<.n,A> € S 1A es unitario]], VY

Vn « NtProfinl es 1iapar e 3a "N» Un_.A" c¢ S]]-

tnforaalaente, esto quiere decir que
Vn N SI Prof(n» es par, entonce» n estd unido con sus
inuediatos sucesores exclusivamente por |l-arcos, Yy
SI Proflnt es lapar, entonces n estd unido a sus

inaediatos fucosores exclusivaaente por un k-arco.

Kste concepto, que heaos denoainado 4&rbol alternado, ha
resultado fundamental en nuestro trabajo. Resulta ser una

foraaUsacidn «uy adecuada para expresar U alternanciaiaplicita

que se da en el desarrollo de un Juec<o: en cadanivelde

profundidad la estrategia caabia. pues evldenteaente. lo que es
mas favorable para uno de los ju<adore» resulta lo nas
desfavorable para el otro. Por otra parte, 1los &rboles alternados
nos peralten foraalisar con una «ran claridad los procediaientos

atn"*aa."i y "*-& del Capitulo 1II.

4 continuacion, dado un <rafo Y/0 <I,S>, y un subconiunto
de no("/es D. construiaos, aedtanie los aUoritaos ORA-ARB y AR-AA.
lo que Uaaaaos arbol Y/0 y arbol Y/0 alternado asociados al «rafo
dado, CON objeto de acercarnoe a la situacion de los Jue«os.
Naturalmente, hay que setulr conservando la propiedad enunciada en
11,8.10. vy. en efecto, Si D” y <E"".S >. D son,

respectivamente, el &rbol t/0 y el &rbol Y/0 alternado <con las



transforsaciones que 1loe algoritmos delLerninan sobre el conjunto
DI, asociados al grafo Y/0 <E.S>, de nodo inicial NI, se deauestra

que

11.3.10.- Teorema.

Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
(1) 3 g-camino de NI a O en <E,S>
12) 3 g-camino de <NI,1> a D" en <E",S*=
(3) 3g-camino de <NIl,1> a D" en <E",S">.

EIl Capitulo 11 presenta la formal izaridn de los
procedimientos min-max y o-fi. De acuerdo con nuestros objetivos,
dado un juego <E,R,T,G,P>, se considera el grafo Y/0 <E.S>, tal
como lo describe el teorema 11.2.10,, y 1los procedimientos se
describen sobre el arbol alternado <E"tS"*> asociado a <E,S>. Con
mas precisién, loque se utiliza es un Aarbol alternado,subéarbol
del anterior, que hemos denotado por J(s,cotal, pues t.orna>un nodo
s ¢ T como nodo 1inicial, y se desarrolla sdlo hasta una cierta

cota de profundidad.

Dt« esta forma, la descripcidn de 1« evaluacidén estatica de
lotL nodos terminal”p (mediante una funcidén h), y la propagacion de

esta evaluacion, pe hace de una manera ikiy Bimple;

h(n) si S**(n) s 0 6 si la profundidad de n en

J(s,cota) es 1igual a coth
EV<nl «
lax (min (EV(m) :m t \) ; <n,A> £ S*"}

en otro raso

La descripcion completa de 1los algoritmos es dificil de
resumir aqui en unas cuantas lineas; diremos simplemente qur hemos
incluido tanto wuna vertidn especificamente adaptada a nuestros
propésitos, como una versién general (del procedimiento nin-max vy
del n-f) apta para su uso independiente. De hecho, se incluye Ila
codificacién de los procedimientos para un Juego de p«>qurfin
complejidad, pero no trivial, que hemos Illamado Tres en Raya
General 1eado, con Des li«amiento, descrito en I111.1.4.



En el Capitulo TV ea donde convergen todos los resultados
del trabajo. En el #.l. se «uestra cémo, a partir d* un probleaa
difi rleducclon (CL,D) H?”A, donde Ct es un conjunto de clausulas, D
spr4 loa datos, y A es la pretendida conclusidén, se pasa a un arbol
Y/0 alternado, J(A) » <E|S>, que es una pequefia Bodificacion del
arbol Y/0 alternado asociado al grafo Y/0 del problema. Esta
pequefia Bodificaci6én no es mas que un ajuste técnico de la
profundidad de los nodos sin sucesores, pero que se aprovecha para
construir/ dos conjuntos O y Pv que contendréan, respectiva>iente,
los nodo;* provenientes del tratamiento de los datos, y de los
deads nodos sin sucesores. La idea es bien siaple: Los nodos de G
(estados "ganadores"™y lo son porque, si la denoatracidén ternina en
ellos, entonces henoH '"ganado" el jueno, es decir, henos terminado
la demostracidn con éxito. Sin enbart{o. si el proceso tropieza con
nodos que no son datos, talos que ninguna regla puede
aplicarseles, entonces 1la deaoslracidn no puede realizarse, esto

es, henos "perdido" el Juego.

ElI paso del problena de deduccidn (CL,D) H A al Aarbol
J(A) » <K,S> se Justifica denostrando que
(CL,D) A existe g-caroino de <A,1> a G ?n J(AJ.

Kn el #.2. nt" defme

IV.2.1.-P«*fInicjoM
Dado un problema de deduci lun cono el descrito, esto or

dHdu» JIAl « <E;S>, < y P, ae 11 jurgo deductivo ssoci/ido «1
problema, elJuego donde T e« el conjunto de
lo» nodos deprofundlilad par, y H dada por:

Va t E H 4) » U S(all.

Kn estas condioionem,demostramos el resultado fundamental

de ente trabejot

IV.2.3.- feorena
(CI..D) H A e

Por consiguiente» henoa encontrado un probles™®a equivalente

al problema de deducciodon: la bisqueda de una estrategia ganadora



para un juego. A la vista de esto cabe preguntarse sobre ed
sentido que puede tener la aplicacidén de la técnica c-P al juego

J~. Precisamente de esta aplicacidén se ocupa el jr3~n

En primer lugar, a-fino proporciona una estrAtegia
ganadora garantizada, sino quenos da un Bovisiiento que es el
mejor, con relacién a la funcion de evaluacion empleada, y a la
nota de desarrollo utilizada. Por tanto, a la hora de la
aplicacion a la demostracidén, es preciso efectuar una reiteracidn

de los procesos.

Ademés, la ausencia de garantia citada tiene una
interpretacion légica muy clara: se produce un proceso de
semidecision, pues, si esta reiteracidén produce la demostracion
(esto es, si la estrategia conduce a la victoria en el juego), es
claro que el problema de deduccidn se resuelve afirmativamente,
pero si no es asi (esto es, si perdemos la parlidal, entonces no
podemos decir con seguridad que el problema de deduccidn se
resuelve negativamente. La enorme ventaja estriba en la esencia de
la técnica n-P; en los casos en que la demostracion se realice,
ésta se habrd hecho con un coste mucho menor en tiempo y menoria

que con cualquier método exhaustivo.

Aunque en el texto hacemos un analisis sobre la
considerac:6n de las Tfunciones de evaluacion, para un problema
abstracto »a solucidon es trivial: los nodos terminales «que son
sobre los que hay que definir la funcidon de evaluacio6n» son, bien
de G, bien de P; en ambos casos su consideracion lo6gica es clara:
los de G son ciertos por hipotesis, y los de P son indemostrables.
Asi, para definir In funcidon de evaluacidén bastan dos valores, uno

comun para los nodos de G, y otro para los de P.

Finalmente, el f,4. presenta varios ejemplos de aplicacion

de esta técnica, que hemos llamado o-P deduceidn.



CAPITULO O.- ESTUDIO DE UN JUEGO.

f.l1.- DESCRIPCION DEL JUEGO.
N.2.- ESTRATEGIA PARA EL JUEGO.

#.J.- CONCLUSION.



Describirenos un Juego para dos Jugadores, debido a Gaskell,
R.E. y Whinlhan, M.J. (Fibonacci Quarterly 1, 1963). Las reglas
del Juego son bien simples: de wuna pila inicial de objetos, el
primer Jugador retira la cantidad que desee, pero no el total. A
partir de este momento, los Jugadores se van alternando, retirando
cada uno de ellos la cantidad que desee, pero no mas del doble de
lo que retir6o el anterior. Gana el Juego quien retire los ultimos
objetos. Naturalmente, se pretende disefiar una estrategia ganadora

para el Jugador que comienza el juego.

Un primer resultado resulta evidente: si un Jugador retira
una cantidad superior al tercio de los objetos de la pila,
entonces el otro jugador gana en la siguiente Jugada, pues puede

retirar los objetos restantes.

Veamos el desarrollo de wuna partida muy simple, con 15
objetos en la pila inicial.
ElI' jugador A podra tomar (si quiere evitar gque B gane a la
siguiente Jugada) 1,2,3, 60 4 objetos. Si por ejemplo, A toma 4
quedan 11.
El jugador B no podrad retirar mds de t objetos (el doble de 1o
ullirao retirado por Ai, pero por la misaa razén que antcE. solo
podra tomar 1,2, 0 3 objetos. Si por ejemplo, B toma 3 quedan h.

Sin mas explicaciones:

toma2 y quedan

tomal y quedan

6

S
tomal y quedan 4;
tomal y quedan 3
2

tomal y quedan

w > W > wW >

toma2 y gana.

Como se vera, a pesar de la simplicidad del juego, el
encontrar una estrategia ganadora se revela extraordinariamente
dificil. Si uno intenta dibu.iar el grafo correspondiente a la
situacion anterior con 15 objetos (ver figura 2.1), se darad cuenta

de 1la enorme dificultad de hacer algo parerido con 1000 objetos.

Expondremos en los siguientes purito3 riel capitulo la
elegante y sorprendente estrategia de Jos autores citados al

principio.



Es conocida la llamada sucesion de Fibonacci:

F, . O. r, . L F,.,  F,., ¢ F, para n » 0
que nos da los numeros:

Fg » O N N N */\3 * 2 * 3

F5 » 5 F’é * / F, * 130 F,, » 7'Zl F,, « 34 ...etc.

Es facil convencerse, por un razonaniento Inductlvoi de que
todo nuaero natural n > 0 puede escribirse, de manera Junica,

como suma de numeros de Fibonacci no consecutivos:

n » , con > k~r>1.

En efecto, no hay mas que tomar como F el mayor numero
*1
de Fibonacci que sea menor o 1igual que n; el siguiente sumando no

sera el numero consec\itivo de Fibonacci puesto que se tiene

ya que en caso "ontrario:

n - N n * F/\ N N

lo que contradice It hipétesis de Her F* el mayor n>imero de
Fibonacci menor o i«»ml que n.

En consecuencia, repitiendo <$i proceso con n - se
obtiene el resultmlo deseado.

La unicidad vien» dada por la Tforma en que se rraliz« la

deecompos ic idn.

i. .- infcidn.

Dado un nUmer*-* 1iiarural n > 0, llamamos M(nl al menor
nimero de Fibonacci qu* aparece en su descomposicion tal comn."t se

ha diiscrlto. Kn la novacion anterior, Min) * FA .
f



Pues bien, demostrareao» a continuacidén que una estrategia
ganadora para el Juego consiste en tomar tjln) objetos si la
pila tiene n objetos. Esta estrategia se seguira siempre, a menos
qgue sea posible tomar los n objetos que tenga la pila Yy en
consecuencia ganar la partida.

La partida quedarfa:
Figura 2.1.

A 2 15

A ; 1/3/2/1 12 11 9
B : 16 2/1 6 2 1 8 8 8
1 1

A 2/1/2/1 10

c“‘”--lo’

B : 146 2/1 B 8

A - 2/1/1

B 1 5 5 3 aqgui B no puede ya apli-
J car el criterio de reti-

rar aienoE de 1/3 de obj

A - 1/2

B : 1 0 A gana,

A 2 £

A Rana.



En el ejenplo anterior

15 3 s 13 £ 2, teniéndose [/i(15) = 2
luego, segin nuestra eatrategiai el Jugador A tona 2 objetos vy
deja 13. NoOtese que cobo |i(1l3) « 13] el Jugador B no puede seguir
la misaa estrategia. Esto es general por lo siguiente:
nsF >...¢ tomamos p(n) s , con lo que nos quedamos con
1 r r
n"» ? ¢,..¢ F y no se puede tomar P(n") » P© pues
t r-1 r-1
= > 2% al no ser consecutivos (cono veremos en 2.2), con
r-1 r
lo que tal jugada iria contra las reglas del Juego.
Demostrareaoa que esta estrategia es ganadora con varios
resultados previos.
Lema.
n # M(n> . M(n - Ji(n)) > 2*M(n)
Prueba:
n # M(n) noa dice que n no es un nimero de Fibonacci.
Si n e Fjr aerA M(n) * p»
1 r r
Nciteae que
k.., > <k, ¢n
"-qk_| - 2) 1 kr
M(n - M(n»» > F » FA , ¢ 2 » ;¢-"(n).
r-1 r-1- I-1" g
2.J.* Lt
0 <M 1 M(n) * M(ml * 2°(MInl - e)
Prueba:
u(nl m ~ M(n>, «erii  F* " F°
m serA una «ura d« elementos no cons"«cutivos que serAn nimeroi
de Fibonacci d» entre los niimeros , P , I {

(ver figura 2.1):



luego

J-»
0 i F : co»o0
n
b
LL Y 3 III < < sera:
, _-
i 2 (Fr - m}
# yim) 1 2-(Ji(n) - m). =
2.4.- Lem»,
0< m < M<n) N M(n - Ji(n) < i 2*(M(n) - n)
Prueba:
SI probamos que MIn - M»n) ¢ = = tUm) habrenos probado el
lema, en virtud del lema 2.3.
Sea f1i(n) * F~
Sin * FM (i.e. n es un numero de Fibonacci), entonces ya estéa
probado el lema.
Si n > F|J® entonces ec claro que Pin *“° n “
Por otra parte, al ser n < F* , el mayor sumando que «parece la
descomposicién de m seréa A ~ %
Asi, n - T S =AY S Yy no hay simpl ificuc I6n
posible, de donde resulta claramente que M(n - F* ¢ mt = m> "
2.5.-Lema.
0 < K < M(nl - Min - m) 1 2
Prueba:
En efecto: 0 < « < tHn\ .
¢ 0 <<#Jn) - m» < (i<n) ; por el lema 2.4:
s mn -»i(n) ¢ (Ji(n» - m)) s 2*0<(nl - 1dytn) ~ il 3
. n -mli 2-m. e

Representaremos los «stados del juego por <n,q> donde

nX numero de objetos en la pila

g« numero maximo de objetos que podemos retirar.



Notese que la situacidn inicial es <n,n"1>.

2.6.- Teorema,

Para el Juego descrito, consideremos la estrategia:
Dado <n,q> tomar n (si n ~q) 6 M(n) (en caso contrario).
Entonces: si en el estado inicial M(n) # n (i.e. n no es un
nUmero de Pibonacci), esta estrategia es ganadora para el Jugador

que comienza el Juego.
Prueba:

Dado <n,Qg> con P(n) <q se toma M(n), y se pasa al

estado; <n-M(nl,2*(n)>.

ElI' oponente nopodrda ni ganar ni repetir estaestrategia,
pues por el lema 2.2: n- ~NJ(n) ¢ M<n - ;i(n)) > 2 ®M(n).

Asi, el oponente encuentra un estado
<n,g> con M(n) > q.
Supon<amoa que el oponente retira n objetos, con
0 <m & g < M(n)
El estado renultante es <n-m,2m>; por el lemH 2.5, se tiene:
Pin -m) & 2 h

lue«]o MueUe «(anar «i n - « * 2-m , 6 ropetir la estrnlex»ii« de

nuevo. *

,7.- Corolario.

Para estAdoj» <n,Qg> con n>ngq y M(nl > g no es ganadora

«Hta estrnteifia.
Prueba:

Si para un estado <n,q>, «e tiene n > g» significa que no
podemos <anar en una Jugada, pues no podemos retirar loa n objetos
que quedan en la pila. AdemAs, «l (i(n) > g, tampoco podemos seguir
la eatratema dada en el teorema 2.6. Esto quiere decir, que
debido también a la eatratefla del teorema 2.6 que «arantlca la
alternancia de su aplicacion, el Jugador contrario puede aplicar
la estrategia a la que estamos aludiendo y en consecuencia, el

Jugador contrario gana el Juego.



En este sentido hay que entender que la estrategia descrita
no es ganadora para estados en las condiciones del enunciado del

corolario. *

#.3.- CONCLUSION.

Cono se pone de manifiesto con el ejeaplo estudiado, la
demostracion de existencia y el descubrimiento de estrategias
ganadoras para Juegos (incluso simples), son problemas muy
dificiles. Por esta razéon, se hace precisa la consideracién de
funciones heuristicas de evaluacién de posiciones, usadas por
procedimientos que eviten el desarrollo exhaustivo de los arboles
de Juego. A la formalizacion de &estos procedimientos estara

dedicado el Capitulo 11I.



CAPITULO I.-FORMALIZACION BASICA.

PRELIHINARES.

#.2.- JUEGOS.



8.1.> PRELIMINARES.

I.1*- Definicion.

Una Rtsl&cidon Binaris entre dos conjuntos Ay B, es

cualquier subconjunto S c AkB.

Escribirenos <a,b> ¢ S &6 aSbh.

Notarenos: S " = {<b,a> : aSb} c B*A

S<a) s (x ¢ B :aSx), para a € a

s"Nb) = (x e A: xSb), para b € B
S(C) = {x€B;3c(cec acsx »J,para Cc A
s"ICj= | x€A:3c(ctC N XScH e para Cc B.

Definicion,
Un ursfo es un par <S,S> donde N  es un conjunto (no

vaciol y se N»N, tales que:

G.l.- La relacidén en N, que notamos por 0, Yy que esta

definida por:
no* A~ 3k i 1 , Bn"j,...,n* ~U

n~=n A n =« " (liisk = n<AS(nh_ M1

es un orden parcial.
G.2.- Vn r N [Sinl finito].
(1.3.- 3ri NIb™\nl =21, Ilamado nodo inicial 0 raiz..

l.os elementos de N se 1lasan Nodosdel «rafo; los elementos

<n,«i> € S sti T "-n .4rcf)s del grafo. L™ma s-icesién de nodof>.
(n*.n™,...), se | tra un Camino si NASNAAA A 0. Cuando «m
camino es finito, (*j,n*,....n), diremos que su longitud (numero

de nrcosl en k .

1.3.- .Votas.

C~rta no es ¢a definiciodn habitual do cralo; la hemos

adoptailo asi p-or las raeones que enseguida veremos.



Podiaaoa haber definido '"grafo de Juego"™ o algo por el
estilo» pero por razones de conodldad, 1o Illanaremos slaplenente
grafo. Como es natural, nuestra intencidén sera, aas adelante»
caracteriaar los Juegos aedlante su representaciéon con grafos;

por este aotlvo, esta definicidon estid adecuada al uso posterior.

La ldea basica es simple: los nodos representan los estados
del Juego» y la relacion S nos presenta los novimientos

posibles.

La condicidén 0.1 nos dice que no podemos. tras realisar uno
60 mas movimientos, volver al mismo estado en que nos encontramos;
en particular nos dice que todo movimiento debe producir un cambio

en el estado del Juego.

La condiciéon 0.2 nos dice que, ante un estado del Juego,
s6lo es posible un nimero finito de Jugadas.

Si nSm <6 mc S(nM se dice que m es sucesor de n, y n

antecesor de m: el conjunto de sucettores de n es pues S(n) y

el de antecesores s"~(n).

Finalmente, Ila condicidon 0.J nos 1indica que hay un estado
privilegiado, sin antecesores, que corresponde al estado 1inicial

(Jei Juego.

La repreaent ar 16n t(raficn qut* wutilizanos pnra representar
i(rafoa se drflne:

- Loe nodo* «» representan por puntos y/o0 etiquetas con
la identificacion del nodo.

- Lo* arcos se representan por segmentos que unen los
nodos que determinan el arco. Si el sentido descendente
no basta, unareaos una (untM de flecha para Indicar

sucesion.

Como tenemos por la cundicion ti.J, la existencia de un nodo
ra(s, sera a partir de él desde donde comencemos a realizar Ila
representacion grafica. Dibujamos los nodos sucesores de un nodo
dado» que no hayan «ido dibujados. Unimos el nodo dado con caia
«no de tus sucesores m«»dlante un arco. Repetimos el procesa» para
«"dos los nodoK. SI "th nodo no tiene sucesores, no dibujamos

nlngin arco.



1.4.- Definicion.

Un grAfo <N|S> se dice Camino Finito 6 C-finito, si no
adnite caainoc infinitos.

7

Un grafo <N»S> se dice Camino Acotado 06 C-acotado si

Vn € N 3K(ni e H : V. canino {n.n™,...,n") k « K(n).

Notese que si un grafo es C-acotado, entonces es C-finito.

1.5.- Lema de Kénig.
Todo grafo C-finito es C-acotado.

Nota: La hipdtesis de que el minero de sucesores de cada nodo sea
finito es esencial. En general, este resultado no es valido sin

esa hipotesis. Con ella, C-finito y C-acotado son equivalentes.
Prueba:

Por reduccion alabsurdo: sea <N,S> un grafo C-finito, que
no sea C-acotado. Existira un nodo n tal que Vk € Whay un

canino que conienza en n de longitud nayor que k.

Si para cada n" t S(n) existiese un minero KIn") tal dqiir-
todos los caninos g*ie conieiizan en n* tuvieran lonijituil nenor c
igual que K(n"l, «entonces, pu«*,sto que Sin) «*s Ffinito, e\istj»i,
un entero maxinial K* tal qu** todos Ilof. ~camirins que coinienr«i* -r.

n tendrian lonsitml rafiioi qu»* k* ¢ 1.

Por cons 1"Meuii* i «*\istM- al taenot® un nodo n e ;

tal que ™"k e W existe un camino que coinien7.a on n° dt* loneitud

mayor que k.

De forna analoga, existirda un n"" ¢ S<n-"l con 1la nisBia
propiedad, y asi suces ivamenio, podenos constiniir un anuiio
infinito {n,n",n"m __.) lo cual va en contra de la hipOtesis ae
ser <N,S> C-finito. *

1.6.- Definicion.

-
=

Un subconjunto K se Ilana un Nucleo del «rafo <\,S>.

<1 cunple:

Vn N (n t K e» S(nln K « i»]



1.7.- Proponiciodn.

Si <N, S> ea un grafo C"finlto, entonces tiene uno y solo

un nucleo.
Prueba:
Pl.- Existencia*
Sea Kjj a (n € N : Sin) *0) # 0 pues <N,S> es C-finito.
|
Para 170 pongamos N n

» (n mN :n~k a s(h>nkK «0 a

Vnlscstn) ¢ S(«)nK|]”~01)

(ver figura 1.7)

Notese que, si n 7 « entonces podemos encontrar un camino

de longitud 21 en el grafo; al ser éste C-flnito, a partir de

un indice los conjuntos son vados; por tanto, K es la unidn

de un nunero finito de conjuntos.Veamos «”ue K es el nucleo.

-——«i n*-K ¢ Stn)nK»ti»:
ST n » , entonces S(iit > y no ha\ que piotiar
puen, tr 1V la lindnt«* »e tiene que Sin) n K -«

Stipnn«<MmoM n ~ K , 12 1.

Sea m ¢ S(n) K ; por la definicion dr los , sera
« " Kj con 12 1.

Tsabien por la definiciodn de los « S(m) « Kj "~ luego
Al«) T N0 N ya que K* ~ N, pero si S(a) n * 0,
entonce<« de nuevo por 1Is definicion de los , h < , lo que

es contradictorio.
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Veanoa ahora la inplicacion contraria.
<~——1 Sin» nK =0 n € K ;
Si n &= nogando que n € se tiene:

n € K* V S(n) n K~ 0 wv3a e s(n) (S(b)o Kj * 01
Ahora bieni tenenoa: n ¢ K| no puede darse pues n K.

S(n) n K| ¥ taapoco puede darse pues S(n) n K « 0] luego
3a £ S(n) [S(b1n Kj«x01 ;puesto que los K* 20 son en

niaero finito, tomando el de nenor indice que sea vacio, resulta:
3m«c*"S(n) (S(n)nK80].
Por tanto, si n K a S(nl & K« 0, heaos encontrado un
m€ S(n) " tal «lue m ~ K a S(b) O K > 0.

Este proceso, repetido indefinidamente, nos daria un camino
infinito, lo cual resulta contradictorio.
P2.- Unicidad.

Sea K* otro nucleo. Veamos que K « K* por dobleinclusiodn.

E

Veamoa que K ~ K

K» claro q\ie K . Veamos por induccidn, que K"~ t h
Sea n ¢ KI*I'Si n / K*. sera Sini o K* # 0 ; tomemos

m % Slti) » K*.

Tenemos m < Anp e * S(m) n K] * 0, y como por
Mpotesla de induccion K* K* resulta S(m) o K* t 0, de
donde a K* Ildefinicidénde nucleo), lo que es contradictorio con
la eleccidén de a. Ant, K i K*.

Veamos el reciproco K* " K.

Jea nkK I sera S(nl @ K * 0 ;oper
tendra S(r*> n K * 0, de donde, porser k nUcleo, n N h. e

1-T



5.2.- JUEGOS.

Fornallzacidn y estudio de Juegos para dos Jugadores.

2.1.** Definiciodn,
Un Juego es una 5-tupla <E,R,T,G,P> , donde
E es un conjunto finito no vacio
T, G y P son subconjuntos de E
R c EiiE

tales que:

J. 1 (G u Pi n R"*CE] * O
J.2.- Pt T
J.3.- G oT =0
J.4.-Vs.t€E IsRt # (s€T trT7)J
J.5.- <E,R> es un grafo.
2.2 .- SOtMS.

Pretendenos caracterizar, de la nanera mas general posible,
los Juegos de dos Jugadores que Juegan aiternativaaente. La
situacid6n sera que "nosotros"™ Jugaaos contra un "contrincante" vy

trafanos de en”-ontrar estrategias que nos resulten favorables.

K1 conjunto E es el conjunto de los estados posibles del

Juego.

ti subconjunlo T caracteriza las situactonefe o estados en
que nos loca «over a nosotros. Los elementos de G son los
estados «anadones; si al fcover, alcanzanos uno de estos estados,

hemos ganado el juego.

Finalmente, P ts el conjunto de estados perdedores; si al
mover el contrincant»*” alcanza uno de estos estados, entonces

hemos perdido el Juegu (esto es. el contrincante ha ganado).



Nétese que, en principio, no excluimos 1la posibilidad de

empate.

La relacion K establece las reglas del Juego: sRt quiere
decir que del estado s es posible, con un noviKiento permitido,

pasar al estado t.

Comentaremos algo méds la definicidn. r-\e] es el conjunto

de los nodos que tienen sucesores, 1.e.
R*"[E1 > {s e @ : R(s) # 0)
Aag, J.l1 de la definiciéon 2.1 puede leerse:
Q upcC (K- K" (E1)

que quiere decir que ai alcanzarse un estado perdedor ¢ ganador,
el Juego ha terminado.

Notfc"se que t - R""M[E]| es el conjunto de los nodos que no
tt«*nen sucesores, «ai que, por ejemplo, 1la posibilidad de empate

ae elimina exigiendo que G » p s (E - H *IED)

6 lo que es equivalente E >0 *»P uR *|E].

Supondrewos tnnhién que fiosot ros nunca haremos un movimiento

ijue produzca un pnimlo perdedor; eHto 1lo escribimoN
IE - ri n P «I# ijue N m<i ves equivalente a
Pt T como establece J .2 de la definicidén 2 .1.
Andlogamente, el contrincante no hara «inmovimiento que

produzca un estado i(anador, esto es,
r * 0 > (A, como eatahl«*ce J.J de la definicidén 2 .1.

Estas condiciones son rasonables y no son restrictivas;
puede objetarse que hay Juegos en los que uno estiad obligado a
hacer un movimiento que conduxca a la victoria del oponente, |lo
gue no encaja con las condiciones que estamos exigi«»ndo; esta
disconformidad es «nlo aparente, y se corrige sin mas que
«odlflcar los conjuntos O y P : ai por ejemplo, estamos obligados
s reallsar un movimiento que rorduica a nuestrs derrota, entonces

el Msiado de partida ya es un estado perdedor.



Por su parte la condiciéon J.4 de la definicidon 2.1. no hace
nas que expresar la alternancia del Juego, aientras que J.5 quedd

comentada tras la definicidon 1.2 de grafo.

2.3.- Ejemplo.

Para el caso del Juego descrito iniciaiaente en el capitulo

anterior* cada estado puede venir dado por wuna terna <n.q,i>

donde:
n r. nUBero de objetos de la pila
g = el tope de piezas que pueden retirarse
i = actla cono indicador: si es 1 nos toca mover, y i
es 0 le toca al contrincante.
Asi, podeaos poner< para una situacidén inicial con 15
objetos:
E = {<n,q,i> 04 ns 15. 2sq i 28, 01 i1 1)
T s {<n.q,1> t E)
G s {<0,9.0> € E)
P = {<0.q,1> € E)
R s {<<n,q,i>,<n“,2¢(n-n"1,1-1>> € E«E : O wmn-n* i q]
Notese que la descripcion de E, por aor de ser cbaoda,
contiene estados superfinos; ya viaos en la figura u-2.1, «i

desarrollar el 1irafo del Juego, que supondriaaos que nint:ut.
Jugador haria, si le era posible, una Jugada que condujera a la

victoria inmediata del adversario, asi, el estado <1,28,0" no va a

producirse tras eJ inicial <15,14,1>; por otra parte,el estado
<15,2,1> nose dar& nunca,... pero, coao hemos dicho. in
descripcidn prerifia de K es ihuy complicada, y no

proporcicna ninguna ventaja cue merezca tal precision.

2.4.- Definicion,

Dado unJuego (si no es preciso, no detai larcaos
<F,R,T,G,P>) una Estrategia Q es una funcién parcial,

Q: T » E. tal que:

E.l.- Q(«) » i <= sRt

E.2.- I<}(*1 = t ~ tRu ~ R(u) ~ ¢ 3v € E  |QQul * v]



2.5.- Notna.

Una estrategia ea wuna funcidén que determinard nuestros
moviaientos; la condicion E.l nos dice que Q s6lo hace
moviaientos legales, y la condicidn B .2 nos asegura que Q esté
definida para cualquier estado que se produzca cono consecuencia
de KOviMientoa del contrincante.

Si (Q(s) « t A t € Q], entonces ganamos el Juego. Por
contra, ai 3uep(Q(*>at a tRuJ, entonces podemos perder al

siguiente movimiento.

2.6.*~ Ejemplo,

Para el ejemploque venimos considerando, tenemos la

estrategia que conaiste en retirar 1 objeto cada vez:
Q": T —*E Q" (<n,q,I>) = <n-1,2,0> ai n i 1.

Esta funcidn psparcialpues no esta definida por eieaplo para los
<n,q,0> ni p«r« loa <0,q,i>.
Ya hemos visto que para la situaciodn inicial <15,14,1>

(fanamos el jiieiJo con la estrategia;

t0,2*n,0> si nigq

Q: T —-———-- \"A Q( <n,q, I>1 »
<n-M(nK A~ 1 ¢ sit>q

2.7.- Df~Minic i6n,

vatlo ur> unn p»trate<ia Q. Yy un est«do rn T, una
tj-tuci»* idn para ». ea una sucesion de eitlarioa (sI 3 |
tal qtie:

I vi (l«iSn-1 e SARSjNI
Vill * i «n - | A 1 impar ¢ Q(Sj) ]

I1i) Hla » * U,

1.8,- SJ*mpjo,

Una Q-sucesi”™n en el Juego que venimos considerando es» cuno
puede verse en la figura 0-2.1»



{<16,14,1>,~ <13,4,0>, < 9 , 8 , <8,2,0>, <6,4,1>,* <5,2,0>,
Q Q

2.9._.77 Definicion.

Dado un Juego, una estrategia Q, y un estado s c¢c T, diremos
que Q es una EstrAtegi* GAnsdora par» s, si toda Q-sucesion

para s termina con un estado de G.

2.10.- Ejemplo.

En el grafo de la figura 0-2.1 puede comprobarse que la
estrategia (Q descrita en 2.6 es efectivamente ganadora para

<15,14]1>, cosa que hemos demostrado en el capitulo anterior.

2.11.- Proposicion.

Dado un juego, una estrategia O y un estado s € T, si Q
ea ganadora para s , entonces toda t}-sucesion para s es de
longitud impar.

Prueba:

Sea (31, Spy e sﬁj una V-sucesion para s _.

De las definiciones se sigue que €7 para i inpar.
Si s, ¢ G es el dltimo elemento de la <J-sucesidén, serd s, f T (por

J.3 de 1la definicidéon 2.1), luego n es par. Por tanto, la
longitud, que es n - 1, sera impar. "

2.12.- Definicion.

Una Ev*lu»cidén de un juego es una coleccidn
subronjuntos de E, definidos por:

Vre(s€E: R(sloG~"O0)

|
para Il t 1 , ponemos Ve UV y defiiiimos:
J-i

V'1-(S€E :s<v;I A 3t € R<b) 10 # R(t) « \*;)



2.13.~ Sotas,

Esta definicidén pretende caracterizar 1loa estados que nos

resultan favorables. Ea claro que si s e , Y nos toca mover a

nosotros (ver proposicion 2.15), entonces con un solo movimiento

ganemos el Juego.
Si por ejemplo, s ¢ , Yy de nuevo nos toca mover a

nosotros, harfamos el movimiento que consiste en pasar al estado t
de la definicidén desde el que. haga lo que haga el contrincante,

se pasa a , desde donde ganamos el Juego,

2.14.- Ejemplo.
Para el ejemplo que venimos considerando ea claro que
» {<n.qil> : nSq).

Sin embargo, auponiendo que el contrincante hace sus Jugadas
evitando que ganemos a lu siguiente Jugada, los estados, tomado&

del grafo de la figura 0-2.1 son:

V, » (2,2, I>)
Vi » {<4,2,1>]
> (0 ,2.01>, i, 1,1»)
» (U0,2,1>, M1 ,4,1%, v9,8.1)

« {<12.2.

(<.15.14,17)

para k i1 7.

2.15.- Propomicion.
Kn las condicione» d«* la definicié6n 2.13, (v~ ¢ TJ.

Hruebai

Por |Inducciédn.
Si * < , e;itoncec« 3t 1 Rtsl o a ;

por J.3 de la definicion 2.1, t» 0 e tFT



por J.4 de la misiia definicidn t~T ~ t € R(s> ~ s T

luego CT.
Sea ahora s e definicién 2.12, existiran
t,u £ E tales que: SRt a tRu a v € V*.

Por la hipotesis de 1induccidn u € T, luego al haber hecho

dos mavimientos, por J.4 de la definici6n 2.1, tenenos que s ™ T.*

2.16.- Definiciodn.

Con la» notaciones anteriores, una estrategia se dice
Evaluadot®™H si se tienn:

i) g8 ~ Wis)eG

li )stIY,O’\R<g(sHV\*t

2.17.- Sota,

La 1idea es clara: Q debe conducir directamente a la
victoria, o permitir, sea cual sea el nov"iaiento del contrincante,
colocarnos de 1ijuevo en una posicidén favorable. Cono es de esperar

se tiene:

2 .1H.- rroposicityn.

L'n« estrategia evaluadora W es «ganadora para cualquiei
estado de V = U\ .\ se 1laaa t"onjunto Evaluador dcl juego.
il -
Prueba:
Se« s cV : serd s t para cierto Kk ™~ W. Por inducciodn

sobre k prubareMos que Q <6 ganadora para s.

Sl k * 1, entonces QIsi ~ G, por definicidén de estrategia

evaluadora; asi, (s,Q(s)) es ?a Unica Q-sucesion para s.

Sea ahora scV ., k >0. Sera 9 R(ges)) C \* ; sea

%" ¢ RiIW(sM, vy sea (s,Ws),s™, ...) una Q-sucesi”™n para s ; es
claro que (s",...) es una W-sucesidn para r." ; por hipdétesis de
Induccidén Q es ganadora para s , luego es ganadora para s

también. *



2.19.- Definicién,

Con las notaciones anteriores, una estrategia se dice Cmuta
al se tiene;
Vs e V (Q(s) € Q V 0 kER(s)) c V]

2.20.- fiotas.

Comparacib6n entre estrategias Cautas y Evaluadoras.
Las estrategias Evaluadoras nos hacen pasar, de un estado

perteneciente a un deterainado conjunto ) a un estado
perteneciente a un conjunto VA con k* < k, 1i.e. nos acercan a

la soluciodn. Las estrategias Cautas s6lo nos mantienen en

posiciones Tfavorables.

Es claro que si Q es una estrategia evaluadora, entonces

es cauta, pero no al contrario,

2.21.- Proposicion.

Si el grafo <E,K> del Juego ".E,K,T,Q,P> ea un grafo
C-flnilo, entonces una estrategia cauta es ganadora para cualquier

Pintado de V, siendo V el conjunto evaluador del Juego.

Sotese <Jue, al exit(iren la definicion 2.1 que E seafinito,

el arafo <E ,H> siempre c-finito. En efecto, la dnica
posibilidad de cnrainos infinitos loiisistiria en admitir
rep«*t 10 iones de nodos, lo que esta excitiido por .1 de la

de finic i6ii 1.2.
Prueba:

Sea f v : por ser «<.ge,Hi C-finlto, cualquier Q-aucesion
para di es finita. Sea (»1,5» ,--,S ) utba <«"Hucesion para s
Hemol« de probar que s™ « 1ij.

S* claro que para loa i impares, ea s® ~ V : en efecto, para

i» | ea cierto por hipdteala; y en general, por 1la definicidn do

eatrategia rauta!

« Ve 0 V 0 # Rtg(SjH C V} ,

e ato es, ¢V * NeV O D# t vl , con lo que



Sea ahora i impar de nuevo: Si Q(SjJ) ™ G, 1ia sucesién

1 * N
lerDina con Sh ol G t cobo Se desea.
Si f G 1 entonces cobo SAMA £ R(sAAA) = R<Q(EFA)T « V,
repetiBOB el proceso con proceso es claraaente finito.m

2.22.- Proposicion.
Con las notaciones habituales:
VbeT ((Bteru) [0*R(t) c VI # s € vj.
Prueba;

Sean s,t cono en la hipoOtesis.
Cobo RItJ ¢ V, para cada s" e R(t) existira un i~. tal que

s" ¢ V. ; poniendo io = Bax {ie s"e R(t)}, se tendra R(t) c V’i(j
Si s c V" , entonces s V. cobo se desea. Si no. por definiciodn
0
de Vj sera ©® 7 ,1 ¢ luego de nuevo s € v, =
b*

2.23.- Proposicion.

Con las notaciones habituales:
Si existe una estrategia ganadora W para un estado s e T,

entonces S V.

Prueba;
Sea s F T ; sea nis) 1. longitud de una W*sucesion para s

de longitud maxiBa.

Chno s F T serad s f U; por tanto Q(sl debe estar detiniao
pues si no, i) seria una (g-sucesidén que no teraina en G. Asi,
n(Cs> i |I.

RazonaBos por inducci6n sobre n(s) .

Si nJs) s 1, entonces Q(sl G y “ior tanto s € c V.

Sea ahora n(s) > 1. Desde luego n<s) es inpar, pues por
la proposicion 2.11, todas las Q-sucesiones son de longitud impar.

F.s claro que V** ¢ R(Q(sM serd n(s"l < n(s}, Yy, por hipot.esip

de induccién s* ~/ para algin k. Dado que R<Q(s)} es linito,
si k es el Baximo de tales k, se tiene: R(0(s)l t V =, Luego
< %
>t v; V. m



2 , 2 4 Propoaicion,
S«a un Juego tai que:
E a R="[E1 u Q 0 P.
Sea K el niolao de <E,R>. Se tiene:
Ve« € B t» €V ~ R(8) n(K - ti # 01
Prueba:
.-->1 Condicid6n necesaria.

Sea a € V ; «era s € para algun i.- Por induccidn

sobre 1i.

Si i » i entonces podenca tonar t e R(a) n G ; por J.3 de
ia definicidén 2.1. se tiene que t 1T Ti y teck (pues t G ¢
R(t) » O . R(t» 0 K » 01, luego
Rs) n K>T) ~0.

Podenos tonar ahora t € R(sl con R(tdJ ¢ V]; por hipoétesis de
induccion AN R(s™) « (K -T)Y# 0 ; en particular,

R(s“>n K # 0, luaijo a" N K (definicion de nicleol. Al st>r esto

valido V«* «V*I , V *i»xr Hit) V V'i, se tendra: H(t) o K = 0, de
donde, de nuevo por la definicion de ndcleo, t K.
Cono Antec«. Ih »T n ¢ TtHT, lueKo:

t % H(«l ¢ (K - 1). rmto es, Kfsl o |[K - T) ~ 0

.---. 1 Condicion suficiente.
Sea t HI«) n (K - Ti.

Sl R(CtX 0

t * 0 u pj cono I" = Y lIpor J.2 de la definiciéon 2.11, serd t =G,
y aa(t * « VA V.

Supon”anoM tthora que RIt) * 0.
Sea 4 una estrategia definid» sobre T de cualquier nodo, con
tal que ue teni(a W(Qul ~ K cuando u / K (esto es posible por Ila

dnfiniclon de nicleoK



Sea 8' £ R(t), y considéranos (Sif't %) una Q-sucesion para
8~ (<E,R> es C-finito).

Cono 8fl N R ™(EJ, se tiene que s, e 0 t P.

Si 8n € p, sera s € T; cobo Sy € T (pues t ~ Tl sera n 1iapar.

Una sencilla inducciéon, dada la eleccién de Q , nos nuestra que

S5, N para los i 1inpares, luego s_ ~ K. Pero esto es
contradictorio con que R(sn} s 0, pues esto inplica que S, < K.
Por consiguiente. s € G, y por tanto Q es una estrategia
ganadora para s®. Por la proposicién 2.23, N

Asi henos probado que R(t) < V ; aplicando la proposicidn
2.22] resulta que s € V. *

2.25.- Definicion.

Se dice que un Juego <E,R,T,G,P> es interpretabie en Grifos
si existe un grafo <N,R">, que se 1llafdarda Grafo del Juego, y un
subconjunto F % N. tales que:

i) E =N«(0,1}

ii» n G = (<n,0> : n € FJ
21 P s {<n,1> : n £ F)
iiil 1) n”R"n~ ,0 >K» 11>
2) n~*"R"n~ <n”,1>K<-n",0>

iy T = (<n,I> :nf N)

2.26,- ATotas.

Es claro que N, R*, F doterninan completanente un Juego
interpretable en grafos.

Un Juego interpretable en grafos es un Juego binétrico,
esto e*, la* reglas del Juego no favorecen « ninguno de los
Jugadores.

Precisanenle esta sinotria produce un cierto conflicto en
las definiciones; Si <N,R"> es un grafo, entonces tiene un danico

nodo inicial, n. La definicidn anterior nos IllevA n qu” en el



grafo <E,R> existan dos nodos 1iniciales: <n,U> y ~n,I>, contra la

definicidon de grafo que dimos en 1.2.

Creemos que no es preciso modificar las definiciones porque
la idea de simetria implicara necesariamente esta dualidad. Por
ejemplo, la situacion inicial del Juego del ajedrez es Unica; sélo
es una convencion el hecho de que comience la partida el Jugé&dor
que Juega con las piezas blancas, pero es evidente que el Juego
puede desarrollarse igualmente ai comienza la partida el Jugador

gue Juega con las fichas negras.

2.27.* Ejemplo,
Para el Juego descrito en el capitulo 0, se tiene:

N s {<n,gq> ; 01T ns 15 . 2 1 q 4 28}
R<a {<<n,g>,<n",2"tn-n" )>> € NhN : O < n-n" 1 @}
F » {<0,q> € H)

2.28. - Propomicidn.

Sea <K,R,T,U,P> un jueijo interpretable en ~rafos, con ijrafo
<N,R*> 'y aubconjunto F. Se tiene;

il R7F] «

li) Si K en un nlOcleo pura vN,R">, entonces K > es
un ndcleo para

1" "rueb«:
i) SuponKanioB R 7tF | y «we«« n 7~ HY"|K]; existira un
tal que nR " ;
por ¢,%¢& lbili: <n,I>R«.n",0< ~ ~n,0>R™n",I>
pero por 2.25 iil; <n,0> N G n, 1> P.

Rnt*H conclusiones son contractictor lak con el hecho d* ser
RIO ““P) » # (consecuencia de J,lI de la definicidén 2.1t.

Il Hay que demostrar que me K K(s)n K* « O.

m" *1l Condicién Necesaria.

Sea « e K". Ser* n * vn,0> 06 s * *n,I> con n « K.
Sea pue™, «a<nil> I »0*1{ veanon que R(s] n K *#, Si no
lo fuera, existirfia un <n  «I*-i> con n* < K, tai que
*n, I>R<n* ,I-1>! de aqu(, nR™M*, con lo que R<n) o K # lo que

es contradictorio con ser K nucleo.



¢ — 1 Condicion Suficiente.

Sea 8 = <n,i> tal que R(s) n K" >0.

Si no fuese s c K", seria n "™ K, de donde, por ser K
nucleot R"(n) n K ~ 0.

Sea entonces n" € R*(n) n K, y s = <n",l-i>. Esclaro que

s e R<s) n K© lo que contradice la hipdtesis. m

2.29.- Definicion.

Dados dos juegos <E,R,T,G,P>, vy <E",R",T* ,G<,P 7>, una
aplicacion ¢: E ———- * E* se llama un Isomorfismo de Juegos, Yy

éstos se dicen Isomorfos , si se tiene:
i) ¢ es biyectiva
ii) S,lRS2 «(Sl . JR*»(s.)
iii) oITI = T°
iv) ¢IGJ = G

V) #12) = Ppx |

2.30.- Proposicion.

Si un juego <E,R,T,G,P> es 1interpretable en grafos, con

grafo <N,R ™ y subconjunto F c N, entonces existe una aplicacidn

n: T ---——- »E - T tal que:
i> es biyect iv«
ii) «@( DR« "<8”"1 V o7 DRl )
1 iita(P) =6
Prueba:
Definaaos «(<n,I1>) = <n,0>.
i) Es evidente que a asi definida es biyectiva.

ii) Deaostreaos ladobleinplicacion:
— m Sean *,<*7 tales que s”Rs™. Sera s e <n?,0> ¢ * <nn, 1>
con n™ N K. Si « <n”,0>, entonces sera, ron n, « N
Por H1) de la definicion 2.25 se tiene:

<n” ,0>h<n2t 1> * n”R*n®» A~ <n”,1>R<n2,i> <« o**(C DRo( )



De forna analoga ae conprueba que si > <n”il>. entonces

a(8jJ)Ro <" (82».
J SI' a()Ra “(**), entonces sera = <n” 0>, = <n2i0>,

con n

De nuevo por ili) de la definicidén 2»25:

<n™,0>R<n2*1> ~ n~R"n™® & <n”™,I>R<n2,0> A

De forma analoga se <comprueba que si a*™~ ) Ra ()-

entonces SARS/M.

iiil a€«lPl s«a(<n,l>),neF
s s <n,i>, nt F

«e s t Q. m

2.J1.- _Vota.

Not4se «iue el apartado 1i1i) de la proposicion :;.30, hace
referencia m la simetria de que hablabamos antes. En efecto, de
dicho apartado se deduce que si “~n,i>R<n“,1*i>, entonces también
<n,l-in",i> esto es, que cualquier JuMada que sea valida para

un Juiiador. lo en también para el otro.

Propi-tn ic ton .

Seft J s vb;.H,r.G,P> un jueifo. Si existe una apiicaciodii

verificando la» condiciones il, iil vy iiil de la proposicidn
i..10( entoiicf»» J es 1isomorfo a un jueMo interpretable rn craioj.
Prueba:
Construimos un «rafo <N,S> tomando N * T, y definiendo
n~"Sn” n*"R«injl o
consitleramos el conjunto F mP.

Construimos ahora un Jue™o J « <E* »R“»T*.U»r">, tomando:



E* s Nk{0,1)
<n”A",0>R"<n2il> A
<n”™,1>B"<n2i0> n~"Snn
™ * (<n,I> - n€NJ
G" » (<n,0> - n € F)
P* = {<n,I> : n £ Fi
Por la construccidn, el Juego Jr es interpretable en

grafoB, con grafo <N,S> y aubconjunto F c N. Nos bastara ver que

J y J" son isoBorfos. Deflniaos

¢ E ———- * E" por:
<s,I> si sC T
s(@) =
N <a*"is),0> si S ¥ T

Veaaos que ~ cunple las cinco condiciones de la definicidn

2.29.
1) ¢ Inyectiva puesto que:
¢ls) = ¢(s"1 * Is.s" e T A <s,I> s v
Jla,s" ¥ T A <a®"\sl.0> s va*Xs “<J,i>l ¢
(sts < V a*"isl=° "<s7il e 5 = 6*.

. sobreyectivn puesto que:

s E* ¢ 3b f N «notar N « T): I»." = «.s,0> v s" =
st a" « <8,U>, entonces s 7= y sj s* * «s,I>, entonces
s = ¢(s).

il) Denostraaios la doble implicacidn.
Sea ’®**'* *1 N N o N
Si ¢ T, entonces s / T (por .1.4 de la definicidén 2.1), luego

+is?) s <sM 1>, #iSjl * <«*"(sM),0>.

-, -1
Por la construccion de S: *  sMS«  (sM).
Por la oonstrucciéon de R":

SASATALSQ) . <s”, I>R"<a*"( Sj,) ,n> « ¢(s™ TR*"ACs" T .



Si A T, entoncea N~ T (por J.4 de definicidén 2.1).

luego: ¢(a”) » <0""(a"),0>, +¢(mg) » <B2|1>.
De la condicion ii) de la propoaicion 2.30:
a”Ran * a""(a™ »Ra(an) v a(a®)Ra™(a”) y adesdac«

debe de ocurrir la priaera de aabaa, puea la aegunda no puede

darae al no eatar definido a(a®).

Ahora, por la conatruccio6on de S:

a*"( 8M)Ra(an) a“"~a~lSsan
y por la conatruccion de R* :
a"NariSa~r<« N an ,0>R"<a”,I> * ¢ (SMR" M s
» | Sea ahora ela”lIR""1Ta”KSera a» ¢ T 0O an N~ T.

Si a» ¢ T, sera ¢(=ji » <a”,1> ; por la conatruccidén de H* sera

¢(s”™) » <.a"MianM),0> y ademéaa <a”,I>R'<a '(a”j.O-* s~Sa
y por la construccién de S: SNS<i *  aRs”.
Si an li T, la pru<*bH es analoga.
i1i)*|7T) » (<H,W = s** > * r por la construccién de T°

y por s«ir N » 1.

ivy ¢lcl « I<fi*NBHI,U> : « « U »
por J.3 di la d«*finicion 2.1, » (<a,u> ; s « 1) *
por iii) de la proposicion 2.JO, » G* por la construccidn

u vy por s#r K« P.

V) NP «{%B,1> : a c P} « por J.I de ladefinicién 2.1.
¢iP) o |* por la construccidn de P' ypor aer F« P. .
r~orpmA,
Sea <K,R«T,0]P" un Jue«u, y sea K el nicleo de S(*
tlene S

Va lac Rr. T * no exiate eatrategia ganadora para a).



Prueba:

Sea Q una estrategia cualquiera, y sea s ™~ K n T.
si R(s) B O (en particular si s € p|, entonces no hay nada que
probar: la UGnica Q-sucesion es (s). que no teraina en G. (Notese
que s c P 8 N Q)e

Sea R(s) 0:

Por definicion de nucleo: RIs) nK s 0
por definicidn de Juego: R(s) nT = 0
por definicidn de estrategia: Q(s) eR(s)

de donde Q(s) ™~ K uT. Ademas:
Q(s) M K R(Q(s)) o K ~ 0 (por definicion de ntcleo l

luego en particular R(Q(s)) ~* con lo que la Q-sucesidon no
termina en Q(s).

Por ser R(Q(s)i n K ™ 0, podemos suponer que el contrincante

elige un elemento € R(Q(s)I n K; el proceso puede repetirse

con s”®, puesto que s e K n T. *

2.34.- Tccr”™mn.
Con 1la notacidon anterior:
Vs Is 1 - K N existe estrategia no-per.pnra sj
esto es, ps pusihlp evitar que «jano el contrme ain c .
Prueba:

Se« U c-nalvjiiier estralevia definida de lorm.» que si s V K

entoncesw(s) * K tic que esi v>osjble por definicidn do micie»,-».
S T- K ¢ insli 0; asi, serd w(s) K- 1.

Siij(s) = 6, entonces hemos ganado (O0(st VI ~Qsi f oK.

Si W(s) f G, pero R<W(s)t = 0, entoncesuete
empate.

Si H(Q(r ) 0, entonces R(Q(s>) n K 0, 1luego

K(Q(s]) * T - K. Supongamos que el contrincante elige s de manera

qye i R(Q(sn; sera s® € T - K, con lo que podemos repetir el

proceso. *



2.35.- Corolario,
Con 1i1aa notaciones anteriores:

E - R*"[E] s Qup ¢ VacCT-Kk existe estrategia ganadora para
S.

Prueba:

Consecuencia innediata de 2.34. ~*

2.36.- Teorema.

Con las notaciones anteriores:

Prueba:

Por el corolario anteriort y por 2.23: T - K s V.
Sea s € V; por 2.24; R(s) n (K - Tl ~0, de donde s € T - K.



CAPITULO 11.-GRAFOS Y/0.

#.1.- INTRODUCCION.
f.2.- DEFINICION DE GRAFO Y/O. TEOREMA DE EQUIVALENCIA COK JUEGOS.

ARBOLES Y/0. ARBOLES ALTERNADOS.



A_l.- INTRODUCCION.

Los notorea de inferencia de los siateaas expertos son
prograMS que deben extraer conclusiones a partir de una base de
conocinientos. Cuando estos conociaientos se expresan Mediante
cldusulas, y la estrategia usada es de las llaaadas "hacia atréas’”>
la representaciéon del proceso deductivo se corresponde con los
llaaados grafos Y/0 (en inglés grafos And/0Or). La estrategia
"hacia atras"i opera de 1la siguiente forma: tona la pretendida
conclusidén y busca en la parte derecha de cada clausula, para ver
si coincide. Para las reglas en las que se produzca la
coincidencia anterior. toa su parte izquierda como nueva 14
nuevas) pretendidas conclusiones. El proceso teraina en hipdtesis
de nuestra base 0 no. En el priaer caso, 1ia conclusién es valida,

y en el segundo caso no.

En el Capitulo 1 henos estudiado de manera formal los Juegos
y las estrategias para juegos, también Ilamadas estrategias
alternadHsS. En este Capitulo vamos a realizar un proceso anéalogo

para los ifrafoa Y/0.

rHmbién trataremos en este capitulo la similitud entre ambas
representaciones, mediante reglas y mediante grafos. A tal fin, en
el capitulo I, tnrmaliZAmos 1los conceptos de Juego interpretable
en 4rafo<«. v el de 1isomorflsmo de grafos, que nos permite el paso
de una f~trateiiia valida on uno de ellos n una estrategia valida
en su imaifen 1isomorfa. Todo este esfuerzo de tormnliehi"ton, Ilo
consideramos necesario para el rigor, en el desarrollo de nuestra
ides basica e\pue«ti» en la introduccidén; y que era, expresada en
conceptos dados en el capitulo I y en este capitulo Il : de wun
problema *le razonamiento automatico panamos al <rafo Y/0
correspondiente; se considera este grafo como el «rato basico de

un Juego Interpretable en grafos Y/0 (o como uno isomorfo).

Por Ultimo, en capitulos posteriores hablaremos de
aplicacién ile la ticnlcv*< a e’ te grafo de un Juego
Interpretable en grafos Y/0, y del traslado de dicha aplicacidn

al problema original.

Ant»s de definir con precision lus conceptos mencionados en

las lineas precedentes, vamos a presentar un sencillo ejemplo, que

n-a



nos 1ira ilustrando 1los resultados desarrollados en el presente

capitulo.

1.1.- EJemplo.
Supongaaos que sabeaos que:

Ci : Los que tienen buen sueldo (BSI y buenos aaigos (BA),
son afortunados (AF).

C2 : Los afortunados, si son cultos <CU), son personas
estupendas (PE).

C3 A las personas estupendas se les puede prestar
dinero (PD).

C4 Las buenas personas {BP) con buen sueldo, aerecen
confianza (MC).

C5 : A los que tienen buen sueldo Yy son aerecedores de

confianza, se les puede prestar dinero.
C6 : Las buenas personas tienen buenos aaigos.

Rodeaos foraalizar estas conclusiones aediante las "reglas

de conociaiento** (son todas clausulas):
R1 BS BA A AF

R2 « AF ACU M PE

R3 PE PD
R4 : BP A US _ MC
R5 - BS A Ml PD
R6 BP M BA
Ja idea de la estrate<;ia "hac la atras" es l« do divisidn

en subprobleaas. Por consiguiente, para saber a quién se le puede
prestar dinero, se observardn. cono y» heaos dicho en parrafos

anteriores, les reglas que produzcan Pi) coao conclusion -

De esta observacion se deduce que:

PD se tiene si se tiene Pt (por la refcia R3)

6 si &e tiene BS y MC (poi Jn reijla RG >.



Esta situacion lpuede representarse por

Figura 1.1.1.

PD

PE BS MC

donde el lazo entre 1los arcos significa la conjuncioén, y la

la existencia de varios arcos significa la disyunciodn.

La representacion completa de nuestras reglas, con el

"objetivo** PD seria:

Figura 1.1.2.

PD

(B

MC
Ccu \K

I * 4t !
|

UA BS !
1

BP
bl#n, un #j«>apio de lo qu« denoMinarf”mon gr~fo

Y/0.



2.1.- Definicién”

Un Grafo Y/0 es un par <N, S> donde K es un conjunto

finito no vacio, cuyos eleaentos se liaaaran nodos del grafo, y
S ¢ NicT(N) ((*(N) = el conjunto de 1los subconjuntos de NI tales
que:

i) La relacion que notaaos o, definida en N por

nOn A~ 3k ¢ 1 3 n™.nn, ... ,n™ €N

es un orden parcial.

ii) 3ne N 1lanado nodo raiz 6 1inicial, tal que

vm € N . nr U sq).

2.2.- Sot*,

Puede definiTBe «rafo Y/0 sin iaponer 1la finitud de N. Aqui
la iaponeaos porque para nuestras aplicaciones (bases de

conocimientos 1 S”sera siempre finito.

2.3.- Ejemplo.
En el ejemplo descrito en 1i.l, se tiene:
N » (PI>.Pfc,ru,AF.MC.bA_BS,liP}

S e (<AF. (BS,BA)>, <PE, (AF,CUJ>, ~PU, (PK]>.
<MC, {BP,BS)>, <PD. (BS,MC)>, <BA, (M"TM

y el nodo raiz es PD.

2.4_- Derinicion.
Los elementos <n, {n,,n",,...,n"}> S se lianaran k-arcos

del ftrafo; Ilos l-arcos <n, seran Illamados simplemente arcos.

2.5.- Ejemplo.

PAra el ej>»«.plo descrito en 1.1, no hay mas qu*» aroos como
por ejemplo <ri), {PE)>, y 2-arcos como por ejemplo <.MC, {PP,BS)>.



2.6.-* NotAa,

Oaaoa ahora la Justificacion de las condiciones de la
definicién 2.1 de «rafo Y/0.

Lainterpretacion 1ldégica de un k-arco <n,(n™in"i eee»n|?)>

es la deuna clausula n" a a,,-.a oo,

La condicién i) nos dice que en el grafo Y/0 no hay ciclos;
la interpretacidon es que se nos garantiza la no aparicion de
autorreferenclas: para deaostrar wuna féraula» no tendremos que
demostrar la misma férmula en el proceso. En Juegos, la
interpretacion es distinta; por ejemplo puede <corresponder a
situaciones de empate.

En cuanto a la condicion 1i). establece que nuestro motor

actuard con un objetivo cada vez.

2.7.- Sot»,

Ahora, en «L estudio de gratos Y/0, el concepto de "camino"
en un grafo pierde su sentido; Loa caminos vienen sustituidos por
«rafos Y/0. aubiirafos del grafo dado. Con precision:

N.B.- Definicion.

Sea <N.S> un <rnfo Y/i). Un 4~cnmino de n*N a 0tn
e» un tirafu Y/0 < Ndormido de forma ri*cur*ivi» por:

I1Si n D, entonce™ N m(n) . S «

li.tl Si existe un k-arco <i», n

p/*r« cada i. I 4 1 * k. exista un <-(««ino <.N",S%

de n a D, entonces

k
N=e (n) « «U n")
Vel
kK
»e>tt In,..... n’\»>| ) ( U Sl 1
iel

ii_.;]1 Si no» no exist# t-camino desde el nodo n al
confunto de nodos 0.



2%9.- EJempio.

En nuestro ejenpio, para ver si a alguien que sea buena
persona y tiene buen sueldo se le puede prestar dinero, se podria
“"raronar";

Figura 2.9.

HC

Ty " —
/0
<

BS BP

y COBO BS y BP son “fatos?”’, respondereaos afirmativamente.

Traducido a grafos Y/0, &esto quiere decir que existe un

g-camino de n = PD a D s {US.BP). Construimos a continuacion
dicho g-camino:

PD ~ D. y tenemos un 2-«rco, <PD, {BS,MC)>. Comprobemos sj
para los nodos BS y MFf existen g-caminos hasta  In.

Para el nodo BS tenemos, BS D, luego si existe «-caniliio
de BS a D que es: «-<BS), ti>,

Para el nodo MC tenemos, MC f D, ytenemos un L-arco.
<MC, (DS,BP}>. Comprobemos si para los nodos bS v hH
existen g-caminos hasta

Para el nodo BS, si exivtr un G-ca»ino hasva

Para ej nodo BP, también se tiene ung-camino hasta Li.
<{BPKO0).
Por tanto, el g-camino del nodo PD al conjunto D = IBS, bP}

e* el grafo Y/0 <K*",S*> donde:

N"= <PD,BS,MC,BP] S*r («PD, <BS,MC)>, <MC, <Bb,BP>>J

Nétese por ejemplo, qg*ie, tomando el otro arco <PD, <PE)> no
hubiéramos alcaneado |la solucidén, debido aque no existe un
g-camino de CU a {BS,BP}.



2.L0.- Peoreaa.

S«<a <E.R.T.G»P> un Juego. Considéranos el «rafo Y/0
<E,S> dado por:

s €7 : Sis) s ((n) : n € R(s))
8 T i S(s) « (R(b)}.

Vs ¢ T se tiene que, existe una estratefia ganadora para s sili

existe un 1ii-caaiino en <E,S>, de s a 0.
Prueba:
»| Condicidn necesaria.
Considereaos el grafo Y/0O <E",S">, construido <cono sigue:
E* 3 (s. s - Q(s) }cE
" = {<8. {s™)>} c S,

eSotenos que sAT NsMQ ¢ Q(s)esta definida pues si
no, {s} seria una g-sucesit6n que no ternina en G, luego Q no

seria ganadora para a.

Si G, entonces <E",S™ seria un g-camino de s a G.

Sl g~ N G, sea R(s™) » (Sj.ececun--. s”). Notenos que R(s") * 0
pues si no, tendrianos una Q-sucesidén que no ternina en G.

Artadino* a E* 10s nodos s|] , Q(s]l > s7

, y a S el k-arco

<9”, K(8j»>, y los arcos I i k.

Al igual que con s, Q debe estar definida para los s

Ahora, con cada s* repetinos el proceso seguido con s si
s* « (], no aAadlnos nada a <K".S"> (si todos los s ~ 0 detenenos
el procesoli si no, sea RIs") m(s®,....s* ) t aAadlnos los
nodos s| < «(s™*i» Sj\ el k=arco <s 5 R(s™)>, y los arcos

<shS (S s * k-



Es claro que este proceso es finito y termina en nodos de
G, como se deduce del hecho de ser toda Q-suceslon finita vy
terninar en 0. Es claro también que el proceso termina con un

g-camino de s a G.

Figura 2.10.1

8 e T
Q
i“= Q(s) sM G O G
/
1
T
"K
l \.
il iJ ifr

sl Condicion suficiente.
Sea ahora <.E*",S™ un «-camino en vE,S>, de [ a G. Sen
Q una estrategia, definida de cualquier modo, con tal de que

0ls"tc s Sl L. T E*x. <", U 77 S* .

VeamoK que se trate dt una esti-ategia sanadora para s. la
idea va a «er, ver que cualquier O-suceRi6on para s esta ““ncluitia”
en <E*=,S%,



Cualquier (d-aucesldén para a es de la forma:

1 i U li iJk
t« - ™ %*" mi~” %"
Q Q Q Q

El coaportaaiento de eatoa nodos ae reaume aeglin loa doa
alguientea caaoa« segun ae observa en la representacidén grafica de

la Q-suceaiodn anteriori dada en la figura 2.10.2.

\--- !
n . . )
Eatoa nodos son de Tl luego no estan en (; deberan

tener sucesores por la definicidn de g-canino; su sucesor

es Justamente

A S1 ° . s t n
n s «¢ 1
: Estos nodos no son de T; si son de Gi entonces la

g-sucesion «a finita y terniria en G; ai nOi deberd tener
sucesores (debido la definicion de g-camino)« luego la

sucesidn no puede terminar en él.

Asi, ai la Q-aucesién termina, lo hace en G. Pero es que
tiene que terminar, pues el conjunto de nodos es finito ly el

4rafo es aciclicol, luego no admite caminos infinitos. *



Figura 2.10.2.

1
«1

iJ

N2

**k*k*k

h
«1

ib~

N2

.Jh'



N.3.- ARBOLES Y/0. ARBOLES ALTERNADOS.

3.1.- Definicion.
Sea <N, S> un grafo. Se dice que <N.S> es un arbol Si
Vm e N (m X nodo rais « &n € N [nSm])

Andlogamente, si <N,S> es un grafo Y/0, se dice que <N,S>

ea un arbol Y/0 al
V« € N Im # nodo raiz ~ inCNImcUS(n)Il)

Tal nodo n se llana antecesor inmediato o padre del nodo m.

3.2.- Definicidn.

Sea <.N,S> un &rbol 6 un arbol Y/0. La profundidad es una
funcion Prof N - *H , con H el conjunto de 1loa nuUumeros

naturales, definida recursivamente por

u si n 3 nodo raiz de <.N,S>

Frofin) »
I ¢« Prof(padre de nl en otro raso

J.3.- Definiciodn.

Decinos que elpar <N,S> es un Arbol de juego 6 Arbol
Alternéido, al <N,S> ee un arbol V/0 y ademas:

Vn « N (Profini es par * V<n,A> S (A es unitario)], vy

Vvn « N IProfJnl es impar ¢ la < NI [*n,\> « SIJ.

J*4.- >o0ta.
informalmente, esto quiere decir que

Vn *M si Prof (ni es par, entonces n esté unido con sus

inmediatos sucesores exclusivamente por Il-arcos, Yy

«i  Profin) es Impar» entonces n estd wunido a sus

inmediatos sucesores exclusivamente por un k*arco.

3.5.* (Votas*

Notese que lo que hemos definido como &rbolde 1iuego» se

adecUa al desarrollo normml de una Jugada. ElI Jugador que tiene

tf*tt



el turno analizara sus posibles «ovlvientos <coso distintas
alternativas que le llevan a distintos estados en los que el turno
lo tiene el adversario. Para elegir la «ejor de sus alternativas,
para cada una de ellas, deberd tener en cuenta todas las posibles
réplicas del adversario. Esto se repite hasta un deterainado nivel
de profundidad, 6 hasta que se Illege a -estados ganadores &

perdedores (estados sin sucesores).

Asi, el estado del Jugador que tiene el turno, lo uniremos
con sus respectivos sucesores nediante 1-arcos, que representan
las alternativas que tiene. También de acuerdo a lo dicho atites,
cada sucesor de este estado inicial lo uniremos con sus
respectivos sucesores mediante un k-arco que expresa la
conjuncion de todas las posibles réplicas. El proceso se repite
hasta una profundidad determinada 6 hasta estados sin sucesores.

3.6.- Definicion.

Dado un grafo Y/0, <E,S>. |Illamaremos Arbol Y/0 asociado al
grnfo dado, al arbol
> = GRA-ARB KE,S>I
donde GRA-ARB es el algoritmo sii{uiente:
GRA-ARB KE,S>)

E" (vtiodo inicial.lI>i
S* I=
NA := E* (Na seran 1oi5 "abiertob™!
CICLO.

CICLO 11
Sl NA = 0 ENTONCES 1IN: <E % S>
<nod,nua> un elemento cualquiera de NA
sucs sucesores de nod (mediante SI

NA :* NA - {<nod,num>lI
SIL sucs * 0 ENTONCES CICLO

Para cada A ¢ sucs:

N* =0
Para cada m c A:
N» = N» U{«B.liindice de n en £%>)

F.< eE*U H*

NA »NA U N»

S~ S* U (<<nod.num>, N»>)
CICLO.



ElI indice de m en E* es:

0, bi V<n,I> € E" ea n n
1, 8i <n,i> € E* A f E".

El prograna LISP correspondiente es el siguiente:

(de QRA-ARB (e h)

(setq ;ei nodo 1inicial debe 1ir el primero de E
ee (list <liat (car el 1t) ;ee sa aera el resultado
ss |11

na llist <list (car el 11>) ;na son 1ios "abiertos"
(cIcLog 1

)
(de CICLO (-
(if (null na)
(list ee UWHI
(setii nt»-nu (cur tm» suca (SUCES (caar nal al na (cdr nall
11f Iniill auca |l
cicrut
(«apear AUX-1 auca) (CICLOlini

Ide AUX-1 «rtt
(aetq 1t~ tl»>
(Aapear “UN\-ii «l
(setq n* i
MA (Mppend na n* I
u» (rtppen»! MM (list (list no-nu n* 1111)I1

|
(de» AUX-U (iti>
(xotd n*  {i»pp<tnil e (lint (liat » (¢ 1 (INUICE * é* Ul)J»NI
«
(de INDICE (n lista \pl
il« funcmn INDICK nos da O si m no esta ~n Illxta,
iy lil eslA. da Maxiaio (ndlce
(ir (nuH I»*tal Vp
( ((nodo tcssr listal) (nuK«ro (cadar listali 1
(If (and («g*ial « nodo) (< vp nua«ro))
(INDICE mm lcdr lista) nuaero)
(INDICE mm (cdr lista) vp)))))



(de SUCES (nod lista)
(cond ((nuil lista) ()
((equal nod (caar lista))
(cons (cadar lista) (SUCES nod (cdr listaH))
(t (SUCES nod (cdr lista)))))

Mds adelante se verad el efecto de este algoritao sobre un

grafo.

3.7.- Definicion.
Dado un grafo Y/0, <E,S>, IlaBareaos Arbol Alternado

asociado al grafo dado, al arbol
<E",S"> = AR-AA (GRA-ARB t<E,S>n

donde AR-AA es el algoritao siguiente:

AR-AA <<E®",S">) IE<y S" vienen dados por GRA-ARBI
F>7 =0
S ;=0
NA (<0,nodo 1inicial de E">}

C1CLOZ2.



CICLOZ2

0
SI NA =m0 ENTONCES FIN; <E",S">

pn :» un alea«nto de NA, de los de nenor profundidad
[ver 3.8.11
E" ::» E"™ U {no-nu)
sucs2 :b suceaorea de no-nu (ver 3.8.2]
NA ;a NA - (pn>
Sl aucs2 « 0 ENTONCES CICLO2
Sl prof es par ENTONCES
Para cada A € sucaZ:
SI' A es wunitario, A = (m), ENTONCES
S" 5;» S§" U (tno-nu, A>)
NA NA U (<leprof,m>)
S1 A no es unitario, ENTONCES
ind indice de nod en E"
E* = E" U {<nod,l*ind>) (ver 3.8.3)
S*< :a S"" U (<no-nu, {<.nod,leind>)>}
U {<<nod,l*Ind>, A>)
E*" ::* EZ7U I<nod, I+ind>}
Para cada m £ A:
NA ;» NA U I<prof”2,«>}
Sl prof ea Inpar, ENTONCES
S*Z :» S*7U |<no-nu, {car <siics2M>}
Sl much2 en (initario, siicl<2 > <A), ENTONCES
Para cada m amA:
NA :» NA U I<prot
SI <tucli2 no ea unitario. ENTONCES
Para cada A cdr (auc*21:
Ind :» indice df* nod en E°

E' E‘ U {<noil, | ¢ind> I
E" ;« B’ U (tnod,lelInd>)
S" > §S™ U {<PADHK<no-nuK(<nod,Il*ind>)>J

U (“«nod,lelnd>,A>)
Para cada A * «uc«2:
Para cada < » Ai
NA :» NA U (<I”prof,B>)
CtCLOa.



PADRE Ino-nu> i*c entiende que en S"1

(no-nu*) tal que no-nu € U S"<no~nu")
El correspondiente prograaa LISP es:

(de AR"AA (ee ssl

(setq eee () sss () na (list (iist 0O (car ee))))
(CICL02)) ;pn = (prof no-nu) = (prof (nod nua) )

t

(de CICLO2 (1
(if (nuil na)
(list eee sss )
(setq pn (car na) prof (caar nal no-nu (cadar na)
nod (caadar na))
(setq eee (append eee (cdr pn))
sucsZ (SUCES2 no-nu ss) na (cdr nal )
(if (null 8ucs?2)
(CICLO2)
(if (evenp prof)
(mapcar AUX-Il sucs?2)
(setq sss
(append sss (iist (list no-nu (c.Ti sucs2l11)]]
(if (c 1 (length sucs?2))
(brtg na
lapppnd na (fiapear "PROF-1 (car sucs2>)i)
(fiapear "AUX-22 (cdr sucs2)l
(s<*tn no
I app#*nd na
iapply *Append (fiapear
'"(lanbda (aMnapcai ’'PKO!--] a) i

suUcs21 ) 1 ) ) )

(CICLO2) ) 1)

(de SUCES2 (no-nu lisia)
(cond ((nuil Tli*ta) QOlI
i(equal no-nu (caar listal)
(cons (cadar lista; (SUCES2 no-nu (cdr lista) mi
(I (SUCES2 no-nu .cdr linta))) ) )



(de AUX-11 (a)
(if (s (length a) 1)
(aetg as8 (append aaa (iiat (liat no-nu a)))
na (append na (Hat (cona (& 1 prof) a)t) )
(aetq ind (INDICE nod ee 0)
ee (append ee (liat (liat nod (1 ind)))>
aaa (append aaa
(liat (liat no-nu (liat (liat nod (It indi)))
(liat (liat nod (It ind) ) a)))
eee (append eee (liat (liat nod (1-F ind))))
na (append na (fAapear "PROF-2 a)) 1 ) )
«
(de PROF-2 {m)
(Hat @ 2 prof) m))
«
(de AUX-22 (a)
(aetqg ind (INDICE nod ee 0)
ee (append ee (liat (liat nod (!'e ind)l)t
eee (append eee (liat (liat nod ( ind 1)))
aaa (append asa
(Hat (liat (PADRE no-nu SSS)
(1tBt (liat nod <!e ind)I1))
(liat (list nod (l« indi) a))))))
(de PRE)K-1 »m>
(lixt (¢ 1 prof > mi)
k
Id** PAUKK 1In listrti
(ttny "(lrtmbda 4\ 1 (if (m<>nber n (cndr X 1) (car N1 1))l liata I)

LH,- Votj~*.

J.H.t.- NA denota el conjunto de nodon qu* no te han expandido.
Tal como crece NA, puede ionarne el |>riti<>r eie««*nto. La
repreaentacion «erA pn e <prof,no-nu> m <prof,<nod,nu«>>. Noteae
que como fi«ura en la definiciéon 3>6. URA-ARP deb<> de eapecar al
tratXP ron *l nodo inicial del «rafo. AlT-AA tanhien debe de
enpeaa" % tratar el nodo 1intcial del <rafo. tr e» caao de GKA-ARR*

he«oa de proporcionar el nodo inicial cono priner nodo del



conjunto E. En el caso de AR-AA. 1la salida de GRA"ARB, garantiza

que el nodo inicial es el primer elemento de E".

3.8.2.- Naturalnente, se trata de sucesores en E*, no en E£.

3.8.3.- E" se modifica Unicamente a efectos de actualizacidén del
indice.

3.8.4.- La funcidn INDICE, solo aparece codificada en el prograna

GRA-ARB, por ser coincidente en ambos programas GRA-AR y AR-AA.

3.9.- SOtAS.

La 1idea de estos algoritmos es muy simple. GRA-AKB hace
"copias** de los nodos con mas de un antecesor, para conseguir que
cada nodo, excepto el raiz, tenga un solo antecesor. Por ejemplo

con el grafo

Figura 3.9.1. PU

MC

cu AF

BA BS

BP

algoritmo GRA-ARB nos «levurlvi».



Figura 3,9.2

<PD,I>

/
A
\ / \
| | t i
<CU,1> <AF, 1> <BS, 3> <BP,I>
i\
f N\
1 1
<BS, 2>
<BP,2 <
Por au parte, el atifurilau AR-AA consisue un arbol nlternado
a partir de este, aln mds qu« nfAadir arcos suplementarios donde
S4&a preciso, eato en:
1) para cada ", A» S". «i 1« profundidad de n es par y A no es
unltHrio, se MURtttuye el k-«rro A> por el I-*rco *n,
Junto con et k-arco vn?Z, A>, donde n" es una copia de n, vy
2) para rada .n de profundidad inpar, si es orliten de mas do un
k*arco, por eleisplo, *n, \">...... ¢ W, hacen g-1 trpias de

n para que cada una de ellas sea origen de un uUnico k-arcn.

Ileaplo de la situacidén I: (a de profundidad pari
AH-AA o
* 1
b c a



y de la situacién 2: (a de profundidad iapar)

Figura 3,9.4. b b
/\
| 9
AR-AA A~ a i
R A Kt
c de f cd e f

Naturalmente, estas sustituciones deben hacerse coaenzando
por los nodos de menor profundidad, porque cada sustitucidn altera
la profundidad de los sucesores. En el ejemplo que veniamos

considerando, el Arbol alternado resultante sera:

Figura 3.9.5. <PD, 1>
A
\
\
\Y%
/ \
f’ \ f
<PE.1> <PD, 2>
»
) |
| « - t
<CU,1> <AAF,1>*.bS.1> ‘.Hi , !>
t
%
VAF, 2> AMC . U>
m X
% % «
<BA,I> <BS,2> ABS, 3> <>BP, 1>
?
\
J
<.BP.2>

En lo que siffue, vamos a conservar esta notacidn:

<gE,S> para un arafo Y/0 cualquiera,
<E 7,S*> p.nra el &rbol V/0 asociado, vy

<E"",S* ™ para el &rbol alternado asociado correspondiente.



Considerando so6lo los nodos, cada n E da lugare en el paso
de £ a E*, a un conjunto de nodos de E ™ <nel>>_..1i<n,k>, k ~ 1; a
su vezi cada uno de estos nodos de E" - en el paso de E* a E
puede eventualaente dar lugar a que se increaente el nlaero k de
copias de n. Si D cE, llanareaos D" al conjunto de los nodos de
E'que provienen de nodos de D en el paso de E a E",y D"" al

conjunto de 1los nodos de E*" que provienen de nodos de D" en el
paso de E* a E"

J.10.* Teorema,

Con 1las notaciones anteriores, y siendo NI el nodo 1inicial

de <E,S>, las afirmaciones siguientes son equivalentes:
(1) 3 g-caainode NI a D en <E,S>
(2) 3 g-caaino de <NI,I> a D" en <E",S%
(31 3 g-camino de <.NI,I> a D" “en ~E" <,S"">.
Prueba;

Antes de la denoatracidn propiamente dicha, veamos la
MItuacién con el ejemplo que venimon considerando, tomando

D « IHS.HHI. (Loa g-caminos aparecen marcados con <)

Kitiurdi J _1U. | PD
|

D * (IiS.iU<)

Ft j*

cu I -

np



Figura 3.10.2.

<PD,1>
/ e\
D** {<BS,1>,<BS,2>, E\
<BS,3>,<BP,1>.
<BP,2>»
<PE, 1> <BS,1> <MC,1>
/- A
/
J V S /e « *V .
<CU.1> <AF,1> <BS, 3> <BP,1>
£
/ A\
C f
<BA,1> <BS.2>
)
J
Figura 3.10.3 APD, 1>
\
Ul * D -
“PE. 1> PD.2>
K
il
l's
<AF.2> <;MC,2>

<BA .1> <BS,2> «HS ,3x<

BP.1>



(1) 4 12>1 Sea <M,T> un g-caaino de NI a D en <E,S>, EIl aigoritno:

M* :» 0

T ;» 0

Para cada <n, ..n™)> e T, ae consideran lo» Ic-arcos
de Sh correspondientes a los misnos nodos,

independientemente de la numeraci6on. Si estos arcos

son:
<<n,i™>, {<n,,i™M>._....
<<n.i™>, <Mn,.i,">__...
entonce» hacemos:
M* = M U {<n, i,>,<n?, 0>, ..., <njn, 1i0,>
<n,i’ﬁ>>><nt>>itp> _____ M «p
™ == v ..

p 1 tp m \p
calcula que ea claro que es un g-camino ile <~NI,1> a D" en
"E" ,S* >.

I31* 11>i S*H vM ,1 e un i{-CMmino <Pe «»en ".F/.S"). W
nil<or tt«o;
M ommk”
r » »
Para c«»lIn eeti, I», I< , 1N \Y; n™ , 1 J* * 1
M ;» MU tn, 0 ..... |
r » rU {<n, tn*.... n"\I>f

calcula iH,T>, -lu# «» claro que «s un “~-camino d» Nt a D en ~E,S>.
quv #NtMH unton»c« «on conjunt lutaii (no cono mpfAnd rn

LISH», e* qu** ni  por »_t»mplo el k-arco "h, <n?®,...,n")> >»

e utuvif»**» <n T, r hi wp» alt«*rA en el p«*o corrr*T>«nd ie»,ie del

Xld«r Itmo t



12) =m (3)1 Sea <M",T*> un g-camino de a D" en <E",S">. Es

claro que, salvo diferencias en |los indices (pues elconjunto es
distinto). AR-AA (tM",T*>) es ung-caaino de<NI,1> a D" en
<En ,S">.

(3) = (2)1 Sea ~M",T"> un g-caaino de <NI,1> a D" en <E",S">,

El algoritmo:

M* = MM
™ > 71"
Para cada situacion <<n,i>, {<n,i">)>, <<n,i>», A> € T"
hacenos
M* = M* - {<n.i*>}

T”:= T U i<<n,i>, A>)
- {<<n,i>, I”n,i=)>, <<n,i=, A>}

calcula que es, salvo diferencias en los 1indices, un
g-camino de <NI,1> a D" en <E",S*>. Ahora, el orden en que se

ha”an las sustituciones anteriores, es irrelevante. *



CAPITULO I11.- PROCEDIMIEKTOS MIN-MAX'Y ALFA-BETA.

f,\.~ PROCEDIMIENTO MIN-MAX.

f.2.- PROCEDIMIENTO ALFA-BETA.



[.1.- PROCEDIMIENTO MIN-MAX.
1.1.- Descripcién del procediBiento.

1.1.1.- Notas.

Nos vamos a centrar en juegos <E_.R.T|G,P> interpretables
en grafos, con grafo de Juego <N,R"> y subconjunto F c N. Vanos a
buscar estrategias para el Jugador que coaiensa la partida. A este
Jugador 1lo denotarenos por Jugador MAX, y en general, 1los estados
correspondientes a este Jugador (que coaienza la partida) vienen
dados por el conjunto T = (<n,1>:nCN) y los 1llamanos nodos
0 estados MAX. Los estados del adversario los Illaaareaos nodos 0
estados MIN.

Dado <E,R,T,G,P> un Juego interpretable en grafos.
Consideremos el grafo VY/0, <E,S> construido segun el teorema
X1-2.10. y eJ arbol alternado asociado (ver definicion 111-3.71,
<E““.S"> * AR-AA IGRA-ARB (<E,S>II.

Si suponemos que el nodo inicial pertenece a T, entonces,
por la construccién de <E.S>, AR-AA no es preci&o pues ya
GRA-ARB <<E,S>) es alternado. En general, esto sera perfectamente
asumible debido al hecho de que buscamos estrategias pf.ra el

jugador que comienza el jueso, es decir, para estados de 1.

ElI procedimiento Nin-Nax, pretende la eleccidon de la “fme.ior"
iugada. Extr procedimiento trabaja con subcrafos de <h" .S*~
construidos n partir de un nodo 1inicial s ~ 1. lo que notaremos
por JIfi)

Ficura 1.1.1



desarrollados s6lo hasta una cierta cota de profundidad: 1lo que a
su vez notareaos J(s,cota). La interpretacion de J(s,cota) es la
del «rafo de la Jugada para un nodo s € T« hasta una profundidad
igual a cota. No6tese que, de acuerdo con tIl-3.3 y 3.7, <E"",S">
es un Aarbol que se denoainaba arbol del Juego &6 arbol alternado
del Juego <E,R,T,Q,P>. Jls,cota) es un subarbol de <E".S"> cuya
interpretaciéon es la del arbol de 1* JugMd* para un nodo s € T,
hasta wuna profundidad 1igual a cota. En ocasiones a J<s,cota)

aiapleaente lo denoainareaos &arbol de Juego.

Antes de describir el procedimiento Nin-Max, vaaos a definir
un nuevo concepto que es utilizado tanto por éste como por el
procedimiento Alfa-Beta. Este <concepto es el de funcibén de

evaluacion estatica.

Notese también, que como la profundidad del nodo inicial es
0, loa nodos HAX tienen profundidad par mientras que los nodos MIN
tienen profundidad impar, en el arbol de Juego correspondiente.
Esto quiere decir, que podamos identificar el Jugador a que
corresponde un determinado nodo 6 estado del Juego por la

profundidad del nodo.

1.1. - Pefinicion,
Sea <E,R,T,G,I*> un Jue<o interpretable en grafos. Uni»
funcién do evaluacidn eatatica ea cualquiet aplicacion h: S --—-——- 1

con i <l conjunto de loa nUmerot enteros.

1.1 J.- >uta.

Una fitncidon de evaluacidon estatica nos debe dar un valor de
ht eattmv«cidén del nodo. Normalmente rale vakor «erd num«<rico, gii*
para noaotro* aera Muficiente considerar i. En realidad cualquier
conjunto nrdenado aervirta para loa propénitoii de evaluacion

comparacion de nodos. La idea que se persigue es simple:

1>Vn » N h(nl » O si n e* una posicion “fFavorable ™ a

HAX r tanto mayor ruanto ma&s favorable,

il) * N h(n) 0 al n ea nna posicidn "desfavorable™
a MA"t lo que «a lo miaao favorable a HIN, y tan*o s”nor cuanto
méda desfavorable.



liil NornalBentei suele escribirse h(ni = Si <n«0>c G

hin) s Si <n,I1> € p,

abusando wun poco del lenguaje <pues =« noson elenentos de 7).

1.1.4.- Notaa,

El valor 1 para el indicador de jugador representa al que
hemos denotado coao Jugador MAX. EI valor O denota al jugador
HIN. Cobo ya henos observado ai final de la nota 1.1.1. este
indicador de jJugador puede sustituirse por la profundidad del

nodo.

Las funciones de evaluacion estatica, son por 1lo general,
funciones heuristicas, construidas en base a conjeturas que nos

haceaos sobre el juego.

1.1.5.- Procedimiento min-mMBX.

ElI procediBienlo Hin-Max, es un procedi»iento que peralte, a
partir de las evaluaciones estaticas de los nodos de Ultiao nivel
considerado y de 1los nodos sin sucesores, evaluar los nodos de
niveles anteriores hasta Illegar al nodo inicial. A partir de esta
evaluacidén propagada, haceaos la eleccidon de la jugada que creemos

aas venta.ioMk.

Parn elegir que tugada realiza MAX, desarrol lamos i ari>ol
de luego hasta un determinado nivel de profundidad 1ieste os.
estableceaos una cota al desarrollo); evaluaaos 1los nodos df* dicho
nivel Mediante la funcidén de evaluacidén estatica y propa<;amos la
evaluacidén a nodos antecesores hasta Illegar al nodo inicial, tsta
pror>sgacion de la evaluacion estatica se realiza de la siguiente
foraa:

Para cada nodo n del arbol ae juego Jis.cotal, excepto s,
»e define su valor de evaluacidén EV por

h(nl si S 7"<n> ¢ 6 si profundidad de n en

J(s.coia) es isual a cota
EV Inl *

lax ( Bin ( EV <n) :-a » A | : ~n, A> S " »

en otro caso.



LA JugadA que se eacoge ea entonces la correapondlente al aucesor
de a de aayor valor de evaluacidn.

Eate procediaiento define la aiguiente estrategia:

Q: T°* » E" , tal que a s € T" le asocia Q(s) = a" que
verifica s" € S*<(a) a Va"™ € S"(a) EV(s") 1 EV(s").

1.2,- Algoritao.

A continuaciédn danos el algoritmo que isplenenta el
procediaiento Min-Hax. Partifaos de un Juego interpretable en
grafos <E«R«T(Q,P>. Supondremos que estafios en un deterainado
nodo, que se considera coao nodo inicial y que denotareaos por Nl«
gue estaaos Uliaitados por una deterainada cota de profundidad en
la generacidén del arbol de la Jugada para NI, y que contaaos con
una funcidén de evaluacion estatica que denotareaoa por h.
Pretendamos obtener, coao paso previo, el arbol de Juego
correspondiente, para después evaluarlo y asi tener la eleccidn de
el nodo sucesor al nodo inicial dado que nos sea aas favorable.
Nétese que esta medida de 1lo favorable o desfavorable que nos
resulta un detericinado nodo, va a depender de la funcioéon de
evaluacion estatica que se tenga, es decir, la eficiencia del
procedimiento Hin-Hax depende de dicha funcid6n. Se plantea aaf una
dificultad adicional proporcionada por el hecho de tener que

encontrar buenas Tfunciones de evaluacid6n estatica.

Kn el algoritmo distingimos tres etapas fundamentales:

- Etapa 1.>.Qeneracidén de nodos, a partir de un nodo
inicial.
- Etapa 2.- Evaluacio6n de nodos.

Etapa 3.» Eleccion de siguiente nodo, de entre los nodos

sucesores del nodo 1inicial.

A primera viaia estas tres etapas son secuencialea, es
deoir, priaero generaaoa el arbol, deapuda lo evaluaaos, y por
Ultimo, elegimos el siguiente nodo que serda el nodo aaa favorable
de entre loa sucesorea del nodo 1inicial s partir del que haaos
generado el arbol. Sin eabargo, de cara a la ejecucidén del
algoritao, las doa prlaeraa etapas se realltan conjuntaaente
debido a que 1la eveluaclrfn de nodos va a tr Illaaando a la



generacién de nodos. Es decir, no vasos a generar el arbol
conpieto y despuéu lo vanos a evaluar, sino que generareaos los
sucesores del nodo inicial, evaluareaos estos sucesores para lo
cual necesitdrenos generar nuevos sucesores, Yy asi sucesivasiente
hasta llegar a la cota de profundidad 6 hasta llegar a nodos que
no tengan sucesores. Por otra parte la segunda etapa de evaluacion
de nodos va a ser recursiva, siendo precisanente las condiciones
mencionadas en las lineas precedentes de alcanzar 1la cota de
profundidad en 1la generacion del A&rbol ¢ de alcanzar nodos sin
sucesores las condiciones de parada de la recursividad. Pasanos a
continuacidén a la descripcion del algoritno. Esta recursividad la
observaremos me.ior en la sintaxis de los programas, ya que la
descripcidon que vamos a dar del algoritmo serda secuencial,

plasmando cada una de las etapas.

En primer Jlugar, vamos a dar una descripcidn mas general,
que refleja cada una de estas tres etapas, para luego dar wuna
descripcidén mads detallada de cada paso del algoritmo. EI orden
empleado para describir las tres etapas va a ser inverso al orden
en que las hemos enunciado antes. Esto es debido, a que por
razones de comprension de la escritura, preferimos el siguiente
orden: en primer lugar nosotros queremos realizar un movimiento de
un nodo dado a algun sucesor, para ello necesitamos saber cual es

fl sucesor mas favorable (generacién y evaluacion).

Ft«pn 3 .-
Datos de entrada al alsoritmo:
M s nodo 1inicial
cota * cota de profundidad
H s evaluacidn estatica.

Esta etapa devuelv» el sisuiente movimiei:to h realizar.
Tomar NI y asignar profundidad O.
Calcular Rucesores de SI.
Fvaluar sucesores de NI.
Ordenar los sucesores de N1 «rmin su evaluacion.

F.lefir como siguiente movimiento el que nos Illrva al
primer nodo del conjunto de nodos sucesores de NI,
ordenado.



Esta etapa realiza las tareas del procedimiento Min-Max<
Va a recoger la propagacidon de la evaluacion en el arbol.
También determina la generacidén completa del A&rbol.

Esta etapa devuelve la evaluacidon de un nodo (i.e. NI).
Tomar un nodo y su profundidad.

Tomar sucesores del nodo. «

Si profundidad a cota 6 el nodo no tiene sucesorese
entonces, <calcular el valor de la evaluacidn

estatica del nodo en cuestidn.
En caso contrariot

Si profundidad « par, entonces, tomar como evaluacion
del nodo, el valor méaximo de las evaluaciones de

SUS sucesores.

En caso contrario,
Se tiene que profundidad » impar, entonces, tomar
como evaluacidon del nodo, el valor minimo de las

evaluaciones de sus sucesores.

Etapa 1.ma

por

Esta etapa, asi como la funcidén de evaluacién estatica,
es particular de cada Juefo. Debido a que desarrollamos
hasta una determinada cota de profundidad, y también al
KecKo de que hemos de diferenciar a los dos Jugadores en
la etapa 2, hemos de ir arrastrsndo la profundidad de

cada nodo. Esta etapa devuelve 1los sucesores de un nodo.
Tomar nodo

Calcular sucesores del nodo y la profundidad de

dichos sucesores.

los siguientes organigramas:



Etapa 2.-

Calcular sucesores de nodo <etapa 11

s
P. 1V

no I K1l

r — _

4 1

Calcular 1ia eva-
luacidén estatica

del nodo
Tonar el Hin. de
de BUS suceBores
P.1 « Prolundidad * cola 0 nodo no tiene suceaoren

P.2 « profundidad e 1aipar

Tonar un nodo y «u profundidad
i
"l
Calcular 1lo* Rucenorc» del nodo y «u«
profund idades



A continuacion! paaamoH a describir el algoricmoi de forma

detallada.

HIN>MAX (<0.NI>)

AB :a {<O0,NI>} iver nota 1 posterior
CE » 0

CAMINO :« O

NE :s O

CICLO-QENERACION.

CICLO-QENERACION (I
SI  AB a 0 ENTONCES CICLO-EVALUACIUN
CASO CONTRARIO;

pn ;» un eleaento cualquiera de AB ;id. nota 2

AB :a AB - Ipn>

CE ce U ipn)

Sl prof * cota ENTONCES CICLO-UENEHACION lid, nota J
CASO CONTRARIO: ;id. nota 4

«ucs :> sucesores de pn mediante S =<

Para cada tleprof,nod"> ™ sucs

\B ja AB U inleprof ,nod > 1

CAMINO ;« CATiINO U Upn, <leprof ,no17>>)
t"ICLO WENERACION.

OH I.0-KVALUACION \>
Ordenar 1los eleapntos de Ck »ei<uii protunUidad ;id. Dotn 5
t"ara calUa pn wCK
Sl prof «cota « -»3\pn,pn* * CAMINO
ENTONCES  feMpn» :« h(pni
NK ;e NK U « I*n*.pn »)
CASO CUNTRAHIOT
31 prof e par
KNroWCK»  KV«pn> 1« mai (FAIpn~?jJ . <rn.pn ™)
NK le nft U <*Fvtpnl*pn>»
CASO COTUTRAHIO
tVipnt :» «in { tpn 1 . <pn,i>n~»)
NK :« MI U <<KV]pnl,pr>>
filecir itod lal gM»i <<U*NI >, <l®™>cd»» * CAMIT#«w» A
tVl <1 ,«0d >» mm«Ax IKVI <I»nod™">J |
e«0,Nt >,<! »nod <> * CAIIif0).



1.2.1 Notas,e-

Nota 1.- Los datos de entrada ai algoritno son NI, COTA, h.
Consideraremos <profundidad, nodo> en los eleaentos de los
conjuntos AB y CE. Estos eleaentos se llamaran pnodos. La

profundidad de NI es cero.

AB representa el conjunto de pnodos que no han sido
expandidos, CE representa elconjunto de pnodos expandidos, CAMINO
representa el conjunto de arcos del &rbol generado, y KE
representa el conjuntode pnodos evaluados. Ahora ai  hablar de
arcos puedeparecer que entraaos en inconsistencia con lo que
hemos definido cobo &arbol de jueito o arbol alternado (definiciones
11-3.3 y 3.71, ya que alli habldbanos de niveles alternadob de
lcdreos y de k-arcos. fcsto no es asipues, ahoras6lo vasos a
tratar con l-arcos de un nodo a cada uno de sus sucesores, ya que,
el caracter de 1l-arco 60 de k-arco se va a reflejar segun estemos
en un nivel wmaxiaizanted en un nivel nininizante. Por otra parte
el problema que puede representar el tener que pasar de k-arcos a
l-arcos queda reflejado en 1la funcidon que calcula los Euresorc®"s de
un nodo dado, y esta funcidén como hemos dicho depende de cada
Juei(o. Con estas <consideraciones que hemos expresado, podemos
suponer que nuestro algoritmo trata con [l-arcos «olamonte. NOtese
también que la funcién que calrula los sucesores de un nodo d«»lo

<iebe también ralciilnr su pr» lund idad .

Nota 2.- Tomamos el i>rim»*r elemento de AB por [l"acillda<t *Ir
pro«ramAC id6n. l.a ordenat ion de AH esi lo de menos, inies hemos de

dexarrollar el &4rbol comoieto hasta una profundidad inuai a ("0IA.

Nota 3.- Profin) representa wuna funcidon que nos tlhk« jh

profundidad ile un pnodo, es decir, su pnmoli componente.

Nota -4.- SUCESOHKSOil sera una funcién particular de cada
.tueco. La variable suca recoce el conjunto de sucesores de un nodo
dado. Con la notacidén de con.iuntos que venimos empleaivdo se tiene,
SI."f"ESOREST nl * (m » E*": nS""m|]. Recuerdese que el algoritmo hace
que loa nodos se consirtei-en Junto con su profundidad, lo "-uai no
representa mas dificultad qoe aqaptar el indicador dr Jucadoi en
el Arbol de jueco Jis.cota), rubcrafo de pnJemf>K
considerar que en vee de los VKlcr"s 0 y J, este 1indicador toma
Nalores entero* positivos v qu” segun la pandad de este numero

«abemos a que Jlugador pertenece el nodo. Er. decir, en ver. de tener

In -1I»



E * N»{O,M* tenemos E * N«W, en vee de T » (<ni0> - n 2~ N)i
teneaoa T * (<n,k> ; nen a (keN : k p«rl), donde <N,R"> 'y
F « N vienen dados por ser <E,R,T,0,P> un Juego interpretable en
«rafos. Como se podrda coaprobar sdas adelante, este hecho no

presenta aayores problemas de programacion.

Nota 5.- La ordenacién de CE &es debida a razones de
operatividad del algoritmo.

1.3.- Programa.

Damos ahora 1la aintaxis en lenguaje Lisp, de un programa que
Impiementa el procedimiento Min*Hax. NoOtese que este moédulo de
programacién es incompleto, pues 1le falta la programacion de los

aspectos particulares relativos al Juego en cuestidn.

iProgramacidn del Procedimiento Min-Nax.
(de JL"UADA Inod )
(cadr (cadar («orft "ORDEN
(maprar "(lambda Ix)Iltst (EV ) \V)>
1SUCES (Hat Onod> > )) )i J
«
(ke KA (iMiudu)
ilet Mp (1utlh pittulo M («uc» (SI"CES pnodo M t
iconti i(or 'm p cut<il (nuil hucs)r di  pnodu N
(<P>\t*i)o p( 1PMAX Buc» i)
(t (PHIN *»uc» 1) n i
Idv  I®MA\ ilisit.rtl
It«pply “fflrtx (mapCMr “hv ltvtaH )
|
(<4# PMFN  (lt«ta I

leipply *mlit (mApi i«r TKV lintaU |

5
(de ONI1)«N hl

al fcai bi] 1
h

<dP PROr (pnrlu)

(car pno'io» \

tii-n



:Docunentacioén:

iFunciones VariablesLocales Variables Globales
;JUGADA nod, x cota

JEV pnodo, p, Ssucs

PMAX lista

JPMIN lista

;ORDEN a, b

;PROF pnodo

1.3.1.- Notas.

Como vya hemos anticipado, el programa anterior no es
completo. De momento para nosotros, SUCES sianificara la funcidn
gue calcula ios sucesores de un pnodo dado, para un .luego dado. De
forma anéaloga, H serd la funcidén de evaluacidén estitica usada
para evaluar pnodos con profundidad que alcance la cota, 0 para
pnodoB sin sucesores. Recuérdese que se trabajaba con elementos,

profundidad, nodo>, en vez de con nodos. Esta nueva entidad
formada por 1la profundidad y el nodo, es lo que en el programa

se llama pnodo.

Respecto h las variables que aparecen en el prograna,
4diremos que representan las distintas entidades con las que
trahaia rl protfrdina; por otra parte, estas entldade» toii también
1«K qu«* miine.iA el algoritmo dado ante rlorBioin<« eii 1.2. Dt“ forma
f*Npliciirt, estHh rntidades son el nodo, ol piiooc } un namero
entero, las variables del progranta toman coino valor una de* las
«eritidadoR antenore» 6 listas con agrii|»aciones d» 1iH> ontidadeh
anleriore««. PaKamos a <continuacién a romontai HOfnoramr*r»t»?  las
fitncionefi intesrantec. del programa.

1.3.2.- JIT0ADA.

Tema como argumento un nodo del jJue«o ti, que hace el
papel de nodo rai* O n-">do inicial, y devuelve el eucesor »"on tayor
evaluacion. Para ello, transforma e] nodo raiz en pnodo rair..
calcula nuil sucesores, los evalua, los ordena noffun la evaiuaciodn,

y elige de mayor e**»luac 1dn.

1.3.3.°° EV. PMAX, PtlIK.

Iiv realiza la evaluacién de 1los nodos. Para nodos <on la



cota de profundidad alcanzada 6 sin sucttaores, lea aplica Ila
funcidon H. Para el resto de nodos, realiza la propagacion de las
evaluaciones seglun propone el procediaiento Min-Max. Pa.a realizar
esta propagacidn se ayuda de las funciones auxiliares PHAX y FHIN»
que devuelven el néxiaio y ainino respectivaaente. de la lista que

se obtiene de aplicar EV a cada elenento de una lista de pnodos.

1 ORDEN. PROF.

La primera de ellas, se utiliza para ordenar una lista de
pnodos segun la evaluacion. La seicunda nos da la profundidad de un

pnodo dado.

Paaaaos en el siguiente piiiilo a aplicar el procediaiento
Hin"Hax a un jueKo <concreto. Desde el punto de vista de |Ila
prograaacién esto «upune la codificacion de las funciones SUCES v
H, su el prograaa anterior. Ant«*j» ile realizar esta tarea, daremos

la descripcion del Juego elegido pata la aplicacion.

).-1.> Descripcién del Juego.

Int rotiucc ion.

b todoM eifl conocido rl drl "tres en ruya™ [Itrinciirro
a tlc-tai"-"to*>. Kste nj(*4u no .tdapta auv bien a rkuctiT r'o®
ohintivcm, «ri prl«r*r luiittt . &1 &rbol «r «u desarrollo
IwiHtantr pequofNn (cmindo el dr e«te procedimiento «"» pnra
arbolen tfrnntleMi, v «n KeKuiKlu luK”r, no se itais propl An«*nte de
un prublema «le tnte ltgt*nc la /artificial. Fn efecto, una de la«
c«rac ti»rm Tt ICA<*  r>Hpeciflca< *&xd«we csapu es la nusenriA dr

pidor M «fjH que violiicionen el prcit>lrmn de formn determin lsta: pues
birn, en el caso del tre* en ra" « el Juego esta stso lutam<*nte
sJeterminadu desde el cuaienaa ilrl ml«SK>, Rxisten dos verdiones

rumiament alen d» ente luegu, «'on < iiin des liffamlento.

RI motivo de haber habisdtt del conocido tres en rsTs. en que
la<«  reglj<w |*ars culorar v MHAver las plecas son e\acinmente
iduale<4, a la* del tuega al "JUe *e va a aplicar el prored tmiento
MIn-""ax. fuego, que tMaloiifa al tre» en raya «ax)ii a
Ilamar rre>x en Raya UeneraM con P#skitaaiento (TiKiPl, «e
iuega v=n trea plata* p«r Jugado»», y ta dtfeifncla cor» ei tres en

raya “tonvencional ““ eatd en el tablero» Esto éaiilica, co«»0o es



natural, diferencias en cuanto a las posiciones ganadoras Yy
perdedoras entre asbos Juegos. Heaos optado por este Juego, en
priaer Jlugar por la siaplicidad de cu descripcidn, y en segundo
porque subsana la pega que tenia tres en raya, al no haber, al
Befios que conozcamos, una estrategia detersiinista que gane el
Juego. Por otra parte, el &arbol del Juego correspondiente taabién
es considerableaente aas grande (con aas estados y con Bas

moviaientosl que el del tres en raya convencional.

La eleccidén de este Juego taabién esta activada. adeaas de
su no trivialidad, por el hecho de que, si bien la gana de Juegos
posibles es aaplia, no ocurre 1lo aisao con Jlas funciones de

evaluacidn estatica disponibles para dicha gaaa de Juegos.

No obstante, no nos preocupa aucho la eleccion del jJuego, ni
incluso la de una buena funcidén de evaluacioéon estatica, ya que el
objetivo de! Juego es constatar que los procraaas funcionan,
siendo nuestro interés la aplicacidén de estos procediaientos a la
deducidén autoadtica. En otras palabras, el objetivo de nuestra
neaoria es el de aplicar los procediaientos Hin-Nax y Alfa-Beta a
la deduccidon autoaatica y no el de prograaar Juegos O buscar
buenas funciones de evaluacion estatica para Juegos. Sin aae,
pasaaoK a describir el Juego dr?l Tres en Raya Generalizado con

[>esl izaaiento.

1.4.2 .- Tres en H/t\m izmdo con i>esi i®Uinjenro.
ElI' Juetfo lo Juegan dob juKMdores, cada uno dp ellos con Iro”
fichas isuales, pero diferentes de las del adve r«ar in . <-on el

licuiente tablero:

C z3 -m- C Zj

co- ¢+ y "L1J



donde heaos nuserado cada una de Xas posiciones del cablero, segin

se nuestra.

Se juega alternacivaaente. Cada Jugada consiste en colocar
una TFficha propia en una posicidén libre del tablero (si es que no
se han colocado las tres)x & deslizar una ficha propia desde su

posicidén a una posicion contigua y libre del tablero.

Gana el juego el jugador que <coloque priaero sus tres
fichas en alguna de las ocho "lineas"” con tres posiciones que
contiene el tablero. Estas "lineas", las vamos a representar por
una terna que contenga las 3 posiciones que las definen. Asi.
tendreaos, que el conjunto de lineas « (x1,2,3>, 73,4,5> <5,6,7>,
<1,7,8>, uU,11,12>, U2.13.14>, <14,15,16>, <9,10,16>».

ElI estado 6 nodo 1inicial del juego es el tablero vacio. Los
nodos se representaran por dos ternas, que indican las posiciones
de tablero ocupadas por aabos jugadores. Asi, el nodo 1inicial es
<<> <>>_. Para poner una ficha, la colocamos en cualquier posicidn

libre del tablero.

Kinalaente, por necesidades iapuestas por el procedimiento

conatderamu» en v*2 de los nodos descritos tres parrafos

anten, tos pnodos, que estdn compuestos por un nodo y su

profundidad, en el orden: pnodo * «.profundidad, nodo>, como hemos
dicho.

En principio, el juego seria la 5>tupla sicuiente,
VR 1K 1T 1U ,P dOﬂd«» J

E m ("<nj,n">,i> 5 m<p.q*r>, I1* p.q.r » 16, todos
distintos, con algunos p,q,r iguale» a blancos 0 todos
blancos para el nodo inicial, i G,1 seglun juege
6 Hin).

M esta definida de la siguiente forma, sean n,m * E, con

n » ,Q*,r*>> i> y
m * < < » tey>,<s\i* ,u“>>,J>, entonces,
nkm ** 1 < J
~ A <p5g\r*> e«s<i",u*»|

* l«p <,0° »r SHjJ<S™,t &> A <p*grr> e is,t,u>) 1



con Rq, <p,q, r>M<s,t,u>

<8 ,t,u> € PONE(<p,q,r>> 06 <s,t.u> € DESLIZA!'<p,q,r>1.

EI definir esta relacidon con notacion de conjuntos, hace que
la definici6n sea engorrosa. Por eso se han utilizado las
funciones PONE y DESLIZA, que seran mas tarde definidas en el
programa. La priaera se util isa para la priaera parte del Juego, Yy
COBO su noabre indica, se utiliza para calcular sucesores que se
obtienen poniendo fichas en el tablero. La segunda, calcular |los

sucesores quese obtienen deslizando fichas en el tablero.

T = {<™<n",n2>.0>€ E)
U = 1nf« conjunto de lineas}
P * {<<n”™,n2>.0> :n"€ conjunto de lineasi

El conjunto de lineas se definid explicitaaente al coaienzo
de este punto. Una linea es una terna de posiciones en un «isno
segsiento de los ocho de que se coMpone el tablero. > una linea
estid ocupada por fichas del bviswo Jugador, se dice entonces que la

linea es ganadora para el jugador duefio de las fichas.

Heaos nencionado antes que el caracter blanco (ausencia de
caracteri es taabién utilizado en las ternas que definen los
estados del jue”o, para significar que todavia no henos colocado

todas nuestras fichas.

Veaaos pues, que éste juego esinterpretable en grafos. Para
ello heaos de encontrar el grafo del juego y el subconjunto
F iN, que satisfagan 1la definicion de juego interpretable en

grafos dada en 1-2.ZS.

En efecto, considérenos los siguientee conjuntos vy la

siguiente relacioén binaria,
N « (<n”™,nj> : n" « <"p,g,r>, n™» » <-p",q",r'>, 1 “ p.g.r i 16,

1 < p*,q",r" 16  todos distintos, con algunos p,q,r
Iguales a blancos 6 todos blancos para el nodo inicial).

R* esta definida coso sigue: Sean n,M N, decimos que
nR"a <n,0>R<«, 1> 0 «.n,1>R<«,0>.

F* I<n®,n®> <N :zcon n 6 n*” conjunto de lineas).



Triviaiaente. se puede cosprobar que el grafo <.N.R*"> y el
subconjunto F ¢ N, verifican la definicidén de Juego interpretable

en grafoa para el Juego inicial <E»RtT«G»P>.

No obstante, de cara ai prograna que dareaocoa en el siguiente
apartado, no vanos a utilizar esta representacién. Oe hecho ya lo
henos dicho cuando esbozanoa la representacion del Jjuego al
coaienzo de esta descripcion. Esta anonalia se Justifica por |lo
siguiente. Nosotros para distinguir a qué Jugador pertenece un
nodo no vanos a utilizar el valor 0 6 1 en la variable que a tal
efecto figura en 1la representacidén del nodo, sino que vanos a
utilizar para dicho fin. el caracter par 0 1inpar de 1los nlneros

enteros positivos.

=]
o
Q

Es decir, ae tratara <con un Juego Isonorfo al
<E,R,T,Q.P>, con

K, a(<<nj, AP.q,r>, I * p,q,r < Iti,

todos diatintoM con algunos p.q.r, igualeh ablancos o
todos blancos para el nodo inicial, J ~ p.i rx~ti«Jando

caracter par o inpar de la profundidad del nodu)

Ea trivial, nue f: E [ ] - definida

«» "N, NN, p> si n « “n™,n”,0>
(1> -
«n,.n™,1> al n » « , ™, 1>

e« un »nowcir Fl<iit r* jueiiom.

\d«»na*(, é»ta la r«Fpr#ai*ntac ton ilrlititlivA drl
.hie«(0 uu«* ut n «Jitm*™ i*n «l prtigrana. Hor exitenciaa *ke
f»»Ja fTiodo deb«> d«f 1ir idirr.istrando au profundidad, d«* «hi >Juc cadn
nodo lo darenoa Junto con au profundidad, en vea «Ir t-xpip"*ando

«a lami>nt«* el caracter p«r 0 tapar <le eata.

Con eataa rwitMtd«rar lonoa, Juatlficanoa la representaciodn

para nodos da<la al princ(]"io.

»obr« aata lueiiu, d*» vara a ta aplicacion dri procrdinienlo

«>* falta dar la funcién de evaluacién estatica q«*r
ut il tiarMKiat ro(»iar#%a»'a hi N -* t» definida dd* ia «laitiriiie
fcirnat aea n e m o> »<|> »q'ir'»» 5 deflnifios ht*i> "romm
el ntlmero de linean abieriaa para la terna atrnoa ei
ndnero de tineaa a”ierla” p«r« f i“rresenta el

conjunto d# l«« nuneros enterns.



Aparece un nuevo concepto, ei de "linea abierta". que
pasaaos a natizar. En este aisBo apartado* henos explicado el
concepto de linea y de linea ganadora cuando se dio el tablero del
Juego. Una Ilinea esta abierta para un Jugador, si so6lo contiene
blancos (posiciones libres) ¢ fichas de dicho Jugador. Nb6tese que
esta funcion esta dentro de las condiciones dadas en la definicidn

de funcidon de evaluacidn estatica de 1.1.2 y precisada en 1.1.3.

Notese que para cada nodo n = <<P.qg, r>,<p* ,q* ,r">>, la
relacidon que existe entre el valor de 1la evaluacién estatica,

segun forae parte de un pnodo HAX 6 un pnodo HIN. es la siguiente:
Sea a~ = <p,n> un nodo HAX, a™ = <g»n> un nodo HIN. se
tiene, h(a™l = -hiaj,) Vn ¢ N, con correspondiente a la

definicidon de Juego interpretable en grafos. NoOtese que ésto es

debido a que en realidad a*» y a™ son ei aisao nodo, pero en el

priaer caso el nodo es HAX y en el secundo caso es HIN.

1.5.- Aplicacidn del procediaiento Hin-Hax al Juego del Tres en

Raya Generalicado con Deslisaaiento.

Rrloaaaos ahora la sintaxis del profiraina Lis|>. que
tapi ementaba el procediaitento Min-H«\. dado pn el apartado
1.3. Sos planteAMUH PKcribir las funciones qtiff 1dropleapiitan el

Juego y In funciodon de evaluacidn rst.ati a qup uBat>a.

I.5.1.- SotAS.

Antea de eacribir esto* prograaaK, recordamoh también laH
notas 1.2.1 > 1.J.1. Débaaos alli las entidades con las que 1iba a
trabajar en prograaa. Ai tener ahora definido ei Juego ai qur
vaaos a aplicar el procediaiento Hin-Hax, podeaoedar estas
entidades en aintaxis Lisp. Asi.se tiene,

nodo * (Ip Q rl (pY ro)l
pnodo « (profundidad (<p q rl ip"q°"r"m*
riiaero entero * representaen Algunoscasos 1ia profundidad vy

en otro* valores de la evaluacién de nodos.



De esta foraa podemos dar el «iguiente cuadro, que refleja
las variables del prograoia dado en I1.S. y los valores que toman

estas variables.

Variable Valor
nod nodo
X pnodo
pnodo pnodo
p profundidad ( £ M)
sucs lista (Lisp) de pnodos
lista lista (Lisp) de nuameros
a, b (evaluacion pnodo)
cota nimero entero

Progrmmm,

Damos ahora la codificacionen Lispt de las funciones que
implementan el Juego anterior. Estas funciones Junto con las que
figuran en el programa 1.3, constituyen el programa de aplicacion
del procedimiento Hin*Ha\ al Juego dado en el apartado anterior
t.4.

Como en el caso precedente dado en el apartado 1.3, daremos
primero la codificacion completa y a continuacidén comentaremos las

funciones y v«ri«blea qu« 1integranel programa.

(Programacién de las funcione* deevaluacidén estatica vy de
;oalculo de «uceaoree para el Juego del T.R.0.D.
jAsignacion a variable» globales

}
(setq cota & ni 1(> O)1li

(setq lineas “( Il 2 31 (3 451 (5 8 7) (1 7 mw (9 10 16)
(10 u ia> (la 13 14) (14 is le) ))

(plist ~vecinos *( 1 B M a (A3 1t) 3 (24 40 S13) S (4 6
4715 » (<t) t M9 n 9 (=10 16)
10 (9 11) n (to ti a) ta (ii 13)
13 tia 14 4)14 (13 15) 18 (14 16 6)
16 (9 15 ) )



;1.- Funcion de evaluacidon estatica H

;l.a.- Funciones principales

(de H (pnodo)
(let  ((p (PROF pnodo)) (pos4 (car (NODO pnodo)))
(pos- (cadr (NODO pnodo))) )
(* (if (evcnp p) 1 -1)
(apply ** (fapear "HAUX lineas)) )) )

«
o

(de HAUX (linea)
(let ((aa (INTER pos4 1linea)) (bb (INTER pos- 1linea)))
(cond ((equal pos™ lineal 1001
((equal pos- Ilineal -1liol
((and (nuil aa) (nuil bb)) 0)
((null bb) 1)

<lnull aa) -11i

(e vt )y )

;l.b.- Funciones auxiliares

;Adenas de la funcidén PKOF ya dada en el prograna 1.3

(de INTER x vy
(cond ((or (nuil \) (nuil yl) * )
((ne«bcr (rar ) y)
(coris <c«r \lI «INTER (cdr x) y) Il

(1 1LINTER <cdr M y Il 1 1

12.~ Funcién dr calculo do suceBores
:2.a .— Funciorips princit>A]ps

(de 8UCES tpnodol

(let ((p (PROF pnodo I'l <nod (nodo pnodoMlI
(In (I nd (KUM+ tiod ) I (n- (NL"M-nod ))1I
(cond (<K n«Ol "( (acdi O ¢ 2y O»N

(a9 C)HYCr 110y (OmM 11
((> n« n-1 («apear "(laabda (x) (list (« ) p) xI)
(PONE nod) ) 1
(< n« 31 4n«prar " (laaibda (x) (lint (4 ) p) \}I
(PUNE nod) 1 |1
(t (fapear “(laMt>da ¢:) (11*t (¢ 1 p) xH

(DESI1JZA (il (~Nvenp p» *-» nod ) ) I 1 1)1



Ide

(de

;2.

(<«

1d#

PONE

(cond

DESLIZA
(let ((ocupados (append (car nod) (cadr nod))) )

b.-

HKT»

)cond

utr
(Cortd

(Jug nod)
((equaX jug
(let {(Libreti
(OIF M1

2 345S6 7

8 9 10 i

12 13 14 15 16)

(app*nd (car nod) (cadr nod)) )) )

(mapcar

(t  (let

(DIF

<(libren
1 23456 789 10 11 12 13 14 16 16)

"(laabda (x) (list (METE x (car nod))
(cadr nod) ))

libres) ))

(append (car nod) (cadr nod 1) )) )

(mapear

( Ju« nod)

(if (equal
(mapcar

Jun

"(laabda (x)

(HETE X (cadr

o»

(appiy

(aapcar

ifod 1)) 1

"append

"(laabda (x) (list (car nod)

Ilbreal))))

"(luabda (y)

(li»t (HETE y (reaove x (car nod))t (cadr nod)))

(DIF («et

(apply Tap

(aapcar

ttu\i | knr**«
in 1)
I<iwul 1 () (I
i(* Illrn<th il 11
Il<«t

(cuml

(T (lb

((«
(1i
11

(t ti

Himi |1

(@)

((a«*tther (car t»

*t tcona (car x>

pend
"(laabda (y)

(aapcar

(HETE y (reaove \

(UtF  (if«t

"(laabda

*veclnoM x) ocupados)) ) (car nod)))

1x)

(list (car nod)

»c«dr nod)))I )

*vrrliho”

(car «n

(cadr nod M

a>>

(if a

(c

a b) (li«i
a c)(tlat
(lict be

“fy IDIF

(DtF lcdr

liadr

(cdr

IU t

(car 1)1
(r1iat (car
1)
a b oel)

b a c))

a)))

xI v)>

») y))t

(con« «

°)

X » ocupadON 1

D

1i ) N



;3.- Funciones de acceso

(de NODO (pnodo)
(cadr pnodo))

f

Jde NUH4 (nod)
ilength (car nod)))

t

(de  NUH- (nod)
(length (cadr nod)) )

docuaentacion

Func iones Variables Locales Variables Globales
H pnodo, p, pos«, poOsS-, lineas

HAUX linea, aa, bb, posdn,

pos -,

INTER X, V.

SurEs pnodo, p, nod, n», n-

PONE Jug, nod. ltbres

DESLI1ZA Juc, nod, ocupados, vecinos

HtrTE a, 1, b, c.

DIF X, Y,

NOIXD pnoao

NI=M* nod

VLS- nod
Damos un breve <comenlnrio dr> las Itincionesy \nriablcK.

iitHAdae on In codificacidén ntiterior.

1.5.3.- H. HAUX, INTER.

iMpleapntan la funcidén de <*vnluacidén estatica qup se ubh on
«1 .hieso. La funcion H, Jlo»» wun pnodo, caicujn Ja»; pesie lonci®
ocupadaR por MAX y por NIN. > seijun la prolundidad<juefi« MAX 6
HIN) toril roKo factor *1. paracalcular el valor de la evaltiaridn
rMtatlca para un pnodo. Este valor es el resultado de ir contando
el noGaiero de lineas abiertas para cada jugndor. resi.ar estos
fMiwero* y HHi1l Ipl trar por el factor 11 se«lUn se trate d»* <el >
& de MK [I1-1f. EI rbsiputo de lineaf «hlertas para amt."tK )uirndut«™H
lo realiza la funden HAUX . Flmalwent , la fundian auM llar IMf.h,
iapiesMonta la interaccion de i:onjunlr>s ilos conjuntob | o«

reprea#>titaresios por listas).



1.5.4.- SUCES. PONE, DESLIZA, HETE, DIF.

lapleaentan el cilculo de los sucttaorea de un pnodo dado. La
funcidn de ada alto nivel es SUCES, qiue discrimina entre realizar
un Bovimiento inicial, poner HAX, poner HIN, deslizar HAX 0
deslizar MIN. La funcidén PONE realiza la primera parte del Juego,
para ambos Jugadores, colocando nuevas fichas en el tablero. La
funcidn DESLIZA, realiza la segunda parte de Ju«go, para ambos
jugodores, realizando dealizamientos legajes de fichas. Ambali
funciones toman <como argumentos wun nodo Yy wuna variable que
especifica a un Jugador. Ambas también, wutilizan las funciones
auxiliares HETE y DIF. En cuanto a estas ultimas, la primera de
ellas introduce una ficha en el tablero, y la segunda realiza la

diferencia entre do» con.iuiitos.

1.5.5.- NODO, NUH*. NI"K-.

La primera de el,la» toma como argumento un pnodo y devuelve
el nodo correspondirnte. M Mt y NUM-, toman cono argum«fito un nodo
y calculan el numero «le pottlcioneR de MAX vy el numero de

pos,Aciones de HIN respectivamente.

| .5.ti.- H r'icac idn \.triMhIfx,
Como ya hicimo?» cii I.R.1, damos 1.» r<*laclbn de
tunto <oh lo<« <, U«* toman. Omitimo» las vMri<tl»les vn
callfiraUftii rii dicho aj]»ar(ndo 1. .1.
Vtdi tahie Valor
pOM ¢ *p.H.r> posicion HAX
po"! - m  M*_r*» poX»cion MIS
I inef» l1,i..0,...,<il,10 . 1t>
art, hb »>, T"ea>. <a,b>, ~rt,b,c>
X.y I)el«e de Ll«p
n* n"im*-ro de ¢ de un nodo
n- numero ik - de un nodo
il » 4 -
a nimetu de I al 1t
| IIjtH -ie I, 2 A » nimero» del 1 al 1
h. ¢ nmerol» del 1 *
ocupador I«t.ii de niim<roi< del 1 a 16



vecinos @ (@2 8),...«16 (9 15))

libres lista de miseros del 1 a 16

Nota.- Un numero del 1 al 16 representa una posiciéon de tablero,



PBOCBDXMIENTO ALPA-BBTA.

2.1.- Deacrlpoioii del procediBlento.
2.1.1.> Notas,

Para este procedInlento, aceptaremos las hipodtesis de
partida del procedimiento Hin-Hax; ea decir» ae parte de Juegos
interpretables en «rafos. Se pretende buscar estrategias (préximo
movimiento I para el Jugador que <comienza el Juego. Ante la
imposibilidad para numerosos Juegos del desarrollo exhaustivo del
arbol de Juego, hemos de emplear técnicas que de alguna manera
acorten este desarrollo Yy den buenos movimientOB. Al haber
acotacion, se pierde la posible certeza, pero para numerosos

Juegos, como se ha dicho, no tenemos otra posibilidad.

El procedimiento. Alfa-Beta esté considerado como un
refinamiento del procedimiento Min-Max, que ofrece la misma
<»l«ccion de movimiento, pero con un coste menor de <computaciédn,

debido a que rechaza el desarrollo y evaluacion de caminos de peor

evaluacidon. Esto quiere decir que no ae mantiene la separacidn
entre el proceso do desarrollo del arbol y el proceso de
evaliiikcion, como ocurria en el procedimiento Min-Max. Esto va a

Her cauHa de qu»» 1« descripcion «lgoritmica del procedimiento

vnrie d«* la dada para el proced imletito Min-Max. Por otra parti,
tampoco real isa I procedimiento Alf a-Beta el desarrollo total del
atbcil del tuego. KHLaa mc.ioras »»" Ilevan a rabo mediante el

n.inten Imiento 1ilinamico de wuna <colas P los valoren <Je evaluaciodn

<ke lon nodoH MA.\ v de 1los nodos KtN.

a.l,i.- &./emp/o.

KI mguienle grafico 1iej're*enta un &rbol un fueko neriMlo
por el procedimiento Min-Max. También se reprcHentan las
9va hiac loneM estiticas de los nodos de iltimc nivel, la

propagacion tie dicha;* evaluaciones Vv en <consecuencia la eleccion

de tugada. Kite etemplo se utilitara para ilustrar el
urocfdiiiilento Alf*»-Ueta. También «er\Nlra para notar los "cortes"
roaltsa « | i*ro--#tiimiento Alfa-Hela en el arbol de luego

genr>rado por el procedimiento Min-Max.



Figura 2.1.2.1
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Con ayuda del ejemplo dado, dareaos prinero 1los conceptos
referentes al procedimiento Alfa-Beta. Luego daremos el arbol
resultante del procedimiento Alfa-Beta para apreciar la diferencia

con el anterior generado por el Min-Max.

Para la identificacidn de cada nodo, utilizaremos la

siguiente numeracién:

Figura 2.1.2.2.

r -1
11 13
‘_‘__’l
111 112
_L_
1111 1112 ote,

m iI 11112 1i113

2.1.3.- Procedimiento AJia-Heiti.

En el ejemplo dado en 2.1.2, al calcular el valor de
evaluacion del primer descendiente del nodo 112. tenemos que dicho
\alor ea 1. Esto da un valor para el fAoco 212 mayor 6 igual que 1
puesto que el valor del nodo 112 es el maximo del de sus
sucesores. Como el valor del nodo 111 es -1. quiere decir que
podemos asignar al nodo 1) wun valor de -1. sin necesidad de
exnlorar el resto de caminos que parten de 112, ya que no van a
modificar la evaluacidn del nodo 11 debido a 1la propia mecanica
del procedimiento Nin-Nax (eJ valor del nodo 11 es ei nininio de



loa valores de sus sucesores). El procedimiento Alfa-Beta
aprovecha esta ldea«x no realizando la generacidén ni evaluacion de

los caminos rechazados.

F.1.3.1.- Definicidn,

Sea <E.K.T.Q,P> wun Juego interpretable en i”rafos» sea

J(nodo) el &rbol de juugo para un determinado nodo 1inicial.
Llamamou VAlor-~ de un nodo MAX, y lo denotamos por V~A(nodo)

al valor maximo de las evaluaciones de sus sucesores. De forma
andloga, [Ilamamos yslor-P de un nodo MIN, VA(nodo), al valor

minimo de las evaluaciones de sSus sucesores.

2.1.3.2." Notas.

Al avanzar en la i(eneraci6n 6 desarrollo del &rbol de juego,
el valor-n de un nodo MAX nunca decrece, y el valor-P de un nodo

MIN nunca crece.

La diferenciacion entre , aplicable a un nodo MAX, vy ,
aplicable a un nodo MIN, hace necesario diferenciar el Jugador en
cada estado liel itiego. Crto 1lo haremos, como en el procedimiento

Min-Ma.x, «rr«Ht i«mifo la profundidad de cada nodo.

.1.3. - HrielH"i <~ (."ortr.

Kt prori*il Imiento Alfa-Beta, parte de Inh rotuiiciones
y opera de forma anaioifa al procedimiento salvo en la
»I<iuient<? iltlerf*ncia que conntate en drtener &1 proci®so ik

<en»*rac»6n v va fu/ic i6ii <le nudo» paralon caso<i ilf:

H.l.- No<lc)« MA\ cuvo valor Na sea mayor ¢ i««ial «I Yalor \ tcde
su untecesor MIN. v como valor de ev«liM«cton <lel nodo
M\.X a#* toma *u valor Vn.

R.2.- No«Jti« MIN cuyo vwlor V>P nea menor O i«uai al valor V. ile
"tu anteowaor MAX, Yy como \alor d#* evaluacion d«*l nodo

MIN b» toma 1i<u \nlor VA,

Citando e d**liecha un nodo <y lo» camlnna que 1i>Rrter do 11
por lare”la R. I re»bopect Ivamente por N.2), «e dicf» <ue «e ha

hecho un *t-corte lrenpei: tivamente f*-corte>. Elprocedimient r



Alfa-Beta, es asi, un procediniento de "poda”® del arbol. Es
evidente que estos cortes no afectan en n”a a la eficiencia del

procedIBiento Min-Hax, al cual nejoran.

Afotas*””

Oe la definicion anterior se deduce que, al 1ir calculando

valores Va y VB , he»os de tener presente un valor de referencia

sobre la evaluacion del antecesor, que actle cobo cOta y permita
rechazar los nodos seglin establecen R.l 'y R.2 del criterio
anterior. Este hecho se plasaarad (en el Algoritso y prograaa
correspondientes), haciendo depender dichos valores y no

solamente del nodo en cuestidon sino adeads de otro pardaetro que

represente el valor provisional de la evaluacidn de su antecesor.

A continuacién, vanos a dar el &arbol de Juego equivalente al
arbol dado en la figura 2.1.2.1, aplicando el procediaiento

Alfa-Beta en vez del procediaiento Hin-Kax.

Figura 2.1.3.4
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2.2.- Algoritsio.

A priBera vista, el algoritBo Alfa-Beta debe ser parecido
al Hin-Max salvo en la etapa de evaluacién de nodos, debido a los
caBbios que originan las reglas de <corte dadas en 2.1.3.3
(recuérdense las etapas del procediaiento Min-Hax, dadas al
coBienco del apartado 1.2). AdeBas la generacidén del arbol debe ir
unida a su evaluacidn, para poder efectuar los cortes. Debido a
estas diferencias, la fora* del algoritSK> Alfa-Beta varia
considerableBente con respecto a la forBa del algoritBo Min-Hax.



Cose «n el caao del alKorltno Hin-Max, darenos este
alsoritnQ en dos fornas. wuna mas general y otra nas detallada.

Despuést coaentarefflos brevemente el algoritmo»
Forma general del alf{oritmo Alfa-Beta

Eleccidon de jugada
1.- Tomar NI. y asignar profundidad O.
2.~ Calcular sucesores de <NItO>.
3.- Evaluar sucesores de <N1,0>,

4.- Elegir mejor sucesor.

Evaluacion y poda del &rbol
5.~ Tomar el nodo a evaluar y su profundidad.

6.~ Si al nodo es MAX, calcular del nodo
si no (nodo MINI, calcular del nodo.
Valor-n
7.- Si el nodo es un objetivo MIN, dar Iy
si no:
(i.- Si el nudo no tiene sucesores 6 se alcanza la
cota ci«* profundidad, dar :» Ktnodot
si no;
9,- IMra cedA sucesor del nodo:
«"nlciilar drl sucesor.
M Y n provisional del padrr: coi"le-M
»1 o, turnar como d»*1 nodo el del
sucesor.
\«lor-

Ii.- Si el nodo 0s un objetivo MAX, dar V < "

si no:
Il.- Si el notlo no tiene sucesores o se alcanzn Ila
cota de prvifundidad, dar Htnodot
«l no!l

ti."* l*ara cada sucesor del nodo:
Oalculnr el del saresor.
Si a \p provistcnal iel padre; corte-»»
no, tomar como , del nodo el V,,I del

sucesor.



Calculo de sucosores.

13.- Tomar pnodo a expandir.

14_.- Calcular sucesores del nodo y sus profundidades.

Forma detallada del algoritmo Alfa-Beta.

ALFA-BETA 1i<0,NI>)

EV ;= 0 11AB s 0)1
Bucs := SUCES(<O0.NI>)
v =0

er

bp =0

Para cada m ™ sucs

nn <m,VALOR-BIm,V )>

r
E\ = KV M
Elei(ir nodo correspondienlt* a «m EV* t«l que:

valor-b s max. |valor-b ; <k.valor-b=<”" EVI

VALOH-A «n.\' \

BUCS := SIjrES(nl I1AB := Ab » sucs; sucE-au.\ sucs t]
SI Imics=0 V I'rol In)scota i, EMOSCES, \aior-a := H<ni
SI NO: V =0

r

Habln que sucs & O:

ns ;= primer elemento de sucs
sucs := sucs - (ns!

v«d-b = \ALOR—BUB,Vp)

SI v«l-b > Vr : Vr = val-b.

(1Ah = AB-Jmb}) 1
S1 V 1 : RucB := 0 Isal ir dri ciclo;,
r T

I1Ab e AlJ-tn t-sucs-nux !j

valor-» ® V



VALOR>B(n,V )

auca :> SUCES(n) ((AB AB u suca; auca-aux suca])

SI Jauca30 v Prof(n)scota]. ENTONCES, valor-b ;« H(n)

SI NO: V ta 0
p

Haata que auca > O0:
na priaer elemento de auca
auca :a suca * (na)

vttl-a. :* VALOR—A(na,Vp)

Si val-a < Vr ;Vr 1= vai-a.

I1AR AB-Ina M1
Si V 1V ; suca :* 0 laallr del ciclo),
i ? [(AB s AB-(n)-suca-aux)l
vttlor-b v

2.2.1.- SottkH.

IUci*nio8 &« continuacidn un breve conentario sobre el

«l4orltno (interior en aua doa versionea.

Se hnn wunitido laa accion**» referentea «1 calculo de

>juc"e«ore«, aai como lah roferent<"i» a la funcién de evaluacidn

eit Ks»to fte dehe n que nmbna cuoKtionca son particulares de
Co* I Jue<o. En nw*ixt. rocaso Ind icaremos estas accione» cuandose
& I» rtplicricton ul iueKo del tres eti raya «eneralifado con
mei* 11 lento, Como esde suponer ne coincidirda con lo dicho
cunntio aplicé el procedimiento Min-*fa\ al citado .tue«o.

Notese qu.* con respecto a 1» forma ifeneral, en esta forma
deta.ilada se omite 1la evaluacion v poila del arbol, t.sto es debido
a <>ue dichas acciones estan recoilidas de forma implicita en la
recursiVidad que manifiesta el calculo de 1los vslores-n (valor-a)
de 1los nodo» MAX v el de 1lo* valores-/* ivalor-b) de los nodos MIN.
Kn este itlttmu aNoritmo, valor-a Ilrespectlvsmente vslor-bl es la

variable que recoce los valores de la funcién VALOR-A<n,V )
Iresper»lvamrnte VALDH-HIn.V )). Fn edelsnte usaremos

indistintamente valof-a 0 VAU>R-A pira designar lo* valorea-a de
loa nudos MAX, J valor-b 6 VALOR-B para loa valorea-P de nodos
MIM.



Los pasos 1,2,3 y 4 del algoritmo (coinciden en anbas
versiones, salvo en la notacion empleada), constituyen el bloque
central del algoritmo. Las diferencias entre una version y otra
estan eu las especificaciones dadas para el calculo de 1lo que

hemos denominado valores-a y valores-*-.

La forma de operar del bloque <central del algoritmo es

parecida a la forma con que operaba 1la denominada et”pa 3 del

procedimiento Min-Max. Aqui, en el algoritmo Alfa-Beta, se
incluyen las asignaciones = (1 X Estas variables
representan, el wvalor-** provisional del padre, y el
valor-P provisional del padre. La variable se utiliza para
calcular el valor-b de los nodos MIN, mientras que se

utilisa para calcular el valor-a de los nodos MAX.

Las diferencias de este algoritmo con respecto al Min-Max,
se dan en la generacidon y evaluacion del &rbol. Estas diferencias
s&lcan a la vista al conparar la etapa 2 del procedimiento Min-Max
frente a lo que se ha denominado en Alfa-Beta, V"ALOR-A y VALOR-B.
ElI motivo de estas diferencias, cono ya se ha dicho, reside en el
hecho de quemientras en Min-Max los procesos de generacidn vy
evaluacion son independientes, en el sentido de que se genera el
arbol completo y se evalua el arbol completo, en Alfa-Beta ni se
desarrolla ni se evallua el arbol completo, sino que se efectua lo
que hemos denominado a-cortes y P-cortes. Estos cortes significan
gue se dejan de generar y de evaluar ciertos nodos (y los caninos
que de ellos partan!. Esto no es m&s que expresar el hecho
conocido de que mientras en Min-Max, los procesos de generacién vy
evaluacion de nodos van separados, en Alfa-Beta van unidos,

precisamente para poder establecer los cortes en el &arbol.

Una veft comparados 1los dos algoritmos, pasemos a comentar
algo mas el algoritmo Alfa-Beta. Otra nueva variable que nos

aparece es Vp .El hecho de arrastrar un valor provisional (V |

tanto para calcular el VALOR-A como el VALOR-B de un nodo es
debido a la posibilidad comentada de efectuar cortes en el arbol.
Asi, el algoritmo contempla un Ve 6 un V para cada nodo en
evaluaciéon, un V_ que al final recoge el VALOR-A 6 el VALOR-B del
nodo en cuestiéJ{ También se wunan las variables val-a y val-b

(sekKUn se trate de nodos MIN 6 MAX) que van cambiando seglin se



vaya recorriendo los sucesores del nodo en evaluaci6n 'y en
consecuencia calculando los VALOR-B ¢ VALOR-A de dichos sucesores.

Finalnente, se«{in sean Vp y val"-a 6 val-bi se rechaza el sucesor ¢
se actualiza Vp , Y segln sean Vp y V 6 Vv se rechaza el nodo

en evaluacion (se efectla un corte) O bien si({ue como mc.ior

valor provisional.

Sobre el reato de variables y funciones que tiifuran en el

algoritmo tenemos:

- aucs, SUCES, H, son particulares de <cada .juego. En
Aplicacioéon que dnremoa del algoritmo Alfa-beta al jJjueno Tres en
rava Qener« liZrtclo con Deslizamiento se utili:2arHii la \ariabl«“sucs
v las funciones SLCKS y H I1funcidén de evaluacidén eslaticai de la
misma forma *»n que se utilizaban en Jla aplicacidén del alKoritmo

Hin-Hax al Ci«»do

| la variable que recoce el tiotio 1iik-inl. tu ei
>tlt(oritmo traba laremos taiubien con pnodos ivprot iindulail,nodo> ( v
ron otra entidad formada por «pnodo,evaluac lon del piiodo>. donde
por evaluacién tlel pnodo entenderemos su VALOR-A o su VALOR-B
Heiiun se tratf* <le un nodo MAX 6 de wun nodo MIN. [I%r ult imo Ila
varinMe n» una variable de traba.io, <jue \a r«*rotfiendo Ilos

pnodos «uresorr*N tlel nodo en e\«luacion.

- la AH. una variable atixiliai parto,
e hi miHma. d*1 aMoritmo, % n”e se usaran para v>»i iual»"S son
lo» nodoK del &rbol «(ue fio son susceptibles de corte. Ksta
v'rsriable estabJeiera la» diferencias entre 1lo« noOo" <v\pan<l iilos

por v vlta-heta. K*ta variable «parere »%iro un tloble
corchete en el filrforitmo .6l
2. .-Proi”rMma .

2.1 1.- Sotéis,

Venmo<< ahora la codificacidn, en lengua le L.ISP» <te it
i»rodraca «iue impiementa el M~oritmo Alfa-H»"ta. hn primer lucai,
aplirsremo” ei al«ioritm> al _."eienplo >lado en el ap”r» ¢ -1. (en
e"te proi<r«ma to**.*remoM co”ao funciones SIfCki» lIcalculo de sucefore.-,
d* un nodo) V H Ifuncidon de evaluacion estAtica) Iss reflejadas en

la fKura 2.1.2.1. Damos esta aplicacion pars poder observar el

IH-*;»



calculo de 1los valores-a y valores-~, asi cobo la generacion de
arbol realizada* En 1la prinera observacidon de 1io0os valores-<* y
valores-~, notaremos que la Jugada elegida en aabos casos (Min-Max
y Alfa-Beta) es 1la nisma. Con la segunda observacion del A&rbol
generado, observaremos 1los cortes establecidos por Alfa-Beta con
respecto a la generaciodon exhaustiva que proporciona Min-Hax« Esta
observaciodn se hace posible examinando la variable AB,
significada en el algoritmo encerrada en un doble corchete, y que

ya ha sido comentada antes.

Man .«delante, en el apartado 2.4, veremos la aplicacidn del
algoritmo Alfa-Beta al jJjuego del Tres en vraya Generalizado con
Deslizaniento descrito en el apartado 1.4.

2.3,2.- Codi ficacidén LISP deJ programa.

iAsignacién de variables globales

(setg AR (M

;t.- Fnncion i célculo de sucesores

Ide SUCES (n» icond (1= n Il (11 12 u n
(1= n 11) ="(111 1121)
1(s n 111) =(1111 1112))
((=n 11111 *111111 11112 1
1<= n 1112) *<11121 11122))
ii= N 1121 ~U121 1122 1123
(<= n 1121) ==11211 11212))
<= n 1122 ) "t11221 11
<(=n 1123) *n 1231 11232 1
1(s n 121 *4121 }(
(<= n 121» 711211 1212 1t
<is n 1211) "<12111 12112)»
(«= n 12121 "1)2121 1.1121: 1
(i= n 13) "<131 132 133))
((* n 13) 1 ~711311))
ils n 1311) *"<13111 13112)1
i(¢< n 132) *<1321 1322)1
f<e n 1321 1 =13211 1)
il* n 13221 "(13221))
i(* n 133) 1331 n
((* n 1331 ) <1331 1 13712)1
«1 () > >



(cond ((» n iiiin ;) * n 111121 2)

n 11113) -11 » n 11121 1 -2»

(

(
((3 n 1U22) 3) (1s n 11211) 1)
((¢« n 112121 2) (1* n 11221 ) 3)
(L» n 11231) 1) ((= n 11232) -2)
1(» n 11233) 0) ((= n 12111) 1)
(<s n 12112) U) 1(s n 121211 -1)
((» n 12122) 1) 11 = n 12123) 2)
((» n 13111) -1 1 (1» n 131121 1)
1(* n 13211) U1 (1» n 13271 ) 2)
((a n 1331/ )11 ((= n 13312> -21 ))

;3.- Programacion tj«l Procedimiento Alfa-Beta
;3.1.““itvaluacion « nodOM MAX, "«-cortes
Ide VAI.OR-A 1n vbp»

(let (lauca (SUCKS #mlIM
(aetq ab Tlappeml nuca abl»
lcond (Inull huc«) HI nM
It 1t (I\b (siirs-aux sucn M
lwh I'le mwir
ILM iCi%r «ucs-rtvi-s i
Auci»-i»u.\ Icilr H\tcs-aull)
tuelM v.il-b T\NALOK-h M» xD)I
11t IMKNOh-Kit AL val-b vpl
' Het(] /ib lreaove n* I10IK iib ISI'rtS tmilli
Ipro<n tHi'm vp v«l-bJ
It IM\Ok-1iU"AlI. xp vbp»
isrtM ab <rewove n (1)IK rth »i T« Il
wucM**au\ IM n 1l

vp»1lln



(de VALOR-B (n vap)
(let ((suca (SUCES n)H
(setg ab (append suca ab)t

(cond ((nuil

sucs) (H n))

It (let ((vp (1) (suc«-aux buchJdd
(while sucs-aux

vp 1)

;3.3.- Funcione»

(de DIF (\ y»

tcond t(null Ni ())
((memher (car xlyi 1UiF (cdr \I y)|
(t (cons icar xiiDIF tcdr J y)J ©
Ide MENOH-1ULAI> (a b»
(if (or (nuilb) Mtull«)) (O (<= « blJ>
(de MAYOR-I1GUAL. la bi
(if (or (nuil @i (nuil al]l QO (>c « b)1I
;:Documentaciodn
;Func iones VariabioE Locales
:SUCES n
;H n
:VALOR-A n, vbp, vp, val-b, sucs.
sucK-au\, ns
;VAIX>R-B n, vap. vp, val-a. sucs.
BUCB-atix, ns
MENOR-I1GUAL a, b
;MAYOR-T1GUAL a, b

:DIF

(setq ns (car sucs-auxl

sucs-aux

lcdr sucs-aux)}
(setq val-a (VALOB-A ns vp)l
(il (MAYOR-IGUAL val-a vp)

(setq ab (reaove ns (DIF ab (SU".LS nsi)))

(pro®n (setq vp val-a)

(if (HENOR-IGUAL vp vap)
(DIF ab sucs))
sucs-aux () ))))

(setq ab (renové n

NI

auxiliares

Varifiblc-s (liobaies
AB



2.3.J.- "otds.

L« variable AB, cono, ya s« ha <comentado, sé6lo sirve para
moatrar cuales son ios "nodos no rechazados en los cortes
efectuados por el procediaiento. En concreto. reflbj«ra 1la lista
de los nodos, dados en 1la figura 2.1.3.4. Asi, después d« ejecutar
el programa,

AB = (I, 11, ni. lili, urti, 11112, 11113, 12, 121,

1211, 12111, 12112, 13, 131, 1311, 13111),
que representa 14 nodos frente, a los 43 del desarrollo total.

La funcion SUCES tona como wurif{unento un nodo, y da cono
resultado la lista de 1los sucesor**» «le etce nodo. NoOtese que en la
aplicacidéon anterior se desarrolla el 4&rbol en su totalidad y en
coniiecuenc la no se utiliea la profundidad.La alternancia se
conserva Ilamando aVALOk-Bdesde VALOR-A 'y viceversa. De esta
Manera se utiliza en el prof{ramaanterior 1la entidad nodo en vez

de la entidad pnodo (profundidad, nutio).

La funcidn Illnos da la iuncidn de evaluacion estalica

eNprenada tamluen en la figura 2. 1.2.1.

riiiit. 16n ~ALt)H-A nos da la evaluacion de los nodos MAX
hi't fs. Ealu funcidén turna como artfumonto un nodo v

un \.*lor provl»»ortal ili* la el\aluac»or» del padre (Mue aora un nodo

MINI VvV ile\vii*lvt* la rxaluacion dei ttodo nuc toma como ari{umerit o .
Kntri fuitciiin 1implement.a «* pasu 5«lol alKurllime All.*-U«*la en su
lorm¢* liftallada. Khlh idjun«r«* dft»i, para aplicar piotiramn

lor heiiioH iiwp farnar el pronruma v ilar ia orden:
«VALUK-~ I 1M

roM lo «ju*» «we ca If"iilitra la evaluacior» del nodo inicial giie hemoH

«ot i tado con el ndmero 1. ti resultado ,sria U mu« cof re Hpundf aj
«aKimo »alor de lai» eva Uiac lone™* de mu I sucesore» % que
corte<«ponde al noilo etiquetado con | feat»* en % | resultado

rtHperado a la viita del arbol y nue coincide ron la eleccior»

eefwrtuada p«»f 1 pror t*dle lento Min-Ha\.

De fiirma anéaloga, la f\inclén VAl.uH-H cal-ul** la exMluatiodn
de 1if* ivodu<« MIN V real ira 1lon po«ibU ™ i<-ioiteK. Kata luiK"ion
apera de la mama forma que la anterior pr”ro ap»lr»da a nodo» MIN.

NtMeae que #1 canbio de tipo de nodo (MA\ o HIN», impiira, »-0«0 ar



indicaba en el paso 6 del algoritmo Alfa-Beta en su forma
detallada (de la que es reflejo esta funciodon), que el criterio de
evaluacion del nodo cambia asi como el criterio para efectuar
cortes. La funcion devuelve la evaluacién del nodo que toma como
argumento. Esta funcidon no se usara para iniciar la ejecucion del
pro(“rama anterior ya que, como se ha dicho, estamos interesados en
encontrar estrategias ganadoras para el Jugador que comienza el

Juego y que denotamos por MAX.

Las funciones MENOR-IGUAL 'y MAYOH-IGUAL extienden los
predicados s y i1 , definidos entre numeros, al caso de gye uno
6 los dos numeros que entran como argumentos en ambos predicados,
sean la lista vacia. Esto es necesario ya que la variable que se
usa para arrastrar el valor provisional de 1la evaluacio6on, toma

este valor para «ignificar el <caso de que no exista valor

provisional, como ocurre ai principio de la ejecucion del
programa.
Por ualtimo, la funcion DIF. implementa la diferencia de

conjuntos,

2.3.4.- Jificarib/i de v/triahies.
Variable Valor
n nodu * (1, Ml.......... 13311;}
ns nouo cr. 11. .... 133131
AB I1lsta df» nodos
vnp velor «ditero 6 <>
\bp valor onlero o (I
vp valor omero 6 (i
val-a \a lor entero o (1
\al-b \alor i-niero o <1
Ruc lisia de nodos
suc-aux lista de nodos
a valores enteros 0 (I
b valores enteros o (1
X lisla de nodos
% lista de nodos



2.4.- Aplicacion del procediaiento Alfa-Beta al Juego del Tres en

Raya Generalizado con Deslizamiento.

En eate apartado daremos la sintaxis de un programa en Lisp.
que implemente el procedimiento Alfa-Beta (las funciones VALOR-A vy
VALOR-B Junto con las funcioneu auxiliarest, al Juego descrito en
el apartado 1.4. La descripcion del Juego nos dara las funciones
de calculo de sucesores y la funcién de evaluacidén estatica de
dicho Juego. Estas, como es 1logico, seran las mismas que las que
se usaron para la aplicacion del procedimiento Min-Hax también a
dicho Juego. Con respecto al programa de aplicacion del
procedimiento Alfu-Ueta al arbol de 1la figura 2.1.2.1, habra que
adecuar algunas variables, asi cono introducir la profundidad para

limitar el desarrollo del arbol, pero ésto lo comentaremos luego.

2.4.1.- Programa.
iAplicacion del procedimienlo Alta-beta al Juego del Fres en Haya
;Ueneral izado «oti deslizamiento.

iAsignacién a variables globales
(svrg SI "(M 111 )

IHet n 1ltnenn "1 i i A » (L 11 () 671 11 7 HIWGI1g i
M 11 11) 114 15 1@l (9 U 11 ) |

Ipl1”t *v*vitioH * 11 1J H) 2 11 J 11)J (i 1)YJI 5 1xl A1 Al
rr (4 7 15) 7 (t H)H (7 i) 1)9<H IHIDb)
ID 1 ) 1 g 1 21 12 111 1J) 112 1122 11
Il 1) 151 15 (11 n» «) 16 »y 15n )

il.- Kuncioéon de evaluacidén estatica

(de I (pnorio )
(let I1p H Bol- pnodo )t lIpoiit Icar INOU) pnodo 1))
(poi- (cndr INOIK> pnodo))) )
(e I leveiip pl 1 -1)
I.tppl» (mapcar MAI*A linenfc)) 1) )



(de HAUX jlinea)
(let ((aa (any "(lambda (x) (nember xlinea)) pos?®))
(bb (any "(laabda (x)(aeober xlinea)) pos-)))
(cond ((equal pos* linea) 100)
((equal pos- linea) -100)
((and (nuil aa) (nuil bb)) 0)
((nuil bb) 1)
((null aa} -1)
(t 0) ) )

;2.- Funciones de calculo de sucesores

(de SUCES (pnodo)
(lei. ((p (PROF pnodo )J (nod (NOUO pnodo )I )
(let ((n+ (NUM~ nod)) <n- (NUM- nod»))
(cond ((= n« 0) % a «1 ) aw@ o»
(1 (91 ())) (1 1(10) tl1))))
((> n* n-) (fapear ~llanbda (%)
(list (¢ 1 D xi» (PONE nod) ))
((< n« 3) (napcar "“(lanbda Ixi
(list (¢ 1 p) X1) (PONE W noa) ))
(t (fapear “(lambda (\1 ilisi (¢ 1 p) xil
(UESLIZA (il Ic\«*np p> ™™=t Pl )1)ii)

(de UKS(.1/A ( nod »
(I»t Ho«"up«clos (append (car notijicadr no<lill)
(11 tequal jus ™I
Inpply “append (fiapear ~llanbda (%)
(fapear "(lambda 11> 1
(list (METE > (rrino\o x »c«r nod >)J
(cadr nodlli
(DIF (<cel *v«~cino™ xl ocupados M |
(car nod)ll
;appl]y Tappond (fAapear “(lanbda (xlI
(fiapear "(lanbda ly)
(list (car nod)
(METE y <remove <endr rioi)»l1"1
(DIF <«et ‘"vecinos xi ocMpa«iiosJ) i
icrdr nodl))1))



(de PONE (Ju« nod)

(let ((I(DIF *(1 2 3 4567~ 9 IU 11 12 13 14 15 16%»

(append (carnod) (cadV nod)) )))
Icond ((equcl jug
(mapcar " (laabda (x)
(l1st (METE X (car nod))(cadr nod)))
(t (fapear " (lambda (x)
(liat (car

D)

nod) (HETE x (cadr nod)))) D)) ))

(de METE (al)
(cond

(Cnuil 1) (list all
((> (leni{th 1) L)

(if (( a (car 1)) (con» a 11

(list (car 1) a)i)
(e(let (Ib (car 1i) (c

(cadr 1)))

(cond ((< a b) (list a b el)

((C H el (list b a el)

(t (list b c all 1)11)

J.- Proi(ramac ién del procedimiento Alfa-Beta

(de JUG-AH <nod)

(HetM cota (* 1 INLHi nod 11l

(cacir (ra<lr (MKJiiH 1im>tpcnr *(l«rabila (\ I <i ist «\NALi)N-h N\ i»1 \ 11

(SK*1-S 11ift Onud » ))II 11

lde VALD)K-A iii vb;> 1

tlIf «terminal (N)JK) n M -luu

<let ((Iic (Si.» KS riMl (cond

(lar (nuil huct1 (» ( ni cola 11 (H il

(t 1let 1lvp (Il (Huc-(ti4\ auc I1
(whilc <*uc--aux

(ietqg nn (car iiuc-aux I *uc-aux lcdr

*ur-au\ 11
(*et«i val-h iVALOH-B

n» vpll
(»f (MKNOH-1IUL*AL val-b vp» O
(prt*«n ("e»n vp val-bl
(1f iMA~OK-TUUAU vp \bp)
( I niicaux (11 lili

vp))))) or



(de VALOK-B (n vapl
(if (TERMINAL = (NODO n>) 100
(let ((8UC iSVCES n))) (cond
({or (nuil suc} (= (PROF n) cota)) (H n))

(t (let ((vp () (8Buc~aux suc))
(while suc-aux

(setq ns (car suc-aux) suc-aux (cdr suc-aux))
(setq val-a (VALOR-A ns vp))
(if (MAYOR-IGUAL val-a vp) O
(progn (setqg vp val-a)
(if (MENOR-IGUAL vp vap)
(setqg suc-aux () 1))I
vp ) 111) )

4.- Funciones auxiliares y funciones de acceso

(de NODO (pnodo)
(cadr pnodol )

(de PROF (pnodo)

(car pnodo I J

lde NLR* (nod J

i Jen«t.h lcat nod I» 1

1dp NL*M- fnod 1

(len*it»i (i-HGi nod i \

(do niK (X vy)
(rond ((null \i *ti
((member <car \lI wv» (iill tcdr xI v»i

(t (cons (cai x| (dit icdr \) vI1) )] |

(dr TERMINAL IsKno n>
»if (f*qu«l sisno ! («eaibcr (car ni lineas»

(lupmber (cadr r.1 lineas» >1

Idf MKJOR 11)
tcond (*e | <If»nith 1)1 i»"»t 11t)
((<= (caar 1) (caadr 1)) (MEJOIT «cdr 1IM)
(I (MEJOR (cons (car 1) (cddr T1IHI M



(d« MENOR-I1QUAL (a b>
(if (or (nuil b) (nuil a>) (O (<™ a b)))
(de MAYOR-1QUAL (a b)
(if (or (nuil b) (nuil a)) (d (>» a bi))
;Docuaentac i6n
;Func ionea Variables locales Variables globales
:H pnodo, pos», poOS- NI, Ilineas, vecinos.
SHAUX linea, aa, bb, pos»,
i pos-
;SUrES pnodo, p, nod, iit, n-
;PONE Juii. nod, 1
: DESLIZA jug, nod, ocupados,
. veclnos
‘METE a, 1, b, c
;JUO- \K nod, cota
;VALOH-A n, vbp, auc, \p, ns.
suc-aux, \al-b
JVAL.OM-1i i n, vap, *uc, vp, ns,
i auc-aux, v«l-ii
1 S0IK) pnudu
pnodo
;SIM* nt»d
; Sl nod
X,y
IKMMLNATL 4i<no, n
;MhJOR |
1UUAL. , b
;MNYON- UiUAL. A, b
2.1.7." Sotam.-
2. | H, H,a"X.
runrtonoK «un <»XACtaM a «un hoiiiolo«(«a en
“n consecuencia nos rrmittaoN « lu 1iiu.ho
el npartado 1.3. 1. Anbaa funcionen i«rle«ent”n la tuiu inn
evnluaclcin entalioff ufada en el iue«(o.



2.4.2.2,- SUCES, PONE, DESLIZA. METE.

Cobo en el caso anterior, estas funciones son exadctas a sus
hondlogas en el procediaiento Min"Hax. salvo la funcidon PONE que
representa una ligera variacién en cuanto a la sintaxis enpleada,
no asi en cuanto a el objetivo a cubrir (realizar la priaera parte
del .juegot, que es el Bisno. La funcidon PONE sigue ofreciendo los
mismos resultados y tomando los disbos arguaentos. Para el resto

de funciones nos remitimos al apartado 1.5.4.

2.4.2.3.- JUG-AB.

Cubre los al saos objelivos que su hoat6loga en la
prograaacion del procedimiento Hin-Max (allt la Ilanabamos
JUGADA). Sin embargo, aanifielta las diferencias que a
continuaci6n comentamos. En primer lugar, mientras que JUGADA

asumia una cota de profundidad fi.ia en el desarrollo del a&rbol,
que se recogia en la variable “tota", 1la funcidén JUG-AB es la que
asigna un valor a dicha \ariabJe. Ademds =esta asmnacion es
variable, siendo mé&s pequefia al comienzo del juego, donde

demuestra haber menos dificultad on el Juego, y siendo mas granae
en la etapa intermedia del .)uexo (con todas las fichas sobre ej

tablerol, donie existe mas dificultad.

En segundo lugar, en ve?, de ordenar por evaluacion 1los nodos
sucesores del nodo 1inicial x elenir el primero dr ellos, coiti<
ocurria en la funcion JI'g-\D\. la funcidén JUB-Ah no ot"dena niniziit.n
lista sino que eliffe, entre 1los nodos de wuna lista, aquel

Ilene mejor evaluacidn.

VAI-OK-A, \ALOR-h.

EntaR tune iones son las «ut* expresan ej prorrd imieni o
\lla-Heta. La" funci6on VALOH-A. toma coma comc arsumentos un pnouo

v un ""valor provisional para la evaluacidén del padre** en las

variables n y *"vbp®?, Es rplicable a nodos MAX, 1lo cual queda
«arantirado por 1ian Jllamadas a VALOR-B. La Tfuncidon devuelve la
evaluacion del “pnodo™, la cudl se puede tomar como nuevo valor
prov i«tional . 8 bien puede servir para efectuar un «-corte, i.a
forma de a|>erar es la siij;uienle, En primer Jlusai, se comprueba si
el nodo e* perdedor para MA>, en cuvo caso asigna un valor -ie
evaluacidn pequefto ten el programa figura el valor -100). En caso

contrario, calcula 1los sucesores del nodo. Si el nodo no tiene



sucesores 0 hemos alcanzado la cota de profundidad, se aplica la
funcion de evaluacidén estatica. En caso contrario, asignamos un
"valor provisional™ para la evaluacidén de los sucesores, y procede
a evaluar uno a uno dichos sucesores. La evaluaci6n de un sucesor
provoca una llanada a la funcidon VALOR-B, para calcular su valor.
Si este valor es menor ¢ igual (segdn la funcion del mismo nombre)
que el ™"valor provisional™ con que se ha calculado, se sigue la
evaluacién del siguiente suceuor. En caso contrario (no menor 0
igual), el valor de la evaluacion de dicho nodo se toma como nuevo
"valor provisional”?en la evaluacidén del reato de sucesores. Luego
se comprueba ai <licho valor de evaluacidon, que ya es nuevo ™"valor
provisional"™, ea mayor 0 igual (también segin 1la funcidén de igual
nombre) que el "valor provisional de la evaluacidon del padre*". Kn
caso afirmativo, se detiene 1la evaluacion del resto de sucesores
(con la posible generacién de nodos que esto conlleva) y se
devuelve ese ultimo valor de evaluacidn obtenido. tn otras
palabras, k» produce un a-corte. EI significado de 1lab variables
que emplea esta funcion con respecto a los <conceptos antes

mencionados, es el siguiente:

n * representa un pnodo

vbp = valor provisional de 1la evaluacidén del padre

Hur , H*Y« -«UN * lista tle los sucesorfa de n

ns » r**pri*Hi*ul & a cinla piiodu sucefcor de n

\p » valur provisional para la evaluacién Ue los suc»'soios

lie n. Al lIgual <ue vbp, toma valores enteros o » L

val-b » rei'oge la evaluacidn de cada sucesor ae n.

l.a futu“ion VM.iiH-H, actiia de la misma forma «jue \\luK-A pero
riesde el punto de vista 1ils*l lugador que hemos designado poi HIS.
Las dlterericias »*Htan et> el criterio para dar valctres itl \i»lor
provi~®donal para la el\alua<;ion de los sucesores del nodo a
evaluar, v en el criterio para producir los cortes, fn ambos casos
adoptamos el «criterio contrario, es decir, dor.de utilizamos la
funcion MAYOR* IGUAL, empleamos MK.NOR-hTUAL vy viceversa, lambien
varia el criterio de nodo perdedor, comprobado ai comien*o de |la
funcit'n. \narecen las variables vap, para recocer en este caso el
valor provl«ional de la evaluaciéon del padre y val-a, para recoger
los valon s rfe la evaluacion de 1los sucesores del n>do n evaluar.
KI resto d* variables utilizadas tienen el mismo «ignifieado que

las del mismo nombre usadas en la funcién VALOR-A.



Bajo este titulo, englobases el resto de funciones definidas
en el programA. En priner lugar trataremos las funciones de
acceso, que son, NODO, PROF, NUM+ y NUM-. Todas estas funciones
han sido wutilizadas vya en la programacidén del procedimiento
Hin-Hax, y se mantienen 1iguales en este programa de aplicacidn del
procedimiento Alfa-Beta. Por tanto, nos remitimos al apartado
1.3.4 para la funcion PROF, y al apartado para las otras tres
funciones.

Las funciones que denominamos auxiliares son: HEJOR,
MENOR-I1GUAI., MAYOR-IGUAL, DIF y TERMINAL. De éstas, las funciones
MENOR-I1GUAL. MAYOR-I1UUAL y DIF, son las mismas que las utilizadas
en el programa de aplicacion del procedimiento Alfa-Beta que hemos

desarrollado en el programa 2.3.2. En consecuencia nos remitimos a

lo ya dicho.

Recuérdese que un "nodo** es wuna lista de dos listas,
nodo = 1L~,L,1, donde L y L™ son a su vez listas formadas por
0, I, 2 6 a numeros, que representan las posiciones del i&blero

ocupadas por MAX y HIN respectivamente. Ln “pnodo*™ es un nodo vy
su profundidad, pnodo = (prof,nodo). También existe otra entidad,
que no sp hn nominado, Yy que estd consiituida j>r la evnluicion de

un pnodo V &1 pnodo.

Lh  tun< 10M lona como arcumerito wuna list>i coiafuesta
por estas UGltimas entidades constituidas por 1la evaluacidon Ot" un
pnodo y el pnodo, y devuelveel elemento de la lista que

corresponde h1 mayor v«lor de evaluacidn.

Finalmente lafuncion TERMINAL, toma como areumento una
variable que se denomina si«no y que toma los valores 6 -, > un
pnodo. Los valores ¢ y - los utilizamos para designar las piezas

de los jJugadores MAX y MIN respectivamente. También toma couio
argumento un nodo. Esta funcidn nos dice si un nodo es perdedor

para MAX (mueve MAX vy LA lineas» 6 no. si signo es igual a .0

bien, siun nodo es perdedor para HIN (mueve MIN y LN * lineas |l ¢
no.



Variablea
pnodo, n, na
nod
linea
pos+, poa-
aa» bb

P

n>, n-

Jug, signo

vap, vbp, vp
vttl-a, val-b
auc, auc-au.\
ni

linpaa

vec inoa tl

ocupados

Valor

pnodo

nodo

<1,2,3>, ,<9.10,16>
posicid6n MAX» posicion MtN
N> <a>, <a,b>, <a,b,c>

profundidad

ninero de ¢ , - de un nodo
¢ 06 -
lista de 1 a 16 enteros

un numero entero del 1 al 16
lista de 1.2, 0 3 numeros del
un numero entero 6 1)

un numero entero

lista de pnodos

O (i

(1 2 3) ... <9 WU 16)1

di 16 ¢ 151)
Itsta de | a 6 enteros del |1

al

al

16

13






#.1.- PLANTEAMIENTO.

1.1.- Notaa,-
Conaiderenos una base de conocimientoa, expueatoa en forna

de ciauaulaa de Horn. eato ea, mediantea de formulaa del tipo;

Y R N [p— = Aj
1 nl

i » It .... N. Laa féraulaa A ae Illaman premisas de la clausula,

y la formula A ea la concluaion de la clauaula.

CifiéndonoB al <caso propouiciunal. estas fdrmulas
aon propo*iciones elementales (sin conectivas).

Denotaremos por For el conjunto de las proposic ioriea
elementalesque aparecen en las clausulas de la base de

conoc imientos.

ElI' problema que deben resolver lossistemas expertos que
maneian este tipo do bases de conocimientos es el problema tipico
de la daduccidn:

1.2.- h"robltim-* i/e deducciodn.

hniloH A e K»xr . V i * hui , d**cidii si

ICL. I'I €= \

ijon<I*> "l PH el con Miuto ilr 1m c¢ 1nuKUi.is 'lur i»0  coiit ioiit'ii
t'orMu | if*  «* ) i'omi» cotic I»i«l | Jti.
1*1 pnntd ik"\i"«ra loktico, «o 11l Kk iiUT st iwti.i
ni»i l«iu ber vrtiorm loti «mi b un*’' » Jiiil > lav * ti.> i < « tne
| ilf id lorwul .t \ fs tnmiKiMi vali-"ti.
Fr'islormnlii”™ il li »»ip«len con* I»»t«imw como )
**heanrkKo®< t-ih | HITigH" 1 i A e« Ip dinw! rn>I»ila rjnrjupi?in.
«@i o »r . 11 MWi* | . "m** &1 prohlrinr® eb» "first tonsiftr
ftr (o< | IM «ll \ (trilMi r il* 1" . nA2tura Imrnfe infitiniHi' [1iim
«I<* « | .
1Arit el " rii»*, psc uimo» «*m Il-th r t i
vijuY* rnnten”Nii torwula®"» <ie I» tomo conclu«*on. puen #<i claro <j«ie no

InfervAntlrAn «fn 71 iitiur tivo, at iratnrs** de lo"muian



validas por hipdltesis. Desde el punto de vista idsico. la

justificacion de tal exclusidon se halla en que, si F es una
formula valida, entonces, para cualesquiera foraulas o,
la férnula N * P “%=* tautologfia.

1.J.- Relacion entre el problema de deduccion y los Juegos,
1.3.1.- Nota.

Cono ya se ha visto en capitulos precedentes, a un problema
de deduccidon cono el descrito puede asociarsele un grafo Y/u, de
forma que la solucidén afirmativa al problema de deduccidon sea
equivalente a la existencia de un cierto c-camino en el cré&fo.

Precisaremos mas esta 1idea.

1.3.2.- Definicion.

Pasamos a definir la reJdarién entre el problema de deducciodn

y loa Juefios.

Dado un problema de deduccidén por CL, D y A, consideremos

el «rafo Y/0 <For.R”~"> donde For es el con lunto ya descrito, vy

la relacion N l-or » “iFor) esta definida por:
R A K.« -*
1 I t,, I
KA oA A AS — - \, 1 CL
Il nl

En estas condiciones, vreuniendo resiij lides va conocidos, so

tlene:

™1 <Cl . Di h* A

r.2 3 «-camino de A « D en mmhor.k"j>

I--.1 3 «-camino de ~A,I> a U"" en vFor =
* aR-AA «L.kA-AhlJ «eFor.H",>1»
17 3 4-cnmino dr A.I~ ~ 1" en el Kubitrato <iel anterjci Nue

11lmr "A.1J como noldo iniciAl: no iAremos este EunKralc coaio J »At

<* -1-7.S "l. por anal ocia con 1lo« .riesoK.



1.3,3.- Aldiforitmo AA-AAJ.

Sea J(A) - ~E,S> el arbol Y/0 alternado definido
J(Al = AA-AAJ (J°" (AN, donde AA-AAJ es el algoritmo siguiente:

AA-AAJ <<E*,S" >)

E = FE°

S ;s S

P

G ;» 0

Ter i<nodo .nUume t"0> sin sucesores de E" )
CICLO3

cIcLi3 t»

S Ter a ENTONCES : FIN <E,S>
Sl Ter bW ENTONCES
n := «-nodo,nunitiro> primer elemento de Ter

Sl n * G°"* ENTONCES

SI profundidad (n> es impar
EN IONCES M :» 0 U (n)
Si prntnndidadlnl es par
ENTONCES :on" :* <nodo,nu»ero-nuevo>

K i« E U In"}
S fa S U1'n, iiv t=*l

tf :a G U In" I

Sl I/ 1i" hNfoNi'l-.s
st v rot uiidulitd <nl es par
F.MoS1.KS ; r =« U reii
Sl prof unti (n) esimpar
KMnNCES S :» «.hodo,nim<"ro-nu»*v u »
K » EU (n" 1
S msU |<.n. 1
« P U <n" 1
| I.1.« \of -
Trr »e* obtiene innt < »in nlaontmo auxili.tr,

por

qur

h a « 1 » rreorr* <1 con »uh(Go E* JF d»“t»»rmina l1os »noiic,n»I»»"ro «

qui» no Tfidur”™n como prt J*r ocmnon«»nte de lo» k-arcon
S* . «nodo, numrrr * “eran lo* «nodo,numero® «<ue

suc<>"4ores <M«*rii>nton Terminal*"» d#1 <rafo).

en

1 i»*nen



Aunque en el algoritmo nu

se ha expresado Implicitanente. la

profundidad ha de ser considerada con cada <nodo,nlnero>.

La finalidad de
de J"(Al

eventualnente el

este

sin sucesores Y Crear

arbol, con el

P contendra

estos nodos, ademéas, de

algoritmo

losnodos sin

es 1ir examinando los nodos

los conjuntos G y P, modificando

siguiente criterio:

sucesores que no estén en 1>*°;

berdn tener profundidad par. por lo

que. en caso necesario, se afiade un arco complementario.

G contendra losnodos sin sucesores que si estén en b":
ademds, estos nodos deberdan tenerprofundidad impar, por
lo que, como antes, en caso necesario se afiade un arco.

La wutilidad de este algoritmo se vera enel siguiente

apartado.
1.3.3.2.- Programa.
H1 correspondiente programa Lisp, es el sicuiente:
lde AA-AA.T (datos nodos sucesores!
(srt.<] iioil i1 term ()J
isetu n,i TAUX-111 nodos» s.i sucesores Gil P "
trnninales <FNSb nodos sucesores! i
t»T-i. terminales»
nales) »
(fie AI'\- 1ti I n
tir <itull M nod
<setq nod (cons 1icadar Il nod I> <AL.\-11i icur I M ai
Ilde FNSh tvn vsl
(cond Mnull wvni termi
it M! 1PERTENECE-1 <cni \n1 vs1l (KNSS (cdr vnl vFfi
iselqg term 4cons 1car vn > termli 1FNSS <cdi- vnJ v&))))*
«.le PKH1KKK(. E-1 (ai)
IcO"kl ((null 1t <11
((equal (cadr a» icaar li) ti
»t (PERTENECt-1 a icdr 1)1



(de C1CLO3 Iter)
(if (nuil ter) (list "nodoa nj “"sucesores bJ "gan O “per P)
(setq ind (INDICE~2 (caadar ter) nJ 0))
(cond ((PERTENECE-2 (caadar tert datost
(if (oddp (caar teri) (setq 0 (cons (cadar ter) G))
(setqg nJ (append n) (iist
(UMt (caadar ter) (1 ind)))
)1
Isetqg 9.) (append ai (list (list (cadar ter)
(list (list (caadar ter)
(¢ 1ind)))))
))
(setqg G (cons 1liist (caadar ter)
(¢ 1 ind) )G )H)
it
(if (everip icaar terll Is«wlg P (cons (cadar ter) P))
(setci Il (append ni (lisl (list (caadar ter)
1* 1 diid 1) n
(setq Hj (append s) ili&t (list (cadar ter)
(list (1»HI (caadar ter) (e 1 ind») )1)»
i
(aflg I lcois ilist (caadar ter) (¢ 1 ind)) P) )))
I

(C)Cl,U,i (setqg 1 ft (cdl

| If HKHTKNtCK-;: (a Il
Icoihl t<rui)l )1 (M
(< @giinl « (¢HfF) )1 11
(t IPERTKNFi X-JF a icdr IM 111

(.te INDIrE-2 (m ilntH vil
(tf (null lista) Nt
(I»t ((nodo (caar lista) ) (numrro (cadnr [listn)) )
(1t (> Irgiial m nodol t< vi numt'ro))
(INIMrt-~ m (cdr listel fium<*ro”
( INtiH'E-a < (cdr [lwtAl VI) IMI



1.3.3.3.- NOtAS,

La variable datos recoge i0s nodos hipo6tesis. En el ejeaplo
-1.1 datos = (BS BP). Las variables nodos y sucesores recogen
la salida de AR-AA codificado. Esta »odificacidén se concreta en
considerar la profundidad Junto <con los <nodo.nlaero>. En el

ejemplo citado tenemos,
nodos ¢ ( (0 (PD '))...(5 (BP 2)) )

sucesores = ( C(PD 1) ((PE 1)))...((MC 2)((fiS 21 (BP 1)))e>.
((BA 1) ((BP 2>)) )

Las variables nj < sj representan los nuevos conjuntos de
nodos y sucesores; Gy P son los conjuntos creados por el

algoritmo.

La funcidon AUX-111 elimina la profundidad en los elementos de

la lista nodos.

La funcidn FNSS devuelve 1la lista de pnodos (prof nodo) que
no tienen sucesores. Esta lista es el valor de la variable
terminales, es decir, terminales « ( (2 (CU 11) (2 (BS 1))
(4 (BS 2)) (4 (BP 1)) (5 (BP 2)) ). La variable ter-2 también
recoge la lista de pnodos sin sucesores. La funcion PERTENECE-1

devuelve t si un pnodo tiene sucesores, () encaso contrario.

La funcion CICLO3 realiza la correccionde la profundidadde
los nodos terminales, afiadiendo SI es precisonuevos nodos vy

nuevos arcos. También determina los conjuntos G y P.

La funcion PERTENECE-2 es parecida a PERTENECE-1.
PERTENECE-2 es como la funcidén "member"™ de LISP, pero dando True o
False, mientras que PERTENECE-1 determina 1la pertenencia de un
nodo a una Jlista, teniendo en cuenta que sus argumentos vienen

dados como
Iprofundidad (nodo numero)), y

( (nodo numero) ( (nodo numero)...) )

1.4.- Ejemplo.

La aplicacion de AR-AA y GRA-ARB para el ejemplo 11-T1.1 nos
da el A&rbol Y/0 alternado:



Figura 1.4.1. <PD, 1>

A
£\
/
<PE.1> ~PD, 2>
1 1
<CU, 1> <AF,1> ADS,1> «.MC.W
VAF.2> «MC ,2 >
~BS ,3>
vBP, ii>
con I»* * 1vhs, 1>, «BS, ¢(>, <.ns. J>. <Bf, 1 . “hH.

1%



Figura 1.4.2.

/
/ \
e \ t
<PE, 1> <PD.2>
K
X
I\
R -
CCUu,1> <AF,1> <BS,1> <MC.1>
<AF.2> <BS,4> ~MC.2>
- 1 1 )
<BA,1> <HS.U> <BS.3> BF,i>
! - Am
| .
(
i i
<_.BS,u°" "bP.3~"
pues:

- el Gnico iiudu terainal no de P"" es =L , 1>; toB(wv
I>rof«indidad par, se incluye en F sin ninsiindi «od ilicac i6n :
asi: P = <=<I", 1>1.

- Lok denas nodos trr«sinnles estan en I»~"; el Gnico «jue
tinne profundidad inpnr es <.BP, 1*."; para los <le»fis ct
preciso afadir un arco suplementario, quedando finainr-nte
G « (<BS. 4>. <BS. 5>. ~"BS, 6>, <BP. 2>, *-BP,

1.4.1.- SotHS.

E» evidente que P. I de la definiciodn 1.J.2. vy i%*or tanto ei
problema de deduccion P. 1, e* equivalente a 1la e\i Rl t-ticl« on J(
de «-camino de ~A. 1> a 0.



Acabamos de ver como a partir de un problema de deduccidn
(CL, D)H- A hemos Illegado al problema equivalente de existencia de
NA-canino en un cierto arbol Y/0 J(A) =<E, S>. Ademés en el

proceso hemos construido unos conjuntos U y P.

Nuestra 1idea es asociar un Juego al proceso deductivo; en
este sentido, los estados ganadores, Q, corresponderan a fdérmulas
gue sabemos que son validas, y los perdedores, P, a formulas que

resultan indemostrables en nuestra base de conocimientoH.

2.1.- Definiciodn.

Dado un problema de deduccion como el descrito, esto es,
dado» JIAl = <h". S>, i, y P, sellama juego deductivoasociado al
problema de deduccién al juego

= vE,K,T,G,P>
doitdf* T 3 {nodos de profundidad parj, y K viene dada por:

Vsi"K H«s)=Ub(s».

.2.- Vjf Jis.

F« trIVil lomiM"obnr «jue cumple las condtritdin®"v de la
dae*f tnir ion 1-2.1.

KI  luf”o tal lowo ronstruklo. no es 1im ripi ti.ihle en
Sin verteos que efc isomorfo « un g»u
rfMKkiltn > ur>i» 1o ui» ilf »i e* interpretnbl *n ~rnlos,
en trt quf» h» fi nt fl JIugador qu» comienza. ii |lo nue In miHimi.
H- Ciblig;% ® qti»* »l inici.'tl sea de T. (\rr Nota | L.
ICh efecto. dixlo » <K,H,r,u,P>, cons lderemo!» o1

VK~N.Hj ,Tj .M, ,Pj> dnilo por:
K, - k « <0, 11

H, drtda AV EA n“ H n*. A~

r, » Itt.l» <Y

@ * (tn.o* * - K(n* *



EsS claro que este Juego es 1interpretable en ~rafos. sin «¢8

gue ton.\r N = E, R"=R, y F = (n E : B(n) = O0].

Consideremos ahora la copia AN2*¥¥Q"A2*A2 M7 dada por:

Ej = {<n,0> ¢ Ej : proftn) 1inpar) "
{<n,1> ~ Ej : prof(nl pari
Es claro también que la aplicacion orfc - E-,2 definida por:
<-n.UA” si prottnl es inpar
¢ <ni
<n. 1> si prolin» es par
es tin isoBort"isBo de Jue«os. iVer 1.7J.irSi
2.3.- feorejia.

Kn las condiciont"b anteriores:

U. .. hj H* A 3 estrategia «aiiladorrt pnrft «.A. I> cii el _fuego

I’t Mflia :

hastn flcmostrai que

3 ("strateilia sanadora para «,A. 1= on i uip«o oo

? «""Camino de *A, lem G en .11A) = *fe. P°
V Prtra probar esto, bnsia ver que el cfialo K, S> quo fseconsidera
i*n ™ ltporenin Il-t.H) es prec lKareenl« J«Al, > .iplicnr el propio

tpor«-»a 1I1-il.HJ.

Para evitar contusiones. ilaneBos S It relacidéon notada cono
a en 11-2.10.
Si s T :
« tiene protundidnd par en JiAl e s es 01 i«en Udnicamr-nto
fie l-arros 1lpor ser J<A) aite-mmit. )
S«s" e <In,) ool in”™n .
R»k» = U Stii» a <n®™. ... . M| ~

&*{w) e ((n] :nt H<« M = . ( M = S*ti.



Sl 8 1 T;
s tiene profundidad impar en J(A) A~

S es origen uUnicamente de un k-arco

S<s) a {{n™ t .-+ f \

R(b) a U Sis) = {n» , ... , )

S*(8t = {R(a>} » {(n , ... , n™n s S(a)
con lo que <Ei S*> = <ef» S>. *
2.1.- Acotas.

Henos ilei{ado asi ai puntocrucialde este trabajo: dado un
problema de deduccioéon {CL,D) A, henos construido un juego y
un estado del 1iueifo 1>. de manera que el problema de deduccion

se resuelve afirmativaiRcnte si y solo si existe wuna estrategia

i“anadoi @ del juei®o para ese estado.

Ambos problemas presentan aspectos y dificultades similare>>.
Si pudiésemos considerar el &arbol completo, "viendo"™ la estructura
del problema podriamos suijerir estrateicias de resolucidn. Pero
forzosamente, la maquina limita rsta posibilidad y, sobre todo, la

maquina no puede "Vi*r““ni extraer conclusiones de manera 1intuitiva

(no formalizada), siliu que esamiriara ludas las pos ibilidadess,
incluHu las que deHechar iamos uti simple vistazo.

\ I» 1I%«rao la presanle memoria liemos 1insistido en la
dtfiriiltMil il <*ncont rar est rat ®?ina uanadoras para -luewon.

I1/tbiaremoM aqui <le 1h dificultad del problema de d»»durcioii.

Kii primer hmar repetiremos que nos hemos cefiido al <caso
propoM ic lona 1. Hay iliferencia tundamental <con ei caso de la
toxica de primer orden: la prov>os ic ional rs tjeculJibU* > 1in
de primer orden es indecidible. Ksta diferencia esenc lal reHulta,
imn  las maquinas, -le tipo secundario; no importa el caréacter
flecidible o no; lo que nos importa es que, si el prc”ramn no queda
hlo<Juendn. nos daréd una respuesta pusiliva o neiiativa. Ksta es,
por otrs vsrtf*. una pero<rullada! si demostramos un resultndo (con
onlenador o con pap.*lI v lapial, el resultado queda prohndo poi mas
que la lo6dics en cuestidon ses indecidible. v «i no loframos
demustri«r un r**«ul»ado, 1 pruebs quedarA en el aire, p«r mas que
la l6gica sea decldible. En otras palabras: 1lo que nos interesa es

conocer la demostracidn <lel resultado, y la justificacion de rails



paso de la demostracion; en las maquinas, los sislLesab expertos

deben poder Justificar sus diagno6sticos o conclusiones.

Desde el panto de vista algorituico, la |lb6gica de priner
orden precisa, para la aplicaciéon de las reglas, del proceso de
unificacion de variables y térainos, unido al de "skoleBizacidn?’
de 1las férmulas, para después sufrirun trataniento similar ai

proposiclonal. Asi, la parte deductiva es siailar en aabos casos.

Llegados a este punto, direaos que, hasta donde conoceaos.
hay dos maneras béasicas de enfocar aecanicaaente el problema de
deduccion, cada una con una cantiadad de variantes y algoritmos

relacionados: Resolucidn y Au {ver por ejemplo, (NIi.IDEI)

La Resolucion se basa en el principio de Resolucidn
(Robinson, 19b5t; se afiade la negacidén de la conclusién al
coniunto de clauKulas, y se intenta demostrar la 1inconsistencia
del conjunto «si obtenido. Para este fin, se van afiadiendo al
foniunto las "re-sol\entes" de cada dos clausulas (laresolvente de
dos clausulas es la clausula obtenida uniendo jas dos y
suprimiendo las tornulas elementales que aparezcan nceadas Yy
afirmadas), y prosenuir asi hasta que aparezca la cldusula x"acia,
lo que indi>~ara la inconsistencia y por tanto la respuesta

afirmativa 41 pronleraa de deduccidén planteado.

l.as vnri.int«"K df*l neiodo se deben, Iundi*»*'<ji«<mc*n|r, ai
orden en s*- «MTpare tan las clausulas para ir ot»ien ifiior ias
j«iiresivas reso J es

Se trata dt> an método bastante bueno, v mu> fMrnui«Jo; I»0i
ejemplo, el leMi?«jaie J"ROLUt] no es «as que una realizacidn con» let.-»

de la resolucjon.

Tiene una «lept®nnenc la muy erando del oroen eleaido:
por e.ieaplo, utiliza en su estraleuia el oraen en que nayamos
escrito las clausula» en el programa: esto hace que a veces un
programa quede bloqueado por una pregunta que, con otro orden de

escritura, tendria una respuesta tri\ial.

A0 es wuli alifojitmo do buUsqueda en «tafos V/u. «AJ sor, Jhs
inicifale* «le ANL"/uR ). que proporc loiia un ff-camino desde un nodi>
rl«<do a un coniunto de nodos objetivos. AOQO i>ioi»orciona s-c™mino*» <0
roste irinimal, suponiendo que 1i0s nodos y los coneclores tienen

asociado un coste.



A0 va creando un «trafo de buUsqueda que contiene 1i0s nodos ya
desarrollados y 1los arcos correspondientes, Junto con un «rafo
solucion provisional que contiene las mejores soluciones parciales

halladas hasta el momento.

AU presenta variantes basadas en ciertas relaciones de
acotacion de las funciones de evaluacidén de nodos y arco”, asi
como en el orden de expansién de nodos. Se trata de un algoritmo
costoso , de relativamente poco uso para problemas de deduccidn:
se usa al”o mas para juegos, pero, debido a su naturaleza

exhaustiva, suele reservarse para finales de partidas.

Henos visto asi las diricultades tanto de encontrar
estratei{ias ttanadoras para juegos, como de resolver el problema de

deduce ion.

En el capitulo anterior hemos visto cémo la estrategia
nos permitia hacer un movimiento de un ,Ju®lo iju*», sin forjar parte
con seKuridiid dr una estrategia ganadora, > uil buen movimiento en
funcion clp /4 profundidad del oxamen v de las funciones

h«*uriatiras empleadas.

A lii vista del teorema 2.J cabe preguntarse sobre el sentido
que puede liMier la aplicacion de al jueuo para tratar el

prcolemj» de deduccion, tiedicaremos a esto el siguiente apartado.

>.3.- DEDUCCION.
J.1.- Jis . -

LIf«tnaiidu <tft Uftiuccion al procesoteiiu ltntik* de la
aplicaciort dr "i-f* n los procesos d**<iuclivos , lo primero quo i>e
«ibsi"rva **h que la *f-ic deducciodon nos da uit pftf«o por etapa,ealo es,

la r«*Kpue<ita tipica del sistema es del tipo:

"para d«»mox»trar tal formula es corvi*niente demostrar tal
formula to talei formulaal**.

l.a srgunrla caracteristica 1importante viene da<ia por las
runcion»»»!  h»*tir lat k.as d» »»valuarién de nodo». Al los nlL>d«jH
iprintt alr « d*» P ¢ biru de *1, es claro que Holo nec* Ritamos
dos valoras, por ej»*mplo -1 y 1. Los rodos de T ptoNienen de las

propos icio>ies indemoatrables para la bas# de conocimientos (que si

no podemos <*vitarlaa nos hacen perder el J«ie«o, e»to es, no nos



permiten realizar la demostracién), y los nodos de G provienen de
las hipdétesis (que si nos reducimos a ellos nos hacen ganar el
Juego, esto es, terminar la demostracidn con éxito).

Naturalmente, esto no impide que puedan asignarse valores
estaticos distintos: en el ejemplo 11>1.1 de 1los préstamos, es
perfectamente posible que sea mas facil para un banco el evaluar
si un cliente tiene buen sueldo que el evaluar si el cliente es
buena persona. Asi, una demostracidn bssada en que el cliente
tenga buen sueldo sera "mas barata** que otra que precise demostrar

que se trata de una buena persona.

Por altimo, sefialaremos que no garantiza que el
movimiento pertenezca a una estrategia ganadora, pero nos aconseja
un buen movimiento después de desechar wuna buena cantidad de
oiovinientos indtiles. Del mismo modo, la tt-P deducciodon producira
un resultado de semidecision: si demostramos la foérmula. desde
lueffo que la fdérmula es demostrable, ©pero bi no logramos ia
demostracion, no podemos asegurar que Ja formula es indemostrable.
La venta.iH estriba en que, cuando se realice la demostracidn, se
habrd realizado con un coste bastante menor en tiempo y memoria

que mediante un proceso exhaustixo.

ProBiJtmas AEDEU y AHUALX.

Nos planteamos ahora la reunion de 1los distintos ros.ui tacos
obtenidos en 1la memoria, para construir un programa que im|>Jeiuf-nte
el proceso del que hemos estado hablando en este apartaao, > que
hemos denominado <ic«luce ion.

3.2.1.- hroer/im/t AhOft).

Ide abded (e s datos ob,ietilofl
(load "gra-arb.11°%
(gra-arb es)
(load “ar-aa-2 .11*1
(ar-aa ee ss)
(load "aa-aaj.11" 1
(aa-aa.” datos eee t
(setq lista obietivns -list 1llist objetivo 11»)
(load <bdaux .11%*)
(ciclo4) 1



3.2.2.** Acotas.

Bate progrMia toaa cobo argumentos un grafo Y/0, <e m» un
conjunto datos Xx un objetivo, que representan las reglas, las
praaiaas y la conclusidn correspondientes al problema de
deduccidon. EI programa realisa los pasos previos a la aplicacidn
del algoritmo a~P, es decir, en primer lugar transforma el grafo
Y/0 en un &rbol Y/O0 y ocasionalmente, modifica el conjunto datos.
Para ello carga y ejecuta el programa QRA-ARB. La salida de este
programa la notamos por ee y ss, Yy sera a su ve* la entrada del
siguiente paso. Respecto al programa QRA~ARB, nos remitimos al

capitulo IlI, y mds concretamente al apartado 11-3.6.

Bn segundo lugar, se transforma el arbol Y/0, obtenido en el
paso anterior, en un arbol Y/0 alternado y ocasionalmente,
también modifica el conjunto datos, probablemente modificado en el
paso anterior. En este caso se carga el programa AR-AA-2 y o
ejecuta. La salida de este programa la notamos por eee y aas, que
sera a su v«z la entrada en el siguiente paso. Respecto a este
nuevo programa, nos remitimos ai capitulo Il en su apartado
11*3.7. Solamente hacemoe la salvedad, ya comentada en el presente
capitulo, de que heaoa modificado el prograna original que allf
figura, 1incluyendo en los elementos del conjunto de nodos eee la
profundidad de dichos nodos. Este cambio es debido a que en el
siguiente paso nos ea necesaria la profundidad de loa nodoa. Dicha
modificacion ti») programa es minima respecto a la codificacidn
dada en 11-3.7, y por tanto, no incluimos aqui la codificacidn

correspondiente.

11 Gltiao paso previo a la aplicacidén de lo da el
programa AA”MAAJ, que conaiate en adecuar 1la profundidad de loa
nodos terminalea y la formacion definitiva de loa conjuntoa G y P
utilisados en la definicion del Juego deductivo. Eate programa
toma como argumento la salida de AR*AA>2 y aAade, ai procede,
copias de nodos terminales, formando definitivamente los conjuntos
0O y P. Para mas explicaciones nos remitimos al apartado 1.3.3.3 de

eete capitulo.

Por wviltimo, el programa AB-OED carga el programa AB-DAUX
que aplica el algoritmo «fi a la salida AA*AAJ, para realisar la
demostracién, si es posible, del problema de deduccidér 6 bien dar

«l mensaje de "no puedo hacer la demostracion™.



Antes de dar la codificacion del programa Ab-DED,
puntuaiizaraos un aspecto que tratamos cuando habiabaaos de &rbol
de la Jugada hasta una profundidad igual a cota en el apartado
trr-r.1.1. En aquella ocasion, considerabamos una cota de
profundidad en el desarrollo del &rbol del Juego. Ahora vamos a
obviar la cota de profundidad pues pensamos que es mejor que las
linitaciones en el desarrollo del &arbol de jJjuego las ponga la
propia naquinat en vez de ponerlasnosotros explicitamente en el
prograna. De esta manera la a~P deducci6n va a ofr*cer tres
posibles resultados. La primera posibilidad es que se logre la
demostracién del problema de deduccién. Para el caso de que esta
demostracion no se alcance tenemos a su vez dos posibilidades, una
es que el programa nos dé el «ensaje "no puedo hacer la
demostracién** como ya henos dicho antes, y otra consiste en que el
prograna quede bloqueado por falta de memoria para resolver ei
problena de deduccidn en cuestion. En este Gltimo caso no podemos

decir si el problema de deduccion tiene o no demostracion.

Este ultimo programa, que comentaremos mas ampliamente en el
siguiente apartado, comienza creanao una lista_objetivos que se
obtiene del objetive» orieinal. 1incluyendo en el nodo el numero 1.
La finalidad es que exista compatibilidad entre Jlas entidades

por los distintos fi-ro«?ranias »nOte»e que tanto AR-AA-§
romo -XA-AAJ tratan con <nodo .nUmero » en ver de simpJonr*nte noao ».
KI  urocratna se ejecuta Illamando h la funcidon tICI.0-1. que sera

tAmbiéii tratada en el siiuiente apartado.

3.2.3.- Prnurana AB~DAL"X.

(de C1CLO4 11
I»! inull lista,objet 1lvos)
"Fin de la demo»tracion™ I
(setqg nbj (car lista_objetivosJ
lista_objetivos icdr lisla_oDjeti vesi
objl (JIKIADA obj »
sucs IStCTES3 objl) |1
(print "para demostrar " obj "™ hay que dcroostrar " objl)
(if fand Inull fucs) <»eiiiber objl gil
(print objl "™ ea un dato™!
(pr.nt "para demostrar " objl " hay que defostrar™ suctJ>
fif fevery "TEST suca) »CICbO04»)H



(de TEST (n)
(cond i(not {mcmber n pM (setq lista_objetivos
(cona n 118t«_obJetivo8)l)

(t (progn Iprint "no puedo hacer la deBoatracion")
())r)y)

(de JUGADA (n»
(cadr (MEJOR («apear “(lambda (x) (liat (VALUGR-B x ()) x))
(SUCES3 n) )) 1)

(de MEJOR (1)
(cond I(» 1 (ieni{th il) (car 1))
(caar It (caadr I M (MEJOR (cdr 1)tl

(t (mejor 1leona (car Il (cddr 1M) M)

(de DIF (X y»
(cond ((null xt Il)
((menber (car x)yl [TUIF (cdr x1 y)I
(t (cona (car xI (&K (cdr xI yll )) I

(de VALOR-A (n vbpl
tlei (1Huc (SUCES i mil
(cond ((mvall auc I (hinll
(t (let ((vp (11 (suc-aux su*~7ll
Iwh i1tF HUI. -aux
(setu ns (c«r »nc-aii\l suc-aux (cdi suc-hii\M
(<(elM vnt-1> (VAL.oK-U tis vpl)
(if (MKNifw-1iil Al. vHI-h vpl 1
IproKii (Met"i vp v«l-Dbl
lil (MAVUK-TUIAL vp vbpi (setq suc-au\
»n \pM In

(lie VVLOR-H (n v<tp I
(let ((Ruc ( (1
(cond I(null Sur» iH nll
(t (let ((vp (Il (»uc-aux «ucil

(wh 1'1e Muc-au"t

(«etq n* (c«r «uc-auxl «uc-aux (cdr *uc-*ul\ll

Itet»! val-a (SALOR-A nn vpM

(tf (MAYOR-HIUAL val-a vpl ¢

(procn (setq vp vai-al
(if (MENOR-TUUAt, vp v«pl (*elq *uc-aux

111 vp n M 1

iM

(11



(de  MENOR"IGUAL (ab)
(if (or (nuil b) (nuil a)) G (<= a b))l

(de MAYOR-I1GUAL (ab)
(if (or (nuil b)) (nuil al) ¢ (>= abh)))

(de H (n)
(cond ((member n gl It
((member n pl -1)
(t On >

(de SUCES3 (n)
(prog (result i
(mapcar "(lambda ix)
(if (equal n (car n))
(setq resuli (append (cadr x) result»))) ¢&j>
(return result) ) |1

3.2.4_- Sotas.

La funcidén C1CLU4. actia de la siguiente forma: cuando
lista_obJetivos sea vacia, devuelve el nensaje "Fin de la
demostraciodon”’, para indicar que se ha demostrado el problema de
deduccidén dado. En caso contrario, asigna a la variable ob,j w»l
primer elemento de lista. ob.ietivos, elimina el primer elemento de
Ilsta_ob,iotivos. asigna a objl el resultado de «pilcar el
algoritmo a obiy h sucs 1los sucesores de obil. ion esto
pasamos a demostra»* ob.il en vez de obj. Ahora bien, ti sucs os
vacio 6 ob.)lesta pnG. no t<>ndremos que demostrar nada pues obj 1
es un dato de nuestro problema. F.n caso contrario, demostraremos
sucs ®Pn Vfz dr objl* Afles de demostrar sucs, io cual haremos
repitiendo de nuevo CICLtM aplicado ahora a distintos valoras ue
lista”objet 1VOS, hemos de ver si no hemot Illegado a aleur nodo de
P, en cuyo caso no podremos hacer la demostracidén vy por
consiguiente se deberia terminar la ejecucion del ptograaa. Para

este fin, aplicamos la funcidon TEST a cada elemento de sucs.

La funcidon TEST evalua si un nodo terminal no esta en P, en
cuyo caso lo afiade a lista.objetivos. tn caso contrario I<*rmina el
proceso de demustrae ién, 1indicando que tal demo»-,trae i6n no es
posible, es decir, indica que el problema de deduccidn consideraoc

no “iene demostracion.



Laa funciones JUGADA, VALOR-A 'y VALOH-B, Impiementan el
algoritmo y ya fueron comentadas en el apartado I111-3.3.J. Lo
mismo ocurre con las funciones auxiliares que se utilizan el la
programacion del algoritmo <x-p. Estas funciones recordemos que
eran, MEJOR, MAYOR-IGUAL, MENOR-IGUAL vy DIF.

La funcion SUCES3 utiliza la lista si tal como la da AA-AAJ.
Esta funcidon toma como argumento un “nodo,numero> y devuelve la
lista de cnodo,nlimero> sucesores del anterior. Esta funcidn serd
particular de cada problema de deduccidn que se considere
dependiendo de la configuraciéon de la lista sj que se tenga. Esta
lista a) se obtiene de la lista s que tomn como argumento AU-DED,
por laa aucesivas transformaciones a que es sometida por GHA-ARB,
AR-AA-U V AA-AAJ.

Kirialmente, la funcidén H eu la  funcion de evaluacion
estatica usada en la aplicacidén del algorilmo a la deduccidn.
Eata funcidén, como ya ae ha dicho en las 1iiutas J.l, da valores de
evaluacién a los nodos terminales de acuerdo al criterio: si un
nodo esta en P su valor es -1, mientras que si el nodo esta en G
se da valor 1. La funcion Iutiliza los con luntos G y F tal y como
los <la \-\-AAJ .

J., .- \Nofd fina7?7.

»M/»  memoria un traba io académico. Se ha realizado
HMuipnito criterio» v esquemas propio* di* la ciencia ""pura"™. Asi,
hemoH 1irewentado la formaliiac ion d™ murhoH conceptos que se
pr<>M(*iitan normalmente <le manera initeriitvt ha producido un
proceso <le abstraccién que no» ha llevailo « presentar como
|(lentic"«"( do< entructura» que aparecian como distintas, > tiernos
real litado la apltcacicn de una estratema de Jjuefos a la
resolucidn d*~ problemas deductivos.

NotHse que, aunque para noiiOtroH elproblema légico
representa un objetivo mAs importante que el lidico, podria
pen«ar>«e i» una api leneion de la* estrategias de razonamiento
sutomAtico a la biltqueds de estrategia* ganadoras para .l"iegos,

Aelararemjs igualmente que la memoria mo pr<*tende *et ni
present-*r un proiucfo comercial. Aa(, lo* alforitmos > programas
que se presentan van siempr« acompafiando conceptos e ilustrando

dificultades teodricas; algunos pueden resultar |Innecesarios desde



un punto de vista operativo. Tampoco heaos realizado un estudio de
la conplejidad de los ali”oritmos presentados con objeto de
nejorarla: se ha preferido que los algoritaos, sas qu-i rapidos,

sean claros e inteligibles.

Presentarenos, para terninar, algunos ejemplos de

deducciédn.

#.4.- EJEMPLOS a-P DEDUCCION.

4.1.- EJemplo

Nuestro priner ejemplo sera el que hemos arrastrado a lo

lar”o de todo el trabajo:
Clausulas:

BS A BA ~ AK
AF A CU PE

PE PD
BP A BS MC
BS MC o PD
BP * BA

Datos: <BS,BP)
Pretendida conclnsion: I7
Con los adecundoR p. k . ia liaoiada
iabdrd os (t>s bp) "pd I
produce la salida:

para demoslrar <pd 1) lia> que demostrar <pd 21
para demostrar <Pl 2 T ha> que demostrar ("bs 1
para demostrar 1me 1) hay que demostrar <me 2}
para drmostrar (me k\ hay que demostrar (;hs 2
para demostrar (bp 11 hay que demostrar (bp 37
(bp 3) es un dato

para demostrar ibs 21 hay que demostrar (bs 51
(bs 5y es un dato

para demostrar tbs i> ii&y que demcsci ar (bs 6)
(bs 61 es un dato

Fin de la demostracidn



B ADAE F
X A H
a AD F A
c 4 D
c AF 4 A
X AC ¥ A
B * X
X A B D
U E
Datos: (B,C)
Pretendida conclusion:
Salida del programa:
para donost rar 1Ih
para denost rar 1h
para denoHt rur 1la
para demust rar 1la
para demoit rar 1f
para drmoslrar 1f
para dcmoHt r«r le
para 1 f»r Id
p*tra df*moHtrdr 1c
ic 61 PK UH liato
parii d«*muttt rar «d
\C 41 rs un dalo
para demostrar <b
Ib \¢,1 es un dato
para demostrar 1c
le il es un dato
para demu~t rar L\
Ib 11 en un dato
Fin <

H

11

)

11

hay
hay
hay
hay
hay
hay
ha>
hay
hay

hay

hav

hay

hay

rar ion

que
que
que
que
que
que
que
que

que

que

que

que

qU((((

demostrar
demost rar
demostrar
demostrar
demost rar
deroost rar
demostrar
demos trar

demostrar

demost raf

demostrar

demost rar

demost rat

(h 2)
11X 11
la 1)
11C¢ 1)
1f 2)
1(b J)
ld 31
ltc 51
(c 61
1c A)
ib U )
<c H)
1b 1>



Clausulas:

Las mismas que en 4.2.

Datos: (B)

Pretendida conclusion: F
del programa:
para demostrar (f 11
para demostrar (f 21
para demostrar (e 1)
para demostrar (d 41
para demostrar Ib 41
(t 61 es un dato
para demostrar <X 2}
(b 51 es un dato
para demostrar 4d 1)
para demostrar <d 3)
para demostrar <b 2)

(b 71 es un dato

para

demost rar

(X 11

Ib 31 es un dato

para

demostrar

(b 1>

(b Bi es un dalo

Fin de

4. -

C 1AURIi las ;

Las niHBAIN

Datos: {h\
Pretendida
Salida del

para

para

conclusicn:

programa:

demostrar

demostrar

no puedo hacer

<a 1l

hay
hay
hay
hay
hay

hay
hay
hay
hay

hay

hay

la demcstracicn

que en 4.2.

que
que
que
que

que

que

que

que

que

que

que

hay que

ta21 hay que

demostrar(a 21

demostrar (<P

lademostracion

D

(d



Clausulas:

AABAc ™~ D
1 H B

H F ~ B
A~

EAF « D

A ¢ F

K AL E

A "~ L

Datos: {A,K}
Pratsndida conclusion: D
Salida del proiraina:

para demostrar (d 11 hay
para denoat rar (d Ji hay
para denoHtrar if 1li hay
(a %) es un dato

para denoatrar 1le 11 hav
para demos'rar (e ¢ 1 hay
para dvnoHt rar \I 11 h'y
(a 5> es un dato

para demost rar «k 1)

1k e*H un dalo

Fin il& la ijemoHt rae iun

t.fi.- li.irmplo,
Cl Auaulas:
Las «lsmaK que en 1.5.
Dato«: (A,K)
Pr«*t#»ndtda conclualdni H

Salida d»l programa:

que
que

que

que

que

que

que

demostrar
demostrar

demostrar
demostrar
demostrar

demost rar

demost rar

para d”noatrar (b It hay qu<* deaoatrar

(d 3»
Me 11 1t 111
(a 2»

(e 2)
(<k 1) (i 111
(a 51

tk 2>

(v 21

para d«noatrar Ib 2) hay que t’eoioiitrar ((i 1> th 1IM
no puedo hacer la deaofttraclon



Clausulas:

Las Dianas que en 4.5.

Datos: (A,C,H(

Pretendida conclusion:

Salida del programa:
para demostrar
para demostrar
para demostrar

le 21 es un dato
para demostrar
para demostrar
para demostrar

(h 4) es un dato

para demostrar (i

la J) es un dato
para demostrar

D

(d 1) hay que demostrar

d 2)

<d 2\ hay que demostrar ((a 1»
(c1l) hay que demostrar (c 21
Ib Il hay que demostrar (b 21
Ib21hay que demostrar ((i 1l
Ih 1) hay que demostrar 1Ih -1l
IT hay que demostrar la 3»

la 1l hay que demostrar (a 61

la demostraciodn

la bl es un dato

Fin de
4 _H.- ktt*mplo.
C1lAusulMK :

Las mismas que en 4.5.
DatoRt

I"retondida conclusién:

Salida del nro«raiaa:

para demostrar

para demostrar

no puedo hacer

le 1i

hay que demostrar le (i

le21 hay que demostrarlik t>

lademostracion

<b 1) (c

th 11)

1 1)1

U



B A
0 AR B
J VK C
1 D
J Q
L K
L AM 1
H»S * N
u L
v X M
z As 4
Datos: (JtVv(Z1

Pretendida conclusiodn:

parta demostrar

para demostrar
para demostrar
para demostrar
para demostrar

«1

tu

par» demost.ar

para demostrar

pitra demostrar »u

para demostrar iv

IV 11).es un dato

prra demol«trar iz

tz 1J) dato

a
(i 5) es un d."to
(<

«s un dito

es un

pura demostrar

para demostrar

() 2)
Fin de

CADAE = A
G AC ™ B
0 AFAH b D
HA1 # £
N AL G
F AL K
0 AP AQ N
S L
U H
YAz B P
Z AV m U
A
(alt hay que demostrar (b 2>
Ib hay Mue demostrar (U 1)
le2» hay que demostrar Ic 4>
ic I» hay que demostrar ((j 31 (k
ik2> hay que demostrar (I 8J
hay que demostrar I(u 8H.
H) ha\ <ue demostrar Ui 10 i
10» hay que demostrar Mz [lil
101 ha% que demost rar (v 11)
lif) hav que «lemustrar <z 1xU
J) hay que ilemostrar 1)5)
\» hay que demostrar 2»

la demostracion

2»)

»\  10) >



Clausulas:

Las Diamas que 4.9.
Datos: (O0,R)
Pretendida conclusion: A
Salida del programa:

para deaostrar (al) hay que demostrar (b 1)

para demostrar (b1) hay que demostrar ((o 1) (r 1))
para demostrar trl) hay que demostrar (r 61

Ir 6) es un dato

para demostrar (o 1t hay que demostrar <o 6)

(o 6) es un dalo

Fin de 1la "ivmostrai ion



CONCLUSIONES



Hemos presentado wuna formalizaci6n de conceptos como
.juegos, grafoa, A&rboles, vy procediaentos «in-aax Yy aJfa-bcta,
henos estudiado las relaciones de estos conceptos con los grafos
equivalentes a problenas deductivos, y finalmente, heaos aplicado
la estrategia n-fi a la resolucion de estos problesas, todo ello
con el alcance y las liaitaciones que se han visto.

Creenos que 1la aenoria tiene tres aspectos de fundaaental

interés: en priaer lugar, la foraalizaciéon (por su ausencia en la

literaturai; en segundo, la deaostracidn rigurosa de las
relaciones entre Jjuegos Yy procesos deductivos Cpor su Xxn”e”és
cientifico intrinseco. y  por presentar coao analogas dos
estructuras que aparecian coao diferentes); Yy en tercero, la
aplicacion de a la deduccidn (por su originalidad, y fsor su

presunible ahorro de tieapo y aeaoria de coOaputol.

Cono heaos dtcho, se presenta un trabajo acadénico y no un
producto coaercial; asi. wuna posible continuacidn del trabajo
consistiria en resolver los nuaerosos probleaas de puesta a punto
gue un programa elaborado presenta: estudio y reduccion de la
complejidad, subprograaas que facilitasen la entrada y salida de
datos, etc. Por ejeaplo, es absolutaaente 1innecesario que el
programa nos diga,

"para demostrar (v 45) hay que demostrar (v 46)7”
y, en realidad, toda referencia a la nuaeracion de los nodos. Sin
eabargo, aqui hemos preferido dejarlo asi, pues lo que se pretende
es comprobar la correccidon de los algoritmos, y la nuaeracion
resulta ser un objetivo esencial en las transforaaciones a que son

sometidas las estructuras que intervienen en el proceso.

En este orden de cosas. podria hacsrse un estudio
comparativo de la deduccidn con otros métodos de razonamiento
automatico, en relacion a tieapos de proceso y consumo de meaoriaj;
la dificultad ahora estd en que habria que disponer de las
realizaciones de estos aétodos, para auchos de los cuales s6lo se
conoce su descripcion. Sobre esto, <cabe decir que en (PAJ se
auestra un estudio de este tipo entre ain-aax Yy a-P, y se viene a
probar que con los aisaos recursos, n-fi permite una profundidad de

exploracion doble de la que peraite min-aax.



Nuestra nodesta experiencia con pro<ramaa de deduccio6n nos
hace creer que la realizacion, esto es« el prograna que
preaentaaoa es bastante eficaz. Oe hechoi cuando proparabamos los
ejeaplos (sobre todo los ultiaos, con 2% reglas )t vimos que el
programa nos daba demostraciones distintas (y mas cortas, claro)
que la que habiamos preparado: realmente, el grafo correspondiente
a estos ejemplos es bastante complicado de dibujar con claridad.
Afiadiremos un detalle: cuando no se puede hacer la demostracion,
el programa elige la *'no demostraci6n”” mas corta, esto es, se
selecciona el subéarbol mas pequefio que termina en nodos

perdedores.

Este trabajo se inscribe en 1la actividad investigadora del

Grupo de Lo6gica de la Facultad de Natemdticaa de Sevilla, una de
cuyas lineas de trabajo es precisamente el Razonamiento
Automatico. En este contexto, el trabajo tiene una continuacidn
clara: la extensidén de estos resultados a otras ldégicas. Sobre la
Lédic« de frlmer Orden hemos hablado en 1V.¢£.4; podria ser un buen
punto intermedio el caso de la Lo6émca Monadica, pues permitiria
interesarse en la extension mas que en el problema de unificacion:

otra posibilidad interesante estd en el Intuicionismo: esta
légica, permite razonamientos hacia atrés (con sus reglas
propias I, pero no »« apta para el método de resolucidn <que es
intrinsecamente clasico). Dicho esto, pensamos que el mayor
interea puede estar en las lo6gicas siultivalentes y/o0 en la Ldgica

di fusa.

Kstas 1ldégicas, de cada vf>z mavor presencia en los sistemas
e"ipertos, son aparentemente las mas indicsdas para la
consideracion de funciones heuristicas. De hecho, el comentario de
la nota IV.J.I apunta enestesentido; nuestra asignacion de
valores 1 v -1 para 1los nodosterminales no es m&as que una

simplificacion trivial.
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