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El estudio de las relaciones y dependencias entre variables 

aleatorias ocupa un lugar importante dentro de la teoría estadísti­

ca. Siguiendo a M.G. Kendall el tratamiento de las interdependen­

cias de tales variables conduce a la teoría de la correlaci6n mien­

tras que el de las dependencias lo hace a la teoría de la regresión 

Dentro de las relaciones de dependencia han sido las relaciones I i­

neales las que han alcanzado un mayor desarrollo en su estudio con­

cretfindose en la teoría de la regresi6n lineal. 

Desde los primeros trabajos debidos a Pearson y \�Jle , la 

teoría de la correlación y regresión entre variables aleatorias ha 

experiment ado un gran avance tanto en sus modelos matemáticos C.Q. 

mo muestrales hasta llegar a su Última expresi6n que es el análisis 

r � .. onico. Tal análisis constituye la generalizaci6n natural del mo­

delo de regresión múltiple al caso en que el regresando lo constitu­

ya un vector de variables aleatorias y es debido a Harold Hotelling. 

Este autor, en 1935, expuso el procedimiento de obtener, dados dos 

vectores de variables aleatorias, aquellas combinaciones lineales 

del primer y segundo vector que tengan máxima correlación, deno­

minando a tal correlación, coeficiente de correlación canónica en­

tre los vectores aleatorios de referencia . Con posterioridad, en 

1936, Hotelling completa el procedimiento extendiéndolo a sucesi­

vas combinaciones lineales incorreladas con las obtenidas previa­

mente y que tengan máxima correlación siencb el número de parejas 

de combinaciones lineales y de coeficientes de correlación canónica 

el rango de la matriz de covarianzas inter-vectores. E., tal proce­

dimiento se originan dos nuevos vectores de variables aleatorias a 

1 d . ó . (1)os que enominaremos vectores can nrcos. 

(1) Vefise l. 2.

1 

1 

1 
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Un nuevo avance dentro del análisis can6nico lo da Paul Horst 

en 1961, al establecer cuatro criterios de generalizar el análisis 

can6nico de Hotel ling a más de dos vectores de variables aleatorias 

si bien en tales casos se pierden alguna de las propiedades del mo­

delo de dos vectores. En estas generalizaciones que en lo suces1vu nos 

referiremos a el las como 11anál isis can6nico general izado 11 no se lo­

gra la incorrelaci6n entre componentes de los nuevos vectores origi­

nados, con distinto ordinal . 

R. B. Rao, en 1969, expone una nueva I ínea de estudio.- en los 

modelos can6nicos como es el análisis can6nico parcial. Este aná­

lisis consiste en generalizar a vectores aleatorios el concepto de 

correlaci6n parcial entre dos variables aleatorias. Esta línea de 

t··-..>ajo no acab6 aquí; otros autores como Timm y Carlson en 1976 

general izan los coeficientes de correlaci6n parte y biparcial entre 

dos variables aleatorias a vectores aleatorios , caso este último que 

es más general que el estudiado por Rao. Con posterioridad, Sik­

Yurn- Lee {1978} presenta dos nuevos modelos con las mismas carac­

terísticas anteriores, pero con estructuras de dependencia entre 

los vectores de varia bles que intervienen que in..::luyen como casos par: 

ticulares a los modelos de Rao y Timm y Carlson. Nos referiremos 

genéricamente a todo este conjunto de modelos como "modelos can6-

ni cos parciales" por ser su contenido el análisis can6nico entre vec­

tores aleatorios en los que se han eliminado las influencias lineales 

de otros. 

Hasta este punto hemos situado los diferentes campos de desa­

rrollo del análisis can6nico . Fijadas estas ideas señalaremos los 

objetivos que hemos querido llevar a cabo en esta memoria. 
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1. - Generalizar los modelos parciales a estructuras de depen­

dencia cuyos casos particulares son los modelos de Sik-Yurn-Lee y 

por tanto el resto de modelos parciales. 

2.-Ampliar los modelos can6nicos generalizados en la línea 

de los modelos parciales. 

3. - Obtener los estimadores de máxima verosimi I itud de las

correlaciones y vectores de coeficientes can6nicos parciales, así 

como sus distribuciones en el muestreo. 

4. - Separaci6n del modelo matemático y modelo mue::,tral en

el con� .... nto de desarrollos que contiene este trabajo. 

Esta serie de objetivos constituyen las diferentes aportacio­

nes originales en cada uno de los campos del: análisis can6nico que 

contiene esta me:ncria; nos referiremos con detalle a estos cuatro 

puntos. 

Por lo que respecta al primero de el los expondremos el con­

tenido de las generalizaciones a efectuar. El modelo can6nico par­

cial más general que hemos encontrado en·1a literatura estadfstica 

ha sido el modelo G
2

-biparcial de Sik-Yum-Lee. En él se obtienen 

las correlaciones y vectores can6nicos entre dos vectores de varia­

bles aleatorias previa eliminaci6n de las influencias lineales de otros 

tres, cuya relaci6n con los dos primeros supone una estructura de 

dependencias más general que la de los modelos de Rao y Timm y 

Carlson • Los modelos can6nicos parciales L(7) y C(7) que aquf pre­

sentaremos constituyen dos nuevos modelos que generalizan a G
2

. 



5 

En ellos se consideran las correlaciones y vectores can6nicos en­

tre dos vectores de variables aleatorias en las que se han elimina­

do las influencias lineales de otros cinco ligados a los anteriores 

bajo estructuras de depe:,dencia de las que son casos particulares 

el modelo G
2

• Además el modelo C(7) incluye como caso particular 

al modelo L(7). 

Tanto los modelos de Rao, G
2

, L (7). (Igualmente Rao, G
2

, 

C(7)) pueden estudiarse en forma genérica para cualquier número 

impar. El resultado son los nuevos modelos L(Zn+ 1) y C(2n+ 1) 

Basados en estos modelos genéricos justificaremos como L(3) y 

C(3) constituyen el modelo de Rao, L(S) y C(S), el modelo de Sik­

Yum-Lee y para n) 2 los modelos L(2n+ 1) y C(2n+ 1) presentan 

ee:,•ucturas de dependencia diferentes estando siempre la del pri­

mero incluida en la del segundo • 

En relaci6n al segundo objetivo diremos lo siguiente : Los 

modelos can6nicos generalizados tienen por objeto el estudio de 

la interdependencia entre más de dos vectores de variables alea­

torias. En este trabajo introducimos la idea de los modelos par­

ciales en los modelos can6ni cos general izados. Los modelos ca­

n6ni cos resultantes de tal consideraci6n presentan el estudio de 

las interdependencias entre más de dos vectores aleatorios cuan­

do se han eliminado las influencias lineales de otros. Según la 

estructura de dependencia supuesta entre los vectores que inter­

vienen hemos obtenido los modelos a los que hemos derominado: 

llmodelo can6ni co de Rao general izado 11 , 11modelos pa.•te y bipar-

cial generalizados 11, 11modelos G1 y G
2 

generalizados. Nos refe-

rí remos genéricamente a todos el los como 11modelos canónicos 

parcia les general izados 11•
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Justificaremos c6mo G2 generaliza a todos los modelos anterio­

res. SI x4 es incorrelado con x 1 , y x5 lo es con x
2 

el modelo re­

su I tante es G 
1
• Como en 2. 2. 4. se puso de manifiesto que G

I 
incluía 

los modelos parte, parcial y biparcial; G
2 

es el modelo mfls general 

de los estudiados hasta este punto incluyendo como casos particula-­

res a todos I os ya mencionados. 
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de que el parámetro q sea par o impar, Estos autores han com­

pleta do una tabul aci6n real izada con anterior! dad por Schatzoff 

empleando para valores de p elevados la aproximaci6n de Rao 

expuesta en el apartado anterior. 

















4. s. 2.

174 

Contrastes de hip6tesis relativos a las correlaciones 

can6nicas 

Suele ser frecuente en los contrastes de hip6tesis acerca 

de las correlaciones can6nicas establecer las siguientes etapas : 

,�.- Contraste de la hip6tesis de que todas las correlaciones can6-

nicas poblacionales son nulas. 

2�. - Si la hip6tesis anterior es rechazada se llevar� a cabo el 

contraste de la hip6tesis de que las Últimas p-1 correlacio­

nes can6nicas poblacionales son nulas. Se continua el proceso 

en la medida que van siendo rechazadas las hipótesis de la for­

ma anterior hasta el contraste de la hipótesis de que la última 

correlación canónica es nula. 

Nos referiremos en primer lugar al contraste de la hip6-

tesls del apartado 1�. y a continuaci6n en forma genérica al resto. 

4. s. 2. 1. Contraste de la hip6tesis de que todas las -::orrelacio­

nes canónicas poblacionales son nulas. 

Cuando X e Y son dos vectores de variables aleatorias 

con distribución conjunta normal las siguientes hip6tesis son equi­

valentes: 

a) Los vectores X e Y son independientes.

b) Los coeficientes de los modelos de regresión lineal

multivariante de X sobre Ye Ysobre X son nulos.

c) Las correlaciones canónicas poblacionales entre X

e Y son nulas.
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S. 1. lntroducci6n

Si el modelo muestra! en el anfllisis can6nico clásico ha tenido 

un tratamiento adecuado por lo menos en el 11nul I case" y con distri­

buciones normales no podemos decir lo mismo de los modelos muestra­

les asociados a los incluidos en el análisis can6nico parcial . La t6ni­

ca seguida por sus autores ha sido la de exponer el modelo matemático 

y si acaso referirse a algún test de hip6tesis en relación a los paráme­

tros poblacionales. 

Creemos que han sido dos las causas del estado actual que presen­

ta la estadística de la inferencia en estos modelos: su reciente aparici6n 

dentro del análisis multivariante y las dificultades de estudio que es 

te tipo de desarrollo lleva consigo. En relaci6n a la primera diremos quE: 

modeles can6nicos tales como los G
1 

y G
2 

expuestos en el capítulo 11 -

datan de fechas todavía muy recientes por lo que es presumible que se 

esté todavía trabajando en las distribuciones en el muestreo de los es 

timadores de sus parámetros. En cuanto a la segunda c=.usa es bien sa­

bido los probl ernas de tipo matemático que se plantean en el desarrollo 

de toda teoría muestra! dentro del análisis multivariante, en este caso 

tales problemas se ven acrecentados al referirse a vectores de varia­

bles aleatorias obtenidos de los originales a través de sucesivas trans­

formad ones. 

Daremos por descontado que todos los desarrollos efectuados en 

este tipo de modelos se han realizado bajo la hip6tesis de normalidad 

en la distribuci6n de probabilidades conjunta de los vectores de varia­

bles aleatorias que intervienen. Esta hipótesis goza de singular impor­

tancia en la interpretaci6n de los resultados obtenidos en los modelos 

parciales en términos de las matrices de covarianzas de las distribu­

ciones condicionadas. 
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CONCLUSIONES 

Dentro del capítulo dedicado a las conclusiones de esta me­

moria distinguiremos dos tipos: Las que constituyen resu I tados de 

carácter general dentro del análisis can6nico y las que contienen 

nuestras aportaciones al análisis can6nico. 

A) CONCLUSIONES DE CARACTER GENERAL

PRIMERA: La mayor parte de los métodos del anfil isis mul­

tivariante pueden agruparse en dos grandes bloques: Análisis exter 

no e interno. En las técnicas que constituyen el análisis externo se 

estudia la relaci6n entre un vector de variables X (puede ser o no 

aleatorio) y otro vector externo Y (ídem) , mientras que las inclui­

das en el análisis interno tienen por objeto analizar la relaci6n y 

variabilidad entre los componentes de un único vector X (modelos 

de componentes principales y factorial). 

SEGUNDA: El análisis can6nico es la técnica por excelencia 

del análisis externo y constituye un marco genérico en el que que­

dan incluidos otros tipos de métodos multivariantes como son: 

- Análisis de varianza y covarianza multivariantes . En este

caso el vector externo Y está formado por componentes que son va­

riables 11dummy 11 • 

- Análisis discriminante multivariante. A este método se lle­

ga cuando se supone que el vector X es el que tiene componentes 

11dummy 11 • En este caso los componentes del vector canónico V cons 

tituyen las funciones discriminantes. 

- Tablas de contingencia. También pueden formularse como

caso particular del análisis can6nico en donde tanto el vector X co-

mo Y tienen componentes 1 1dummy11 • 
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TERCERA: El análisis can6nico introducido por Hotelling 

constituye la generalización natural del modelo de regresi6n múlli 

ple extendido este al caso en que el regresando lo constituya un -

vector de variables aleatorias. Las primeras variables can6nicas 

son las combinaciones lineales de los vectores de referencia X, Y 

que tienen correlaci6n máxima; la s segundas variables can6nicas 

son las combinaciones lineales de los vectores de referencia inco­

rreladas con las primeras y que tienen correlaci6n máxima; las r-ési 

mas variables can6nicas (r= rango de_:E en donde I:: f :f!,:.?":u] es
12 tx,:.z;, 

la matriz de covarianzas conjunta de los vectores X e Y ), s on las 

combinaciones lineales de los vectores de referencia incorreladas 

con las previamente obtenidas que presentan máxima correlaci6n. 

B) CONCLUSIONES QUE CONSTITUYEN NUESTRAS AP OR-

TACIONES AL ANAL IS IS CANONICO.

PRIMERA: Si u
1 

y v
1 

son las primeras variabl�s can6nicas 

las regresiones de u
1 

sobre Y y de v 
1 

sobre X en donde X e Y son

los vectores aleatorios de referencia, tienen unos coeficientes de -

regresión que son proporcionales a la primera pareja de vectores de 

coeficientes can6nicos { m
1

, 1
1

) siendo el factor de proporcionalidad

en ambas regresiones la primera correlaci6n can6nica Á, . Además 

el cuadrado de los errores de regres i6n en ambas regresiones es i-.i<.f 

Análoga propiedad cumplen las segundas ••. r-ésimas variables ca­

n6nicas . 

SEGUNDA : Los vectores can6nicos son entes matem�ticos 

que pueden no tener significaci6n en términos de variables concretas. 

Los métodos de rotación permiten hallar vectores transformados de 

�- --- ---�-----------------......
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los can6nicos que conserven sus principales propiedades y cuya iden-

t ifi caci6n , debido al contraste creado entre los elementos de los nue­

vos vectores de coeficientes , sea más ffici 1. Cuando se transforman 

ortogonalmente y con la misma matriz de transformaci6n, los vect ores 

can6nicos se conserva la incorrelaci6n intra-grupos así como la traza 

de la partici6n inter-grupos de la matriz de covarianzas conjunta. Fi­

jadas estas características de la transformaci6n ortogonal común para 

su cfi.lculo no existe inconveniente en ut rlizar los procedimientos de ro­

taci6n ortogonal del análisis factorial. 

TERCERA: El modelo can6nico parcial mfi.s general de los ex­

puestos en la literatura estadística (Modelo G
2
-biparcial de Sik-Yum-Lee)

puede generalizarse bajo una estructura de dependencia s a la que hemos 

denominadd1extensi6n lineal del modelo de Rao 11 • Según esta generaliza­

ci6n el modelo can6nlco parcial L(3) es el modelo de Rao, L(S) es el mo­

delo G
2

-biparcial de Sik-Yum-Lee y L(7) modelo que hemos desarrolla­

do en esta memoria incluye como casos particulares a los anteriores. 

CUARTA: Igualmente el modelo G
2

-biparcial puede generalizar­

se bajo otra estructura de depenctencias a la que hemos denominado 11ex­

tensi6n circular del modelo de Rao 11 • En base a esta generalizaci6n el 

modelo C(3) coincide con el de Rao; C(S) coincide con el G
2

-biparcial 

y C(7) modelo que hemos desarrollado en este trabajo incluye como ca -

sos particulares a los anteriores y al modelo L(7). 

QUINTA: Las extensiones lineal y circular del modelo de Rao 

pueden sintetizarse en forma genérica en los modelos L(2n+ 1) y C(2n+ 1) 

que aquf han sido expuestos. Tales modelos coinciden para n= 1 y 2; 
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si n)2 los modelos can6nicos que se originan tienen estructuras 

de dependencia asociadas en donde la del modelo L(2n+ 1) siempre 

está incluida en la del modelo C(2n+ 1 ). 

SEXTA: El análisis can6nico de Hotelling no puede gene­

ralizarse a más de dos vectores aleatorios de referencia sin pér­

dida de alguna de las propiedades de los vectores can6nicos como 

es la incorrelaci6n entre componentes de dist-into ordinal al consi­

derarlos intergrupos. 

SEPTIMA: Los modelos can6nicos generalizados admiten 

una nueva extensi6n como es la consideraci6n en tales modelos de 

vectores de variables aleatorias en los que se han eliminado las -

influencias lineales de otros. A estos modelos presentados en esta 

memoria los hemos denominado modelos can6nicos parciales gene­

ralizados. Con la anotaci6n ya introducida hemos expuesto los si­

guientes: L(3)-C(3) generalizado, parte y biparcial generalizado, 

G 
1 

general izado, L(S)-C(S) general izado. También pueden exten­

derse las estructuras de los grafos de los modelos L(7) ••• L(2n+ 1) 

y C(7) ••• C(2n+ 1) sin más que considerar bloques de vectores alea­

torios. 

OCTAVA: Cuando las correlaciones y vectores de coeficieri 

tes can6nicos parciales muestrales se obtienen como soluciones de 

los sistemas: 

[ D,i.) Oi�.1 o�,.3 - c
1. 

O 11.3] G = o

[ D�,.3 0��3 D,�.-:i - c2 Du.1] H = o

G
T 

Ou.3 G= l.p

H
T 

D�¿_3H = � 

las matrices de variables aleatorias C G y H constituyen estimadores 

de máxima verosimilitud de las correlaciones y vectores de coeficien 

tes canónicos poblacionales -A., L y M. 
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NOVENA: Las distribuciones en el muestreo de los estima­

dores de máxima verosimilitud de las matricesA y L del modelo 

can6nico parcial de Rao pueden obtenerse en forma similar a las 

de las distribuciones de estos estimadores en el modelo can6nico 

de Hotel I ing en base a que I as matrices de variables aleatorias 

Du.1-D,.1.1 o;;,\0.21.>Y 01o2 .¡ Di� . .) o�,., que intervienen en la defini­

ci6n de las correlaciones y vectores can6nicos parciales mues­

trales poseen distribuciones de Wishart independientes cuando 

tales matrices se han obtenido con muestras de vectores que pre­

via eliminaci6n de las influencias lineales de otro son independien­

tes y con distribuci6n conjunta normal. El resultado anterior nos 

ha permitido obtener las dos conclusiones siguientes: 

DECIMA : La funci6n de densidad de la distribuci6n en el 

muestreo de las correlaciones can6nicas parciales muestrales cua� 

do éstas se obtienen en vectores con las caracterfsticas señaladas 

en la conclusión anterior es la misma que funci6n de densidad de la 

distribuci6n en el muestreo de tales correlaciones en el modelo de 

Hotelling. Unicamente hay que sustituir en esta !JI tima el parámetro 

N por N-r en donde N es el tamaño de la muestra y r el n!Jmero de 

componentes del vector aleatorio cuya influencia lineal se elimina. 

UNDECIMA : La funci6n de densidad de la distribuci6n en el 

muestreo de la matriz de vectores de coeficientes can6nicos parcia­

les G también puede obtenerse a partir de la funci6n de densidad de 

las variables contenidas en idéntica matriz en el modelo de Hotelling 

sin más que sus ti tui r en esta última el parámetro N por N-r y la ma­

triz La, por 2.,.�
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