s
=

e
=t

. & £ -

e R

e

o . S et e e : e —
e ‘ |
EEEE e







UNIVERSIDAD DE BILBAO.

FACULTAD DE CIENCIAS ECONOMICAS Y EMPRESARIALES.

NGENERALIZACIONES EN EL ANALISIS CANONICO!,

Tesis Doctoral presentada por Anto-
nio Jesls Baigorri Matamala, dirigi-
da por el Catedratico de la Universi-
dad de Bilbao Dr. D. Antonio Fz. de

Trocbniz.

BILBAO, SEPTIEMBRE DE 1.979.



A mis padres.



CON M|l AGRADECIMIENTO

Deseo expresar mi agradecimiento a D. Antonio Fz., de Trocb-
niz por su generosa ayuda y estfmulo, tanto en la direccibén de
esta Tesis como a lo largo de toda mi vida académica.

Igualmente a mis comparieros Maribel Garcfa del Valle, Anjeles
lztueta, Karmele Fz, Aguirre, Carmen Balzategui, Reyes Isu-
si, M2 José& Mijangos, Roberto Escuder, Julio Grafe, Fernando
Tusell, José M2 Piris, José E. Jiménez, Alberto Marifnez, Juan
lg. 'Aurrieta, Jos& M2 Madurga y Jesls Alvarez por sus atencio-
nes y aclaraciones que me han prestado, También estoy en deuda
con el Padre Chacbn por la amabilidad con que atendié mis con-
sultas. No quiero olvidar tampoco a José& M2 Caridad y Juan -
Urrutia, profesores que orientaron mi vocacién. Por Gltimo de-
seo agradecer a Paquita Martln su cuidadosa mecanograffa,

Antonio J. Baigorri Matamala .



N D

C

E




INTRODUCCION ... cvveeneencenn. coo06oc C00006000000C

PARTE |

EL MODELO MATEMATICO

CAPITULO I,

1.1,
1. 2.
o s

EL MODELO CANONICO DE DOS VECTO-
RES DE VARIABLES ALEATORIAS
Introduccibn . veveven...
Definiciébn del modelo canbnico ...........
La existencia de los vectores canbnicos. Su
determinacién y significado vveeeeeeeneens
1.3.1. Consideraciones previas .....e....
1.3.2. Prueba de la existencia de los vec-
tores candbnicos ¢vevececoess
1.3. 3. Determinacidn de los vectores ca-

REMIEDS 0 0ob600800000¢ 53080 008 EE

1 {Te ) IRy A o B g ot

1. 4. El modelo canbnico no normalizado .......
1.5. Propiedades del modelo canbnico «v..oe...
1.6. Relajacidén de hipbtesis del modelo .......
1.7. La interpretacibn en el modelo canbnico ..
1. 8. Distribuciébn de los vectores canbnicos po-

BIEaCeRES 660006000 0600006 6360606 0860000C

CAPITULO Il. LOS MODELOS CANONICOS PARCIALES.

2. 1.
2.2,

DOS POSIBLES EXTENSIONES.

lntr‘OdUCCién......-................----

Modelos parciales ¢cooe.. 50060006 b00o®0 oS
2.2.1. Modelo parcial L(3)-C(3)..........
2. 2. 2. Modelo parte ...... 200P oL NE I N0 o

2.2.3. Modelo biparcial «vceeeeeeeeececens

15
18

20
20

2|

26

30
S2
35
52
55

59

6l

65
65
68
70



2o S

2. 4.

2. 2. 4. Modelo G] ...........................
2. 2.5. Modelo GZ—L(S)—C(S) ....... . . 200 -0
Dos generalizaciones en los modelos canbnicos
I ES 0 5 60 88 6000 a8 L0000 00 0a300080008000 ¢
2.3.1. Modelos parciales L(7) y c(7) oeoevv...
2:3.1. 1, Modelol (7) ceivenaess sies o
2.3.1.2, ModeloC (7) swws vesi

2. 3. 2. Modelos parciales L(2n+1) y C(2n+1) ..
2.3.2.1. Modelo L (2n+1) .ve.n...
2.3.2.2. Modelo C(2n+1) ...cvvnnnnn ..

Los modelos parciales en las distribuciones -

normales multivariantes .......... N -

~LPITULO [, LOS MODEL OS CANONICOS GENERALI

3. 6.

ZADOS. MODEL OS PARCIALES GENE-
RALIZADOS.
INtRB.AUCCTEME alel Hinalle o -
Imposibilidad de generalizacién del modelo ca-
nébnico manteniéndose las principales propieda-
des del modelo de dos vectores de variables ...

Método de m&xima correlacibn .......

Comparacidn de ambos procedimientos .......
Modelos canbdnicos parciales generalizados ...
3.6. 1. Modelo parcial generalizado ....eo .-
3.6.2. Modelo parte generalizado ..¢..coe0..
3. 6. 3. Modelo biparcial generalizado ........

3.6. 4. Modelo G' generalizado . .eceeeceecene

72
75

80
83
84
88
95
95
99

104

107
109

115
120
121

121

123
124
124



3. 6. 5. Modelo Gz generalizado . ccveveeeececee.. 125

PARTE Il

EL MODELO MUESTRAL
CARITULO IV, EL MODELO CANONICO MUESTRAL DE

DOsS VECTORES DE VARIABLES ALEA-
TORIAS .
Cogile latyel o Mersiie ) ERREREEEEETEER BB - A0 0 6 & ALK
4.2, Correlaciones y vectores canbnicos mues
tralEs <o osisiniiio dactes desdeeoagesoteeeen! 135

4, 3. Estimadores de médxima verosimilitud de

las correlaciones y vectores de coeficien

tCShEANOR LEOS, < "y oY lle Bofie 1%t o oy Jonel sHinons on- 3 La-n MISH
4, 4. Distribuciones en el muestreo de las co-
rrelaciones y vectores de coeficientes -
candnicos muUestrales cveeeeeeeceeecess 141
4. 4,1, Consideraciones preliminares ... 141
4, 4.2, Distribucibn en el muestreo de -
las correlaciones canbnicas mues
P&IES 000 o000000000000000000000 151

4.4, 3. Distribucibébn en el muestreo de los
vectores de coeficientes candbnicos
muestrales ............. 153

4.5, Contrastes de hipbtesis en el modelo ca-

RO CONey pant el Pl nel (BB 1k nont ienoaBonr Lt o 156
4,5, 1. Distribuciones utilizadas en los

contrastes de hipbtesis relativos

al modelo candnico v..veeeeenns 157




GoSHTHERE R teRToNde WV Il SN N e e slelstels s el s ol
4,5.1,1.1, Distribucibn aproximada ........
4,5.1.1,2, Distribucidn exacta «v.vveeess -

45,1520 CritetiosidePPllIall s cliee o o s aiajaieresiole

4.5, 1.3. Cpriterio de Hotelling ... sissscsssioss

4,5, 1.4, Criterio de ROY . ceescsscaccassonceee

4.5, 2, Contrastes de hipbtesis relativos a las correla-
CloNes CANONICES .. o s v s aioe sje wialo sois A biss s
4,5,2,1, Contraste de la hipbtesis de que todas
las correlaciones candnicas poblaciona
les SON NUIES .ia e s sisie s ssisesiosinossises
4,.5,2,2, Contraste de la hipbtesis de que parte
de las correlaciones canbnicas poblacio
Nales SoN NUIAS s ccsesascensossssssss
4,5,3. Contrastes de hipbtesis relativos a los coeficien
tes de! modelo de regresibn lineal multivariante
de X SObre Y coscececcossscoossssssvsaniosas
4,5,3.1, Contraste de la hipbtesis de que la ma-
triz de coeficientes de regresibdn Ba es
una matriz prefijada B: ST wle 8 eim el 6l
4,5, 3.2, Contraste de la hipbtesis de que la ma-

triz de coeficientes de regresidn Bazf,o'}

CAPITULO V, LOS MODELOS MUESTRALES DE LOS
MODELOS CANONICOS PARCIALES
5.1. Introducci6nl.l.llllll...'.lI.'Q.I.Il....‘ll'v

5.2. El modelo muestral del an&lisis canbnico parcial de

Raoll.'..l.....lll ------- LI N I B B I I L I A

5.2.1. Consideraciones preliminares ..coeoeeveeees

5. 2.2, Definicién de las correlaciones y vectores

158
160
161
167
171
172

174

174

178

180

181

182

185

188
188



canbnicos parciales muestrales «.ceeeeeceees 189
5. 2. 3. Estimadores de méxima verosimilitud de las -
correlaciones y vectores canbnicos parciales 190
5. 2. 4. Distribuciones en el muestreo de las correla-
ciones y vectores canbnicos parciales muestra
&3 00000000060060600000000060006GCG000G000C 191
SREN4N 1% IR HFOCUCE G, Near. PR, RN, e 191
5.2.4. 2. Distribucidn en el muestreo de cier-
tas matrices de variables aleatorias, 192
5. 2. 4. 3. Distribucién en el muestreo de las -
correlaciones canbnicas parciales -
WVESEREIES 660000000006 00000000000 194
5.2.4. 4, Distribucién en el muestreo de los
vectores de coeficientes canbnicos
parciales muestrales «.cceeeceeees 195
5. 2. 5. Pruebas de hipbtesis en el modelo canbni-
co parcial de Ra0 ceceececcccceocececcns 196
5.2,5. 1. Contrastes de hipbtesis relati-
vos a las correlaciones canbni-
cas parciales seeececececcccccs 196
5.2.5.1.1, Contraste de la hipbtesis —
de que todas las correlacio
nes canbnicas parciales son
NUIAS ¢ eocevsoscoscceaecss 196
5.2.5.1.2, Contraste de la hipbtesis de
que parte de las correlacio-
nes canbnicas parciales son
MWES ¢ cooocoo6000000000cC 198
5.3. El modelo muestral en el resto de modelos par--

Ciales © 00 00 0600 00 8000020 00000000000 0000000000 198




Vi

5. 4. Referencia al modelo muestral de los mode-

ios canbnicos generalizados ..... 3 o7 Relle) S A0 200

CONCLUSIONES 4 cc0v0enn 00 5L E00,00C GO CaCC 0000 OC . 203

BIBLIOGRAFIA CONSULTADA ....... mhofbuls lakel ke s ceeee 209



INTRODUCCION, -




o

El estudio de las relaciones y dependencias entre variables
aleatorias ocupa un lugar importante dentro de la teorfa estadflsti-
ca. Siguiendo a M, G. Kendall el tratamiento de las interdependen-
cias de tales variables conduce a la teorfa de la correlacidén mien-
tras que el de las dependencias lo hace a la teorfa de la regresidn
Dentro de las relaciones de dependencia han sido las relaciones |li-
neales las que han alcanzado un mayor desarrollo en su estudio con-

cret&ndose en la teorfa de la regresibn lineal.

Desde los primeros trabajos debidos a Pearson y \ule, la
teorfa de la correlacibn y regresibn entre variables aleatorias ha
experimentado un gran avance tanto en sus modelos matematicos co
mo muestrales hasta llegar a su Gltima expresidn que es el anélisis
¢ .wonico, Tal anélisis constituye la generalizacibédn natural del mo-
delo de regresibdbn mlltiple al caso en que el regresando lo constitu-
ya un vector de variables aleatorias y es debido a Harold Hotelling.
Este autor, en 1935, expuso el procedimiento de obtener, dados dos
vectores de variables aleatorias, aquellas combinaciones lineales
del primer y segundo vector que tengan méxima correlacibén, deno-
minando a tal correlacibn, coeficiente de correlacidn canbnica en-
tre los vectores aleatorios de referencia. Con posterioridad, en
1936, Hotelling completa el procedimiento extendiéndolo a sucesi-
vas combinaciones lineales incorreladas con las obtenidas previa-
mente y que tengan méaxima correlacibén siendo el ntmero de parejas
de combinaciones lineales y de coeficientes de correlacidn canbnica
el rango de la matriz de covarianzas inter-vectores., E.) tal proce-
dimiento se originan dos nuevos vectores de variables aleatorias a

(1)

los que denominaremos vectores canbnicos.

(1) Veése 1. 2.



Un nuevo avance dentro del anélisis canbnico lo da Paul Horst
en 1961, al establecer cuatro criterios de generalizar el anélisis
canbnico de Hotelling a mé&s de dos vectores de variables aleatorias
si bien en tales casos se pierden alguna de las propiedades del mo-
delo de dos vectores. En estas generalizaciones que en |lo sucesivo nos
referiremos a ellas como ''analisis canbnico generalizado'' no se lo-

gra la incorrelacibn entre componentes de los huevos vectores origi-

nados, con distinto ordinal.

R. B. Rao, en 1969, expone una nueva Ifnea de estudio-en los
modelos canbnicos como es el anélisis canbnico parcial. Este an&-
lisis consiste en generalizar a vectores aleatorios el concepto de
correlacibén parcial entre dos variables aleatorias. Esta Ifnea de
t-_ovajo no acabd aqul; otros autores como Timm y Carlson en 1976
generalizan los coeficientes de correlacibn parte y biparcial entre
dos variables aleatorias a vectores aleatorios, caso este (ltimo que
es més general que el estudiado por Rao. Con posterioridad, Sik-
Yum- Lee (1978) presenta dos nuevos modelos con las mismas carac-
terfsticas anteriores, pero con estructuras de dependencia entre
los vectores de variables que intervienen que incluyen como casos par
ticulares a los modelos de Rao y Timm y Carlson. Nos referiremos
genéricamente a todo este conjunto de modelos como '"modelos canb-
nicos parciales' por ser su contenido el anélisis canbnico entre vec-
tores aleatorios en los que se han eliminado las influencias lineales

de otros,

Hasta este punto hemos situado los diferentes campos de desa-
rrollo del anélisis canbnico. Fijadas estas ideas sefialaremos los

objetivos que hemos querido llevar a cabo en esta memoria.



i. - Generalizar los modelos parciales a estructuras de depen-
dencia cuyos casos particulares son los modelos de Sik=-Yum-Lee y

por tanto el resto de modelos parciales.

2. - Ampliar los modeios candnicos generalizados en la Ifnea

de los modelos parciales.

3. - Obtener los estimadores de m&xima verosimilitud de ias
correlaciones y vectores de coeficientes canbnicos parciales, asl

como sus distribuciones en el muestreo.

4, - Separacidn del modelo matemé&tico y modelo muesirai en

el conjunto de desarrolios que contiene este trabajo.

Esta serie de objetivos constituyen las diferentes aportacio-
ries originaies en cada uno de los campos del: anélisis canbnico que
contiene esta memcria; nos referiremos con detalle a estos cuatro

puntos .

Por lo que respecta al primero de ellos expondremos el con-
tenido de las generalizaciones a efectuar. E|l modelo canbénico par-
cial m&s general que hemos encontrado en'la literatura estadfstica
ha sido el modelo Gz—biparcial de Sik-Yum-Lee. En &l se obtienen
las correlaciones y vectores canbnicos entre dos vectores de varia-
bles aleatorias previa eliminacién de las influencias lineales de otros
tres, cuya relacidn con los dos primeros supone una estructura de
dependencias m&s general que la de los modelos de Rao y Timm y
Carlson . Los modelos canbnicos parciales L(7) y C{7) que aqufl pre-

sentaremos constituyen dos nuevos modelos que generalizan a Gz.



En ellos se consideran las correlaciones y vectores canbnicos en-
tre dos vectores de variables aleatorias en las que se han elimina-
do las influencias lineales de otros cinco ligados a los anteriores

bajo estructuras de dependencia de las que son casos particulares
el modelo Gz. Ademés el modelo C(7) incluye como caso particular

al modelo L(7).

Tanto los modelos de Rao, Gz, L (7). (Igualmente Rao, G,»
C(7)) pueden estudiarse en forma genérica para cualquier nmero
impar. EI| resultado son los nuevos modelos L(2n+1) y C(2n+1)
Basados en estos modelos genéricos justificaremos como L(3) y
C(3) constituyen el modelo de Rao, L(5) y C(5), el modelo de Sik-
Yum-Lee y para n>»2 los modelos L(2n+1) y C(2n+1) presentan

e<:, ucturas de dependencia diferentes estando siempre la del pri-

mero incluida en |la del segundo .

En relacibén al segundo objetivo diremos lo siguiente: Los
modelos canbnicos generalizados tienen por objeto el estudio de
la interdependencia entre mas de dos vectores de variables alea-
torias. En este trabajo introducimos la idea de los modelos par-
ciales en los modelos canbnicos generalizados. Los modelos ca-
nbnicos resultantes de tal consideracibén presentan el estudio de
las interdependencias entre ma&s de dos vectores aleatorios cuan-
do se han eliminado las influencias lineales de otros. Segln la
estructura de dependencia supuesta entre los vectores que inter-
vienen hemos obtenido los modelos a los que hemos derominado:
Imodelo canbnico de Rao generalizado' ,''modelos pa.'te y bipar-
y G_ generalizados. Nos refe-

1 2
riremos genéricamente a todos ellos como '""modelos candnicos

cial generalizados', ""modelos G

parciales generalizados!''.



Por |lo que respecta al tercer objetivo precisaremos los
siguientes puntos. Las distribuciones en el muestreo de los es-
timadores de méxima verosimilitud de las correlaciones y vecto-
res de coeficientes canbnicos en el modelo de Hotelling se han
estudiado para el denominado ''null case!!, En este trabajo hemos
obtenido en un primer paso los estimadores de méxima verosimi-
litud de las correlaciones y vectores de coeficientes canbnicos
en el analisis canbnico parcial de Rao. En base a un resultado
probado por T.W. Anderson en relacibén a las distribuciones en
el muestreo de ciertas matrices de variables aleatorias, hemos
Ilegado a las distribuciones en el muestreo también en el '""null
case'!' de los estimadores de mé&xima verosimilitud de las corre-
iaciones y vectores de coeficientes canbnicos parciales; las -
funciones de densidad de estas distribuciones presentan una estruc
tura anéloga a las de sus similares en el modelo de Hotelling,
diferenci@ndose Gnicamente en sus par&metros. Estos resulta-
dos completan el modelo muestral del anélisis canbénico parcial
de Rao cuyo estudio fue comenzado por su autor y Timm y Carl-

son.

Finaimente, refiriéndonos al Gltimo objetivo sefialaremos
que es simplemente metodolbégico., Suele ser frecuente al estu-
diar ciertas técnicas de anflisis multivariante el hacerlo en
forma descriptiva, haciendo uso de las muestras como si de
colectivos se tratara sin ninguna aplicacibén de la ‘nferencia es-
tadfstica; otras veces, aunque no se mencione e.presamente,
los modelos estén estudiados en las respectivas poblaciones.
Estas caracterfsticas comunes a la mayor parte de técnicas mul-

tivariantes son sefialadas por A, Aznar, al referirse a los mo-



delos Factorial y de Componentes Principales. También el
analisis canbnico esté afectado de esta problemética ; salvo
muy raras excepciones no sé establece una distintién '"a prio-
ri! de cuando dicho anélisis esté referido a la poblacidn o a
muestras de ella. Este ha sido el motivo por el cual hemos i
vidido en dos parties este trabajo. La primera de ellas esté
dedicada a la exposicién de los modelos mateméticos de los
diferentes enfoques que ya hemos comentado del anélisis ca-
nbnico, mientras que la segunda parte contiene |os respecti-

vos modelos muestrales.

Expuestos los objetivos que pretende esta memoria

eriraremos a detallar el contenido de los diferentes capftulos.

Los itres primeros que constituyen la parte dedicada
al anélisis canbnico tebrico contienen las diferentes Ifneas
de desarrollo que este ha recibido. En el capftulo primero ex-
ponemos el analisis canbnico de dos vectores aleatorios. En &l
hemos incluido numerosas modificaciones del modelo que expuso
Hotelling y que lo han ido completando a lo largo del tiempo. El
método seguido en la exposicidn no esel habitual de obtener las
correlaciones y vectores canbnicos como resultado de optimi zar
las funciones coeficiente de correlacibn entre las sucesivas com-
binaciones lineales de los vectores iniciales, con las restriccio- |
nes ya aludidas. Frente a este enfoque hemos escogido el basado
en la descomposicidn singular de una matriz arb iraria. Este
planteamiento del anélisis canbnico de dos veciores aleatorios
de referencia permite dar un tratamiento unitario a la solucidn
de otra serie de modelos canbnicos como son los modelos par-

ciales, por lo cual lo consideramos bésico para los sucesivos
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capftulos de esta memoria.

=] contenido de este primer capftulio, aparte de ser una
recopilacibn exhaustiva de los diferentes estudios acerca del -
analisis canbdnico de Hotelling constituye el soporte tebrico en -

que se basan las generalizaciones que se presentan en este trabajo.

El capftulo Il lo hemos dedicado a los modelos canbnicos -
parciales, y en &l hemos distinguido dos secciones. En la prime-
ra de elias exponemos los diferentes modelos parciales publicados
en la literatura dedicada a estos temas; tales son: el modelo par--
cial de Rao, los modelos parte y biparcial de Timm y Carlson y los
modelos G] y Gz—biparcial de Sik-Yum-Lee. En ellos hemos intro-
¢ _..do grafos para sehalar las dependencias enire vectores pudién-
dose asl obtener una idea visual de cbmo unos modelos generalizan
a otros. Este conjunto de modelos constituye el estado actual del

anélisis canbnico parcial.

La segunda seccibdn la hemos dedicado a exponer los nuevos
modelos canbnicos parciales que generalizan ai modelo qubiparcial.
A tales modelos generalizados les hemos denominado extensidn lineal
y circular del modelo de Rao.(Esta denominacidn esté basada en la
estructura de dependencias de los grafos asociados a tales modelos
y en que dichos modelos constituyen los diferentes puntos de dos ca-
denas cuyos dos primeros puntos son en ambas el modelo de Rao y
Gz-biparcial). Dentro de esta segunda seccibn hemos .istinguido dos
partes. En la primera estudiamos los modelos L(7) vy C(7) (tercer pun
to de ambas cadenas) y en la segunda los modelos que hemos denomina

do L(2n+1) y C(2n+1) los cuales hacen referencia en forma genérica



a las dos cadenas en que puede extenderse el modelo de Rao.

En el tercer capftulo estudiamos el anélisis canbnico genera-

lizado a més de dos vectores aleatorios. También lo hemos dividido

| en dos secciones. En la primera exponemos los diferentes enfoques
bajo los que pueden obtenerse las correlaciones y veciores canbni-
cos generalizados, Tales modelos canbnicos constituyen los Gltimos

resultados que de esta Ifnea del an&lisis tenemos constancia,

En la segunda seccibén exponemos los nuevos modelos resultan-
tes de aplicar tales enfoques en veciores en los que ya se han elimi-—
nado influencias lineales de otros. Al generalizar las diferentes es-—
tructuras de dependencia de los modelos parciales a mas de dos vec-

_.-es de variables aleatorias hemos llegado a los modelos parciales
generalizados que anteriormente hemos comentado. L.os nuevos mode-
los L{2n+1) y C(2n+1) también admiten esta generalizacibén consideran

do blogues de vectores.

En la segunda parte estudiamos el modelo muestral de los di-
ferentes enfoques del anélisis canbnico. Es bien sabida la dificul-
tad que presenta ei desarrollo de la teorfa muestral de cualquier -
modelo multivariante;por referirnos al anélisis canbnico de dos vec
tores de variables aleatorias, diremos que existen cuestiones dentro
de esta teorfa alin no resueltas. En gran parte de este tipo de anéli-
sis los confrastes de hipbtesis suelen referirse a los denominados
en la literatura estadfstica ''null cases'!; en general €-tos contrastes
estan fundamentados en distribuciones de Wishart centradas que con-

ducen a estadfsticos cuya distribucidn en el muestreo es laef\. de
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Wilks , Toz de Hotelling, etc.; en cualquier otro caso las distribu-
ciones de tales estadfsticos o bien no son conocidas o Gnicamente se
pueden presentar de forma aproximada, Hemos guerido introducir es-—
te comentario para justificar de alguna manera las fuertes restriccio-
nes bajo las que se ha desarrollado la teorfa muestral en el anélisis

canbnico.

Centr&ndonos ya en el contenido de esta segunda parte, en
ella hemos distinguido dos capftulos, el primero esté dedicado al mo-
delo muestral del anélisis canbnico de Hotelling, asf como a ciertas
cuestiones de carécter general relativas a las distribuciones de cier-
tos estadfsticos de amplio uso en los contrastes de hipbtesis multiva-
riante., Dicho capftulo, sumamente extenso, contiene el procedimien-
to ~ _ ubtener estimadores de maxima verosimilitud para las correla-
ciones y vectores de coeficientes canbnicos, asf como las distribucio-
nes en el muestreo de tales estimadores en el "null case''. T_ambién he-
mos incluido una serie de contrastes de hipbtesis en relacidn con las
correlaciones canbnicas y los coeficientes del modelo de regresidn

lineal multivariante asociado.,

Podrfa extrafar la no dedicacidn de sendos capftulos a los
modelos muestrales del andlisis canbnico parcial y del generalizado
tal como se ha hecho en el modelo matematico. El motivo puede encon-
trarse en el comentario que hemos incluido al hablar de los modelos
muestrales. Los modelos parciales han tenido muy poco desarrollo en
este campo siendo nulo el de los generalizados, Ante esf. situacidén he
mos incluido en el Gltimo capftulo una serie de resultadus en torno a
estos dos tipos de modelos. E| contenido fundamental lo constituye el
modelo muestral del anélisis canbnico parcial de Rao. Este autor en la

exposicidn de tal anélisis, junto al modelo matem&tico, desarrolia el
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procedimiento de obtener estimadores de méxima verosimilitud
para las correlaciones canbdnicas. Posteriormente Timm y Carl-
son construyen una prueba de hipbtesis para tales correlaciones
basada en el cr-iterio.A de Wilks. En este trabajo hemos com-
pletado en varios puntos el modelo muestral de Rao, como son los

siguientes:

9 Obtencidn de los estimadores de mé&xima verosimilitud para los

vectores de coeficientes candnicos.

22 Obtencibén de la distribucidn en el muestreo de los estimadores
de mé&xima verosimilitud de las correlaciones canbnicas parcia
les, en el "null case'l,

32 Obtencidn de la distribucibén en el muestreo de los estimadores
de méxima verosimilitud de los vectores de coeficientes cand-
nicos parciales en <l "null case'l,

4° Construccidn de pruebas de hipbtesis en relacibn a las corre-

laciones canbnicas parciales basadas en los criterios de Pillai

Hotelling y Roy.

En relacibdn con el resto de modelos parciales diremos que
no hemos entrado en el estudio de sus modelos muestrales por lo
que Onicamente expondremos algunos tests de hipbtesis debidos a
sus autores acerca de las correlaciones canbnicas. lgualmente en
los modelos canbnicos generalizados incluimos como cuestién liga-
da a su modelo muestral el contraste de hipbtesis de independencia

entre m » 2 vectores de variables aleatorias.

Resumiento en breves lineas, las aportaciones fundamenta-

tales que contiene esta memoria, citaremos las siguientes:
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o Desarrollo de los modelos parciaies L{2n+1) y C(2n+1) repre-

sentaciones generales de las dos cadenas en que puede genera-
lizarse el modelo de Rao, de las cuales dicho modelo y el (32 bi-
parcial son los dos primeros puntos en ambas . Cuando n > 2
la extensidn circular incluye a la lineal.

© Introduccibn de un nuevo tipo de modelos canbnicos como son los
parciales generalizados. En ellos se generaliza a méas de dos
vectores aleatorios los modelos canbnicos parciales.

© Obtencibn de los estimadores de maxima verosimilitud para los
vectores de coeficientes canbnicos en el an&lisis canbnico par-
cial de Rao, asl como la: distribucién  en el muestreo de tales
vectores y la de los estimadores de maxima verosimilitud de las

correlaciones canbnicas parciales ambas en el "null case'l.



CAPITULO I: EIl modelo candbnico de dos vectores de variables

aleatorias,




PARTE PRIMERA:

EL MODELO MATEMATICO.




1. 1. Introduccibn

La relacién entre dos vectores de variables aleatorias fue
estudiada por primera vez por Harold Hotelling (1). Este autor
en 1935 en su célebre artfculo "The most predictable criterion'
expone el procedimiento de obtener aquellas combinaciones linea
les de cada vector de variables que presenten méxima correla--

cibn,

Desde esa fecha el denominado anélisis canbdnico de dos vec-
tores de variables ha tenido una amplia sistematizacién. Prue-

(1)

ba de ello son los trabajos posteriores de Hotelling ', Anderson

(3) (&)

T.W., Morrison D., Kshirsagar ', etc.

Este profuso desarrollo del modelo candnico ha venido motiva-
do en parte, por el hecho de ser un marco general dentro del que
se engloban un elevado nGmero de técnicas del anélisis multivarian

te.

El andlisis canbnico poblacional referido a dos vectores de
variables que vamos a desarroliar en este capftulo presenta una
serie de diferencias en relacidén al de Hotelling debidas unas al
método seguido y otras a las extensiones que de &l se han reali-

zado en algunos campos.

La Ifnea que seguiremos en la exposicidén del modelo ha sido

(5)

la adoptada por Horst y Kshirsagar utilizando |la descompo-

(1) Hotelling, H. [ 22 ] pég. 139-142 [ 23] pég. 321-377,
(2) Anderson, T.W. [ 2 ] p8g. 272-287,

(3) Morrison, D. [ 33 ] pég. 213-218.

(4) Kshirsagar, A, [ 28] p&g. 247-285.

(5) Horst, P. [ 14 ] pég. 139-132,

]
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sicibn singular de una matriz, Hemos preferido este tipo de enfoque
frente al presentado por Anderson, Morrison y otros autores, por
poder dar un tratamiento unitario a todos los modelos que a lo lar-

go de este trabajo se expondrén,

Dado que este enfoque no presenta la claridad del citado en se-
gundo lugar hemos incluido en este capfltulo un amplio estudio de las
propiedades del modelo que dan luz sobre el sentido y significado de

las correlaciones y vectores canbnicos.

Otra cuestibn en que se pone especial énfasis es en la de sefia-
lar cédmo el modelo candnico es el modelo de regresibdn mllitiple gene-

ralizado y en qué consiste dicha generalizacibn,

Hemos juzgado interesante incluir algunas aportaciones recien—
tes que desarrollan el modelo poblacional. En este capftulo Gnicamen
te haremos referencia a las relativas al modelo de dos vectores de
variables y no parcial , Entre ellas destacaremos las dos siguien-

tes;

(1) Extensidn del modelo canbnico de dos vectores de variables al
caso en que estos sean de distribucidn conjunta degenerada; este
desarrollo es debido a Khatri, G.G.“). Este autor obtiene las co-
rrelaciones canbnicas en base al concepto de inversa generaliza-

da de una matriz.

(2) Transformaciones de las variables canbnicas que ayudan a su in
terpretacién., Esta ITnea de trabajo poco desarroliada en el anali
sis candnico tiene gran importancia por facilitar su aplicacién -

préctica. Otras técnicas multivariantes como el anélisis en com-

(1) Khatri, G.G. [27], p&g. 465-471.



ponentes principales y andliisis factorial han tenido un amplio trata-
miento en este sentido logrando una serie de métodos que constituye
una ayuda importante para la interpretaciébn de las nuevas variables
obtenidas. En el anéalisis canénico propiamente dicho ,Gnicamente hg
mos encontrado un trabajo en este sentido; nos estamos refiriendo

al artfculo de Cliff, N. y Kruss, F. (1) sobre la interpretacidn de -
los vectores candnicos. En base a &l justificaremos el empleo para es

te menester de los métodos de rotacién ortogonal utilizados en el ana

lisis factorial.

La terminologlfa que se introduce en este capftulo para designar a
los distintos elementos del modelo canbnico ha sido sugerida por el Di
rector de esta Memoria, Debemos sefialar que algunas denominaciones
- _ aqufl empleamos son distintas a las que nabituaimente se utilizan en el
modelo candnico y que incluso una aun coincidiendo en su expresibdn
gramatical con otra de uso com(n en el anélisis canbnico presenta di-
ferente significado y por tanto debe tomarse en el sentido que aqufl se
da. El motivo de esta modificacién esté justificado por ia mayor preci
sién que permite dar a las referencias a los distintos elementos del

modelo canbnico.

Otra precisién a hacer es la relativa a la numeracidn de las expre
siones gque aparecen en este trabajo. La numeracibn por la derecha -
corresponde a la que se da a la expresidén por si es necesario hacer
referencia a ella en otras ocasiones,mientras que la numeracibén por
la izquierda indica la de las expresiones que es Gtil cc.isultar para -

obtener la que aqufl se hace referencia.

(1) Cliff, N, y Kruss, F., [7], p&g. 35-43.



1.2. Definiciébn de! modelo canbnico

= 2T I 4 .
Sea Z=(X",Y"} un supervector de variables aleatorias con
-
distribucién conjunta no degenerada de paré&metros (0, Z ). Deno

2 =) .
minaremos a X e Y vectores aleatorios de referencia.

-3 -
Sipyg : psgq son las dimensiones de X e Y la matriz de co~

1 s - :
varianzas( ) de Z particionada en base a tales dimensiones la expre

saremos;:

r '
20 Za P
Zys et (1)
ZAI: ZL ‘1
e 9

. - - 2
Se denominan vectores candnicos entre )Z e Y a los vectores

< -
de variables U y V que satisfacen {2), (3), (4) y (5)

-
U=L" = i =

X _ v LT 0 [|X
- = Sl=|-=-F-==ll5
V=M"Y (2} - \% D ¢ MT || ¥ (3)

39S |rmmmmmbeo L B (4)

Mzl ITZNT L 1Ay

- i

L AA>- - 2A0 (5)

og~'
o
ooO
00
Og
eo
90,
— <
S

P= Q0.+ Hfo---0
00 --:00---0

Erm

302 bi5ibai0
——— p— 191+

en donde r = rango Zu

(1) Otra posibilidad de desarrollar el modelo canbnico es en t&rminos
de la matriz de correlaciones. Cooley, W. [8] p&g. 168.



el -
Denominaremos a los componentes de U y V variables canbni-

cas entre S<’ e "? y en particular a las parejas de componentes ded
y {/-1 con el mismo ordinal :(&,,0)), (1;,00)... .. (uy,0y) primeras, segun-
das... r-ésimas variables canbnicas entre X e Y. El resto de com-
b ponentes de g y {7 Gnicamente presentan interés en determinado ti-
po de desarrolios tebricos. Como se desprende de (4) 1as variables

canbnicas estdn normalizadas en varianza

A los elementos no nulos de P, 4, 4;...Ay les denominaremos

- 2 " . 3=
primera, segunda... r-é&sima correlaciébn canbnica entre X e Y vy
a las columnas de las matrices L y M veciores de coeficientes ca-

ndnicos.

En lo sucesivo suprimiremos las flechas en las notaciones

referidas a vectores de variables.
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1.3. La existencia de los vectores candnicos. Su determinacibdn

v significado.

1.3, 1. Consideraciones previas.

Justificaremos la existencia de los vectores canbdni-
cos Uy V de X e Y mediante el siguiente teorema conocido como

lldescomposicidn singular de una matriz arbitrariall.

Si C es una matriz de elementos reales de orden p X g
y de rango r £ min (p, q) dicha matriz puede descomponerse en

el producto;
c=ApBT (6)

en donde las matrices A, P y B cumplen las siguientes propiedades :

- A es una matriz ortogonal de orden p X p,

- B es una matriz ortogonal de orden q X q.

- P es una matriz de orden p x q con la estructura sefialada en (5)
cumpliéndose que sus elementos no nulos son las rafces cuadra-

1
das con signo positivo de las rafces caracterfsticas de CC' vy dC( )

Se demuestra que las r primeras columnas de las matri-
ces A y B son los vectores caracter{sticos asociados a dichas rafces
v by
en las matrices CC¥ y CC; el resto de columnas hasta p y q pueden

. ot " 2
completarse mediante las condiciones de ortogonalida .( ).

(1) Las matrices CC'y C'C tienen r rafces caracteristicas positivas
y ademés iguales las de una y otra. Fz. Trocbniz [13] pég.
(1.16.21) y (1,18, 11).

(2) La prueba de este teorema puede verse en Kshirsagar, A. [28]
pag., 247-248,



Dada la estructura de la matriz P la igualdad (6) también

puede expresarse

C= £ a,bl+ &aabi+---- + Lva,. bl (7)

siendo AL 4z..- . A los elementos no nulos de P vy a .y bI las co-
lumnas que ocupan el lugar i en las matrices A y B, Una propiedad
importante de la descomposicibén (7) es la siguiente: si AiY4wy.-34vS0
y si Unicamente se toman k £ r sumandos la matriz resultante cons
tituye la mejor aproximacibén a C a través de una matriz de rango k

(1)

segln el criterio mfnimo cuadrético ' .

1.3. 2., Prueba de la existencia de los vectores candnicos.

Consideremos la siguiente matriz

Ce & Tty (8)

. . . ‘ 2 -
en donde t, y t_ son matrices triangulares inferiores (2) que satis-

I 2

facen

Z-u = t| 'tT (9)

2u= bt (10)

y Z‘..j Z;, 2‘.)_ los bloques de particién de (1).
L.a matriz C definida en (8) es de orden p x q y su rango r.

ran C =min [ran (t;'), ranZ, vmt}]] = min (p, q,r)=r (11)

(1) Veése Good, 1.J. [15] p&g. 823.

(2) El procedimiento de obtener las matrices triangulares t. y t. que
satisfacen (9) y (10) puede verse en ~z. Trocdniz [13] pé&gd. I.
10 2
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Por el teorema expuesto en 1,3,1. C puede descomponerse

en producto de tres matrices con las caracterfisticas sefialadas en

(6).
(6) C= ' Zo(&)\'=APRT (12)

(13)

ATA=AAT= I?

Be=RB" = I (14)

siendo P una matriz de la estructura indicada en (5).

Las matrices CCTy el e para este caso concrelo adoptan

I- Jorma
CC™= 'S () 6 & (6= £ Zu 20 2 ALY
CC = B I E L (B R AT LET 0

A y B por estar formadas por los vectores caracterfsticos

de CCY y CTC son las soluciones de los sistemas

(65,50 SaE)=4'T JA=0 (17)
_-‘ A o
[+ 2T Z W 41] B=0 (18)
L as palces caracterfsticas de CC"y cTc se designan £%.
o antes se indicd los elementos no nulos de P son las rafces

Com
vo de dichas rafces caracterfsticas.

cuadradas con signo positi

Operando en las ecuaciuvnes (17) vy {18) (premultiplicar

por t, ¥ t, respectivamente) se obtiene:
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[ 220 2 -1 1 (€40 (19)
[ Zn 23 Zn- A2t ] B)Y'B=0 (20)

Denominaremos L y M a las matrices de vectores asocia-

dos en las ecuaciones anteriores pudiéndose expresar finalmen=-

tem (19) y (20)
[ le -z.' Z."zz“] L:O (2]) . L__, (_t-‘r)-lA (23)
[S0 3 Z-420M0 2 M- @r's @24

Cuando las matrices L y M que satisfacen (23) y (24) se
.oman como matrices de transformacidn de los vectores aleato-
rios de referencia X e Y los vectores de variables resultantes

tienen una matriz de covarianzas:

I
‘LTZHL i LT I‘I.n

- - — - - . - ————

2 AR

con las condiciones exigidas en (4) y (5)
En efecto se tiene:

(9) (23)  L"Z,L= A (£ A=A (A= ATA=T, (25
(10) (24) M'2,M: BT} 5, B =BEl)B-EB= I,  (26)
X L"SuM= AT Zut Y] = ATaPEIB = P

(1) Los sistemas (17), (18) y (19),(20) tienen las mismas solucio-
nes en A% pues
| S TR Ta-A2Zulz0 ;5 IS G- A2 6T R T2 Y
No ocurre lo mismo con sus vectores asociados, estando re-
lacionados por las ecuaciones (23) y (24).
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De esta forma ha sido probado que si los vectores Uy AV
: . = (1)
se obtienen como transformacion lineal de los vectores de

referencia X e Y a través de las expresiones

U= L'x siendo L= (t)TA (27)
V= MY . M= (&) B (28)
con AB t t, definidas en (9),(10),(13) y (14), su matriz de

covarianzas adopta la forma:

(4) 2ow= |73 T | (29)

donde P tiene la estructura de (5)

El enfoque que aqul hemos expuesios supone una adaptacidn
(2)

«! modelo poblacional del realizado por Paul Horst en matrices

de datos.

Un procedimiento similar para obtener los vectores cand-
nicos Uy V es el expuesto por Kshirsagar, ;:\(,3) En &l se aplica

el teorema expuesto en 1.3, 1. a la matriz:

C= pinZ. 2.0 (30)

(1) Siguiendo a Horst P. [20] pag. 333; en realidad se realizan
dos transformaciones, la primera constituye un paso de los
vectores X Y a ¢1y ¢2 : @= X D= 7o §
cuya matriz de covarianzas conjunta es:

[Ip 'z

L) Iq
La segunda: U=Afﬂ.;v=8'ﬁlconvier'ten los elemeiitos no diagona-
les de la matriz anterior. en la matriz P.

(2) Horst, P. [19], pég. 130-132.

(3) Kshirsagar, A. [28], p&g. 250. Otra forma de lograr que los
vectores de variables en la primera transformacibén a que se so
meten tengan mairiz de covarianzas, unidad dentro de cada gru

po es escogiendo ésta de la forma: jo= Zx g=2i'v



Consideremos su descomposicibn singular

C': Zu-%' 1" Zl:‘/“-' ERFT (31)
E'E=EE"=Ip (32)
F'F= FF'= I (33)

siendo R con la estruciura (5). Las matrices E y F vienen determi-

nadas por las ecuaciones

[ 542,50 & 2. -4'T)E=0 i)

[ S 2,20 20 25 -4 1] F =0 (35)
transformables en las siguientes

[ 5,75 Z-4*5] 5% E =0 (36)

W Z;-AIZ:] TAF =0 (37)

Es inmediato demostrar que si las matrices Ly M de la ex-
presion (2) son de la forma
L= T, %E (38)
M= AF . (39

los nuevos vectores de variables Uy V tienen una matriz de cova-
rianzas seglin se expuso en (4) cumpliéndose por tanto, las condi-

ciones exigidas a los veciores canbnicos .

Una comparacibén de los dos procedimientos de obtencidn de
los vectores canbnicos nos permite establecer las siguientes equi-

valencias:

— Las matrices de (12) y de (31) son iguales puesto que seglin la no-

ta (1) de la pag. 23,(17) y (18) tienen las mismas soluciones en Klque



(21) y (22) y por tanto que (36) y (37).

- Las expresiones Aty y EY =+ son iguales (lo mismo 8t
y ErSn ) puesto que L y M son Gnicas y vienen determinadas
por los vectores asociados a las matrices [ZuZid'Zi -ATZn ] v
[ ' 3. - A*Zwa ] con sus respectivas condiciones de norma-

lizacibn.

La obtencién de los vectores canbnicos puede fundamentar-
se tanto en la descomposicién singular de la matriz (8) como (30)
ya que éstas conducen a los mismos resultados , no obstante, en
lo sucesivo nos referiremos preferentemente a la segunda féormula

puesto que supone ciertas ventajas al hacer referencia a ella.

1.3.3. Determinacibn de los vectores canbnicos.

La resolucién del modelo canbnico requiere hallar las co-
rrelaciones canénicas entre los vectores de referencia X e Y y las
matrices de coeficientes canbnicos L y M, Como se demostrd en el

apartado anterior tales par@metros satisfacen las ecuaciones

(21) [ Zix :‘: Zza“‘Zu]LT-o . UZ'L=IP

(22) [ Zu ; ‘:' Zl-\-— ;(zzt] M = Q . V\TZ'LLF\: Iq

Para resolver los sistemas anteriores es necesario hallar
las rafces de | = 25 2o -A* 24 }:0 y segui damente sus vec-
tores asociados en (21) y (22) con las respectivas condiciones de

normalizacidn,



27

Si p no es pequefio, el procedimiento descrito anteriormente
es muy engorroso puesto que requiere hallar las rafces de polino-

mios de grado elevado. Para paliar este inconveniente T.W. Ander-

(1)
on

S propone el siguiente procedimiento iterativo para determinar

; : (2)
las columnas de L asi como las correlaciones canbnicas AAp. .. AT,

a) Descripcibn dei procedimiento iterativo.

La ecuacidén (21) puede expresarse para la primera colum-

na:

Zt z.: Zu P—‘\ = '(\2 ZN ?-I.

siendo equivalente a la siguiente:

Zi_‘ Zu. 7;: Z.I Q| = '(lz E-l (40)

que también puede escribirse(3)

A, c; O..0
LA Roeahy oA S g
en donde L'-[Q-l-"'Qr‘Jg LY P.Tr] a: :_, o°

Si denominamos E = LAy si partimos de una solu-
cidén inicial So para I1 el proceso:
E 8% ¢
E p'oc ¥? .
: . v
: :P tipificados (42)
£ plioc »2

conduce a la expresibn

B
E. SooC Pﬁ. (43)

"y
convergiendo [P hacia l, si A>Ay.-24v 20

(2) En la préctica no es necesario resolver el segundo sistema puesto

|
|
(1) Anderson, T.W., [2], p&g. 301-302. ‘

que; My = "t Zn Zale i

VVe&se propiedad 1. 5. - v 3
(3) Esta equivalencia se desprende de las igualdades Lf..L-'-I;LZ‘H"'A' WA

y tnicamente tiene importancia tedrica para probar la convergencia
del procedimiento.{ M:[Hsl:i;]) ‘
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Similar procedimiento es aplicable en la obtencién de Iz. 5 lr‘

(1)

b) Prueba de la convergencia.

La expresidén (43) puede expresarse como igualdad:

?OE'-: NB_ Ek5°

2k
y teniendo en cuenta, que E¥= L/ ks
R 2k J\_Q& \
eho W 4 L&) (44)

Al estar PE' tipificado :

= ek T 2k
TN T T D AINC el
pasando al ITmite cuando k =» 08 ¥y teniendo en cuenta que

si AP Ay.---Lv>0

4o
o AR LE e gl e
[T A o

D (mf“)"go*a‘.erzm“swr(ms*)i;o*w“ o4 (47)

&QDG
2k
b fkn )= g —

Hallando el ITmite en (44) y utilizando las igualdades (46) vy

(48) se tiene

‘z, A T g

7 = s dads
Q*Map P = -2_“—;.0&[9 5‘ - Qi c q

De la misma forma puede probarse la convergencia del

proceso de obtencibn de Iz teniendo en cuenta la igualdad

Eu= E-ARR27-LAL :-A-"'[T-%ﬁ?ﬁ]m)

Podrfa continuarse hasta |la etapa r &% b~

(1) La demostracién de la convergencia del proceso iterativo que
aquf exponemos ha sido realizada por el Director de esta Me-

moria.
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c) Aplicacién préctica del procedimiento.

c-1) Obtencidn de II y A

Se calcula

5‘= Zt-l-th.Z;‘Z_l
realizindose la iteracibn
~,Blo) of Pii)

-
d
o Pl.a) . P (2) o

,S?‘ P©) & p(R)
como PT(M ZuP(R)=1 a través de esta Gitima ecua-

cibén pueden determinarse las soluciones ap~oximadas

para I1 y 1(\2"

c-2) Obtencién de |, ¥ A

c-3)

2
Se calcula

,S.z,-" 5."&221211 =200 (1)

y se repite con S. el proceso anterior, cuyo resulta-
2 ?

do son las soluciones aproximadas de I2 y

Obtencibn de lr' y )(\:'
Operando de forma similar puede llegarse a la expre-

sibn de Sr

Sr = ,S\M 'f(t-i p-v.s Eﬂv-“ (52)

y a partir de aquf repitiendo el proce.o anterior a

iy
Ir y Av
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1. 3.4, Descripcibdn de los vectores candnicos.

El examen de |la matriz (4) permite caracterizar los vec-
tores candnicos U y V. Dichos vectores tienen las siguientes

propiedades :

1. - Las variables canbnicas uI s [EHIR ur son incorreladas entre

2
st

2. - Las variables canbnicas v] 5 vz. s Vr‘ también son incorrela-
das entre sf,

3.- Las variables canbnicas u.y v. son incorreladas salvo en
J

el casoi = j. Cuando ésto es asl la correlacidén entre Ui,V
es el elemento diagonal AL de P, Asfl tendremos que &
es la correlacibn entre U,y vy AL es la correlacibn entre

U.vy Vv, ... A~es la correlacibn entre u. ¥ Vo

2 2

Si en un sistema gré&fico representamos las variables ini
ciales Z = (X, Y) asociando un vector a cada uno de los compo-
nentes en donde el mbdulo sea su varianza y el coseno del dnguio
gue forme con las dem&s componentes las correlaciones con ellas

1 X
obtenemos la figura( ) | (consideraremos el caso xlxzylyz)

Mod 22 = Vav &

cos 3dy: faiuy
= X
2i= i

Eicmis

(1) La representacidn gré&fica Gnicamente pretende dar una idea de
la relacién entre las nuevas variables, no correspondiéndose
al caso real que en general ocurre A #4v lo cual da lugar a que
Uy uz,vI , Vv, Gnicamente sean representables en RY, sila dis

tribucidn no es degenerada, también la primera figura sblo es
representable en R
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Las variables canbnicas Us» uz, vy ,vz tendréan la estructura que

se sefiala en la figura il.('L

S _hv, L o = A
. J A=Ay
I wn P = A1

Py,

-
Fig. |l i

(1) Veése nota (1) de la pagina anterior.
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1.4. E|l modelo canbnico no normalizado,

Otra derivacidn alternativa del modelo canbnico es la que sus-
tituye las condiciones de normalizacién en varianza de las variables
canbnicas por las de ortogonalidad de las matrices de transformacion
de cada uno de los grupos. Esta variacidn respecto a lo ya estudiado
es propuesta por Van de Geer'“). Lo desarrollaremos en términos -
de la matriz de covarianza de los vectores aleatorios de referencia

X, Y: X= (xl,x ...xp) y Y = (yl, yz...yq). estando tales vecto-

2
res distribuidos conjuntamente con parémetros (0Z ):pgqy yonZ = prg

Si particionamos la matriz 2 en base a las dimensiones de

X e Y obtenemos

Z;..,"Z.a

en donde supondremos que rang 2u=r¢ P.

Se denominan vectores candnicos a los vectores U, V:

ko 1 X (53)
\J= MY (54)
que satisfacen (55), ( 56}, {57) v {58) ., .

I"L=LL =L, (55)

M™ =MMT=I3 (56)

T i b (57)

M Zul : M ZM
pP= LT Ze M. (58)

siendo (58 ) una matriz de la estructura (5).

(1) Van de Geer [50] pég. 169-170.
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La prueba de la existencia de tales vectores la basaremos

en la descomposicién singular de la matriz Zu.

Zz.'—' L P MT . LTL'=IP % \‘11—“1': Iq
donde L y M son las soluciones de los sistemas

[Z‘L Zu *'AZI] L=o

[ Zu - A" 1mM=0

y P = LT 3w M una matriz de la forma (5) cuyos elementos no nuios

(59}

son la rafz cuadrada con signo positivo de las soluciones en A%

de los determinantes

| Zie Z2-4%I)=0 ; | 2, Z-41)=0

Si L y M satisfacen los sistemas anteriores se tiene ;
TS =P ; LTL=Ip 5 MM =Iq

Podrfa demostrarse gque los vectores canbnicos U= X
y VU= MTY son de todos los obtenidos por transformacibén ortogonal
de X e Y los que tienen covarianza méaxima entre componentes de U v
\/ con igual subfndice y que son incorrelados con los de distinto
subfndice (en 1,5.1. realizaremos la demostracién anéloga a la

que aqufl seflalamos para el modelo definido en 1. o)

En este modelo el giro de eje realizado es menos simple
que el anterior ya que no logra incorrelaciébn en cada uno de los
vectores candnicos aunque conserva las varianzas de los vectores

de referencia y las correlaciones dentro de cada ve.ior.

Si lo detallamos gr&ficamente del conjunto inicial (xlx2

y.lyz)
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Fig. 1l
en el modelo canbnico no normalizado se pasa a la siguiente

estructura

De la misma forma que en el modelo definido en 1,2, la
representacién gréfica que aqul exponemos Unicamente pretende
dar una idea de ia transformacibén realizada. Una representacidon

Y'Y,y conserve el mismo &ngulo que X,

YV VY Y y, v que ademés uI.L Voo VY, i u, en geng

ral requiere ser representado en *h

en la que u y X, (lo mismo

para v

En la préctica el modelo méas difundido ha sido el que hemos
expuesto en 1, 2. es decir, el de variables canbnicas normalizadas
en varianza. Nos referiremos Unicamente a &l en el resto de este

trabajo.
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1.5. Propiedades del modelo candnico.

1.5.1. 1) Las primeras variables canbnicas UV, definidas
en 1.2. son de todas ias combinaciones lineales de X e Y norma-
lizadas en varianza ias de mayor correlacibn siendo ésta la pri-
mera correlacibén canbnica.

En efecto: a) Sean U0, = Dy x (69)

dos combinaciones lineales de X e ¥ normalizadas en varianza
es decir, tales que:
T T
E.\-l7'= p—l EXXTQ—\= gu Zn 9-; = i

EG.L: NTE‘j‘STu-\.:!HT Zttl-\-lb=-i ‘

(o)}
(&)

(a3
[£%)

_u expresibn del coeficiente de correlacibn entre Uy YV, viene

dada por:
— T
P, = Enure Y Exviu,z B Ze (64)

ya que u, Yy vy son de varianza 1,

Si
%]
Vi = Q-TZ\LN.'E/&A[QTZ-“ Q.-i]-'/,,u [mn fz&ml'j] (65)
es la funcibn auxiliar de Lagrange para optimizar la funcién coe-
ficiente de correlacibn la derivacidn de tal funcién da lugar al si_

guiente sistema de ecuaciones
%I - Z‘\ZMH'/( zl\e-l=o
|

@.—%—' — — -_-_O
D, - Z;.I ‘a'l M ZZINI

que operando en &l :

LS, -A T2 k=0
mTle En" MNTZ;NFO

(66)
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cumpliéndose
(62) (63) W Zuwm=uiZubi=4=Q.

con lo cual las condiciones de bptimo de (66 ) se reducen a los

siguientes sistemas:
~A 2-‘!?-#' Zn M =0
Z;\ E\_A Z.;.lﬂ. = (0] ( 67)

cuya solucién no trivial exige

-4(2'.. Z:.
S0 AT = (68)

T 2 1
Como A=M= L\ 2w, utilizaremos la mayor rafz de (68 )

b i - v e
r .ato que P.. 2 {15 es la funcibn a maximizar,

b) Vamos a probar que esa raiz méxima es la mayor correlacion
candnica entre X e Y y que las soluciones ( I],ml) correspondien—
tes en el sistema (67 ) son los primeros vectores de coeficientes

canbnicos,

b-1) Para probar la primera parte utilizaremos la siguiente pro-

piedad de los determinantes de matrices particionadas

]
A= | o] ’Al - lAn‘Ale;zAzli\Azzl

(1) Esta propiedad esté& probada en Anderson, T.W. [2] pég. 343
y 344 en base a una mairiz B = ﬁ A";“] cumpliéndose

1Al = [BABT)  ={A -A Ay Ayl Al -
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Aplicando esta propiedad a (68 ):

"‘(2: 2—:1 _ .
= 5 |= | =A% 2[4 E] Ll A
Por ser 2;.;. definida positiva, \ 2'“‘ ;4 0 con lo cual

‘ -Klz-u 2 z.z;‘ Za,i \"O

Este determinante coincide con el del sistema (21) por lo tanto
mayor rafz de (68 ) es la primera correlacidn candnica entre X

e Y (recuérdese AYhLy--- Avy0),

Y m, soluciones asociadas en (67) a la

mayor rafz A, de (68) son los vectores de coeficientes de las

b-2) Probaremos que |
primeras variables canbnicas,

Considerando dicha rafz A el sistema ( 67 ) puede expresarse

ZlL W - ‘<l Zl 94:0 (69)
Zz; P..—Ka Zn“h=0 ( 70)

Una sencilla transformacién en (69) (70 ) permite pasar a
los sistemas (21) y (22) cuyas primeras columnas de las matrices
L y M son los vectores de coeficientes canbnicos asociados a las
primeras variables canbnicas. Premultiplicando (70 ) por Z3' ob-

tenemos

Z;I' Z;.l P—\*‘/ﬂ!ll, =0 (71 )

premultiplicando esta expresién por 2, llegamos a:

Zz. Z;-llz;l El_'<|Z|3ou'!|=o ( 72)

y finalmente sustituyendo (72) en ( 69 ) da iugar a
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(21) Zn 2t Zu - AE 2 =0

expresidn que se corresponde con el sistema (21) en el que ha-

bfamos definido los vectores canbnicos .

De forma totaimente paralela escogiendo convenientementc
la matriz B y transformando los sistemas (69) y ( 70 ) podrfa pro
barse que A es también la mayor rafz del sistema (22) vy m, su
vector de coeficientes candnicos.,

1l) Las segundas variables canbnicas u_, v, son de todas las

DI

combinaciones lineales de X e Y normalizadas en varianza e
incorreladas con las primeras variables candnicas las que tie-
nen correlacidn mxima, siendo ésta la segunda correlacidn ca-

gonica,

En efecto: Sean

T
uz—lzx
_ -
v2 mzY

dos variables obtenidas por combinacidén lineal de X y de Y y que
supondremos que son de varianza | e incorreladas con RS
es decir, cumplen;

bhZelisd Y5 =0

wiZawi=l 5 wl Zpw:=0

y
(73)
Si
% = WS- YA [OFZ Ba-a] - [T Znttii]on [T, 0 )40 [ 7))
es la funcién auxiliar de Lagrange parea la optimizacién de la
funcibén coeficiente de correlacidn;la deﬁivacién de esta funcibn

conduce a
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0%
ok

%_g_: - Z‘ g"- }42;;,"4;-! 92;:.'—“; =0 (75)

Zl:. Wig - A Zu EQ_% b9 Za £-| =0 {74)

En la funcidn a optimizar no estén incluidas las funciones

u1 incorrelada con v2 v V1 incorrelada con u_; las tendremos en

2’
cuenta al oper*ar'(]e)n las ecuaciones ( 74 )y ( 75 ). Premultipli--

cando tales ecuaciones por I'lry m"; $

Oy, -4 BT 2 040 TS0, =0 (76)
T 25, Do T Zrp 00,8 T 2 me, = O (77)
e incluyendo las condiciones (62), (63 )y (73 ) se tiene
2358 o »Weo

con lo cual el sistema (74 ) y ( 75) se transforma en

2-“_1-\1:.‘»(2“?.1:0
Zu -4 2 w=0

de donde se sigue que A= Wi Zu o

Este sistema es anélogo a (67) y su solucibn con las restriccio-
nes del enunciado son los vectores de coeficiéntes “2’ mz) aso-
ciados a la segunda mayor rafz de ( 68 ) puesto que ifa 2, s

es la funcién a maximizar,

Il ) Probada la equivalencia entre los sistemas ( 6e7)y(74),
y (75 ) podrfa continuarse hasta la etapa pr supuesto que es
el rango de la matriz Zi. ; adem@s en base a esta equivalencia
queda justificado que ( 68 ) tiene 2 r rafces; r de la forma AQ:iel2..v

yr =Al: Lenz...v

(1) EI maximo de %, y de esta misma funcién con las condiciones
adicionales T aunt y m‘.’Zm?.,,coInciden . Para ello sblo es
preciso probar que las soluciones obtenidas al optimizar %,
también satisfacen las nuevas restricciones.

Sean P2y wg los vectores que hacen bptima a Sﬂ ; dichos vec-
tores cumplen ;
z\l m;"l( 2.“ ?_::0
Zay W - 4 Zpmez0
de donde se deduce: EZam3-AVZiLz0 3 LiZus=0
o2 Oy -Am Tumze © WlTu R =0  cq.d.
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La mayor parte de los autores presentan el modelo canbnico a
través de las propiedades anteriores, citaremos entre otros: Coo-

ley W, (1), Anderson T, W, (2), Morrison D, (3), Joshtons J. (4);

otros como P. Horst (5) y Kshirsagar A, (6), lo consideran como

una propiedad de las variables definidas en (2), en cualquier caso
&sta no es la Ginica propiedad a partir de la cual pueden obtenerse
las variables y coeficientes de correlacidn canbnicos tal como ex—

pondremos a continuacibn,

1,5,2, De todas las combinaciones lineales de X e Y normaliza-
das en varianza, las primeras variables canbnicas u] V1 son ague-
llas que tienen una matriz de covarianza que mejor se aproxima en

el sentido minimocuadrético a una matriz de correlaciones de rango

Sea Zu,r la matriz de correlaciones entre u:E.rx y - NT‘J
. E:.Z‘u g]'-'-‘i )’ mTZ;u.t:i
i e;tz‘ul
.‘V“.iz” i

-
u,v

(1) Cooley-[ 8 | pag. 168,

(2) Anderson T. W, [ 2 | pag. 272-287.
(3) Morrison, D. [33] pég. 213-218,
(4) Joshnton J. [ 25] pég. 352-355.
(5) Horsts P, [14] pég, 130-132.
(6) Kshirsagar [ 28] pég. 247-285,
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Cuando l1 y m,

les canbnicas, I‘]’Zg,m,.—. ¥ Zul.=4, - ; en donde £ es la mayor

son los coeficientes de las primeras varia-
correlacibn canbnica.

Luego Sue =4 A
Ar 4

Por la propiedad 1.5, 1, cualquier otras variables n/, o'
. : A o
normalizadas en varianza tendr&n un coeficiente K. igual o

menor.

2 v
Por tanto 2 (1-4)° £2(1- 40" con 1o cual queda probada
1)

la propiedad( .

Razonando de forma inversa podrfan obtenerse las variabies
y correlaciones canbnicas en base a exigir que I] y mI sean de
tal forma que las variables M= QTX y G,:NT Y tengan una
matriz de correlaciones que mejor se aproxime a una matriz de

rango 1, segln el criterio mfnimo cuadrético.

Igualmente podrfan obtenerse el resto de variables candni-
o . \ 2 T
cas exigiendo que las variables u2= D—a X yC«’E“‘;Y ademés de

ser incorreladas con u, vy v, ya obtenidas tengan una matriz de

1
correlaciones que mejor se aproxime a una matriz de rango 1 en
el sentido mfnimo cuadrético. EIl proceso puede continuarse has-

ta la etapa r.

(1) Igualmente las segundas variables candbnicas tienen una ma-
triz de correlaciones que de todas las comiinaciones lineales
normalizadas en varianza y ortogonales a u, v,, es la que me-
jor se aproxima a una matriz de rango 1 en el sentido mfnimo
cuadréatico.

Puede continuarse hasta r = ran 22
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1.5.3. 1) De todas las combinaciones lineales de X e Y,
normalizadas en varianza, las primeras variables candnicas son
las que tienen una matriz de correlagiones cuya suma de elemen-

tos no diagonales es méaxima,

. .
Sean u, =LX vy VI=“‘GY- dos combinaciones lineales de

X e Y normalizadas en varianza y sea 2o,> .su matriz de correla-

ciones

(9), (10) 11 22w, 4 Qi Za@'p,
M =

(23), (24) ozl 4 st Zul€ra, 4

La suma de los elementos no diagonales de Zug puede expresar-

(1)
se

el el ool 2 2

que en forma abreviada la denotaremos :

o= ATD'RD1- 4T0'D1
en donde

_la, o 4 2.0
SN
o b R, g6 A

Si afadimos la condicibén de ortagenalidad a la funcién anterior

y escribimos P = R-I, tenemos |a funcién a derivar

©=175P04-TDRA ¢ 4° [£
Efectuando la derivacién respecto 3 4'D

B _ pp-Di=0 ( 78)

o4TD

(1 [ 1][2 :][ﬂ Qs b
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Ecuacibn que desarrolléndcla se transforma en

E 26 b=ak ;o' S D) .= 4

£ T (6 a bk [ BB T a4 2T A4

El sistema (78) teniendo en cuenta que Z“:.-ti-t‘:yz'u:-’gz.t"; se
transforma en el sistema (_1'7) y (18) y seguidamente en el (21)

y (22) siendo

(23) o (e
(24) m,= (t3')"b,

los coeficientes de las primeras variables candnicas; y A,=4A.la

mayor correlacibn canbnica entre las variables X e VY.

De forma an&loga (con las restricciones a afladir en su caso) s
probarfa que la segunda correlacibn canbnica entre X e Y es la
que hace méxima la suma de los elementos no diagonales de la ma-
triz de la forma Z.u— » siendo los vectores a y b que la integran or

togonales a los anteriores.
El procedimiento puede seguirse hasta la etapa r = rang Z,,

También esta propiedad puede tomarse como procedimiento de ob

tencibn de las variables canbnicas,

Haremos un breve comentario en relacibn a las propiedades 1,

5.1,, 1.5,%.,, y 1.5,3,

Estas propiedades ciertamente constituyen la expresién de una

misma idea siendo triviales las demfs cuando se ha probado una de

(1) Horst P, [ 19 7] pég. 129-149y [ 20 | pag. 321-347.

e R e I T T AT T i % R k. e T T

T PP P P W ———

L

e mwap s ———

A A W P LA Y b o M AT g e, e
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ellas debido a que operamos con matrices de correlaciones v

por tanto simétricas.

En esta exposicidén han sido mostradas como propiedades
diferentes debido a que en la generalizacién del modelo candéni-
co,1.5.2. y 1.5, 3, presentan dos criterios de obtencidén de los
vectores candnicos generalizados. Estas cuestiones serén expues

tas con méas detalle en el capftulo 11,

1.5.4. Si ul v VI sch las primeras variables canbnicas las

regresiones de u, sobre Y y de v, sobre X tienen unos coeficien-

1
tes de regresiébn que son proporcionales a los vectores candnicos

m, v (respectivamente) asociados a tales variables siendo el

factor de proporcionalidad la primera correlacibn candnica.,

Prueba:

Sea u‘:;' Qn)(.—\- D—-uﬁh-lr—-—-}-?—?l)(p: XTP"

LLa regresibn de uI sobre Vi Vo oo yq conduce a los siguientes

resultados;

Si denominamos

}l*: bu8|+ 'Du(\.g;,-l— S G, bqngq-: \'Tb|

al hiperplano de regresidon, suscoeficientes son los que hacen

mfnima la funcibén
E ( XTQV‘YTb;)T(XTE-I_\fTbl)
B 200, -2b7 30 8, +bT 2o,

E (uu¥)?

Il

(1) En la notacidén empleada en Fz,Trocbniz, A. [12] p&g. 16. 5.

u® tiene el carécter de estimacidén lineal de u por Yy Vpe oo yq.

P T s P —

e s

-
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Al anular la primera derivada respecto a bI se obtiene
2
TR —
VBN as b s, =
° bF
e -1
S b= ZaZuby (79)
De forma andloga si U%z CuxCauXet - -- .. 4 ce xp = X'¢,

la regresién de vy sobre x'xz. .« X conduce a:
p

Ci = ZT‘ ZF\, e, (80)

Al ser I] v mI los primeros vectores de coeficientes cand —

nicos; por 1.5. 1, satisfacen las ecuaciones

212 w = x‘ 2:} P—l
Za) ‘ll Ay 2,

n

Estas igualdades nos llevan a los siguientes resultados para los

coeficientes de regresidon

bnr' Z{;Z_u Q-I r’/(l Z"ZTL‘ 2'-.1‘..'.I. w.-'.-‘ /(g 9_9_?4
c= Zi' Za wy = A 2 S, ?.; = 4 9—1 c. q. d.

Otro tanto ocurre con las segundas variables candnicas

u. v v_ . Si se considera la regresibn de uz sobrey. y_ ...V

2) 2 172 q

¥ N sobre x]x?. .. X cuando u_,y v, sean las segundas variables
2 2 8] 2

candnicas los coeficientes son proporcionales a los vectores ca—
nénicos m_ y 12 respectivamente, siendo el factor de proporcionali
dad la segunda correlacidn canénica) A

Pueden continuarse las regresiones hasta la etapa r =

rang 2,
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5 T r 2
1.5.5, Si u!-.:Q\ X v vlem',‘Y son combinaciones de X
e Y, normalizadas en varianza, las regresiones de ul sobre Y
y de v' sobre X tienen un error de regresibn mfnimo cuando II y
m, son los primeros vectores de coeficientes canbdnicos,

En efecto. El error en ambas expresiones viene dado por

el minimo de las respectivas funciones optimizadas en 1. 5, 4.

= (uru}‘)‘z‘: D;r W =257, 1-£Z;|+?-TZL ;;,ZuZ:'Z.E.
d." Q‘FZH.Z'::—Z.JA

fi

o= _ < - 2
= 00T = T I T T s T T T 5 T T
= L-w\ 2, 2 Zn.
Sil, vy m, son los primeros vectores de coeficientes candnicos

i 1
satisfacen las ecuaciones:

(69 ) Zaw,=4£2uP
(70) 2u b= 4 Za,

de las cuales pueden obtenerse:
LT o 2, = Ak 2 T T s (2
W2 2 Zaw, =42 BT 2, 2R 2L 0, = A
y por tanto
E(n-u%)®= 447
E(o-0%)% = 4-47

Por 1.5. 1, sabemos que £ es el coeficiente de correla-

cidn entre U, Yy v,, quees méximo cuando dichas variables son
las primeras canbnicas., Por tanto E {a-n*)2 = g (5-on)?

es minimo si I] y m, satisfacen { 69 Yy { 70 )

t
i
f
|
£
@
E
{
|
:
b
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Igual propiedad cumplen el segundo par de regresiones, en rela-
-2 - - -
cion al error de regresidn, pudiéndose continuar el proceso hasta

la etapa r=rang,Z,

1.5.6. Si alguno de los vectores de referencia X, Y consta de un
Gnico elemento entonces existe un solo coeficiente de correlaciédn
candnica siendo éste, el coeficiente de correlacién mUltiple en la

regresidon del vector con un Gnico elemento sobre el otro.

Consideremos el caso en que el vector X consta de un (nico ele-

mento., Sea &ste x,; la matriz de covarianzas de(x,,xd,...\tjq) paprticio-

K
nada adopta la forma
f]_ﬂl(ll.. o .;(‘q” . _
P rietp ek povey PEP-TTE S I T (Pey|

Py -
Al hgeyn - - Aqiyns
con lo cual el determinante del sistema (25):-4°Z+2. %1% | =0 so

}' Yo 2-n.= l

transforma en: | =A%t Ze 53 Su =0

que por ser un escalar

2 Z_:.‘Zu
1"

. : g,
Una expresidn del coeficiente de correlaciébn mlltiple vendrla
dada por

cov (X,x")
Ry (82 )
Vv X, - Vavrx &

Calculando el numerador y denominador de ( 82 ), se obtiene:

A=

coV (x"’{")‘—"(““ﬁ% s var X* = Ly~ _ﬁ:-“ 5 var X,z Ay

en donde A es el determinante de 2. y A i el adjunto del elemen-

l
to Au

Llevadas estas expresiones a (82) y elevando al cuadrado el
resultado, se obtiene (81) cuadrado de la Ginica correlacidn canb-

nica existente,

(1) Vebse Fz, de Trocbdniz, A. [12], phg. 16.".
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1.5.7. Si alguno de los vectores de referencia X, Y consta de
un Gnico elemento ,. 1a regresidn de este elemento con el otro vec—
tor de referencia tiene unos coeficientes de regresidn proporciona
les al vector de coeficientes canénicos de la variable canbdnica co-

rrespondiente,

Sea X:x}' : Y =(y]y

2...yp)

Las primeras variables candnicas u] v Vl son de la forma

W= Rix,
-O"l: U-Ml%[*- UJ-'L\‘-S;.-Q' T %.Su‘ = YTM|

siendo I] V m]

(23) E.\:: (t.“)q. : O\,TC\:'i
(24) w,= (ti' b : bth=-14

Come.en este caso Zn se reduce a un Onico elemento, la
descomposicidn en el producto de dos matrices triangulares da
lugar a :

Awz ‘tr't';r 3 ‘tu-’ Jz:\ v aP,;: (\Ru)"‘c«.

utilizando ( 23 )

’ \
C\.TC\ = ?—T K\\h ‘.YI_R = /(u 9,": i - 2.-: -—‘q_i_‘: 3 N = -"r:::‘ A
y por la propiedad 1.5, &,
b= /(1 ML, ’ ( 83 )

en donde b son los coeficientes de regresibén de u? sobre yiyz. e
q

Si en lugar de la regresibn anterior se efectla la de uyZ. sobre

ViYoeosoV el resultado ( 83 ) se transforma en el siguiente
2 q

Bz A \I'Zum.

f\“‘z e ——

R s O { 84 )

De forma totalmente paralela se probarfa la equivalencia para

\==(x]x2. caX ) e Y=:y' sin mas que una reordenacidn de la -
p

et g

. s e

B T TP ———

- o e

R —

R
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matriz de covarianzas de (x x

(Ko e xp y]) refiriéndola al caso

en que las variables estén en la forma (ytx I

R

1. 5. 8. L.as correlaciones canbnicas son invariantes ante transfor

maciones lineales no singulares de |os vectores de referencia.

Sean c¢c= CX: |c| # 0

d= DY: |p| # 0

La matriz de covarianzas particionada de los veciores c¢,d puede

expresarse

£ ChE a0

D ZIC" DZMD

'
1
I
L.as correlaciones candnicas satisfacen los determinantes igua-

lados a cero de los sistemas (21) y (22)

Tomando uno de ellos
(21) \ le. Z;I Z.l‘/(zzt \ =0

Las correlaciones candnicas de |os vectores c y d satisfacerén

lcz.0[02. 01'D 5. - 43 5 C7 | =0
Jel] 2 07OV 0D 543, [ 7] - o

y como C es no singular

|ZI?. Z—Lf Zu"/(22-1|‘: 0 c""{ra"
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1.5.9. Los vectores canbnicos de los vectores de variables c y d

transformados lineales no singulares de X e Y tienen unos coefi
o R R - .

ciemes(C) L v (D ] s M siendo L. y M los coeficientes candni-

cos correspondientes a X e Y,

Si L yM son los coeficientes candnicos de X e Y satis-

tisfacen los sistemas

[ 520 5427, L -

|
(@]

[_Z-u . Zm,-z(z Z-zz M =0

Teniendo en cuenta su matriz de covarianzas los vectores cand_
nicos de cy d. tendré&n unos coeficientes que cumplirn los sis -

temas

422, ¢ C 2.0 (02,00 D2 R = 0

|40 2.0+ D5z, 2,0 s = o

Sistemas que pueden ser expresados

i
Q

|"~/< ’ :Zn - 2_1 '_z‘;“ 2-1 ] CTF? :

[’AZ Zut Zu 2 Zz] p's

1l
o

Con lo cual

T . e
L=CR R={(C "L

A

M= D S S=D )M c.q.d.
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1.5, 10, Las correlaciones candnicas son invariantes frente a

cambios en la unidad de medida de los vectores de referencia.

Utilizaremos el mismo procedimiento que sigue Drhymes
en el modelo de componentes principales para probar |la depen-
dencia de la unidad de medida de las rafces caracterfsticas,

(en este caso concrete independencia).

* : -
Sea X v# jos nuevos vectores resultantes de camtiar la uni-

dad de medida de los iniciales XY,
o I ST | ko B oA
J ot D, |1 o ;roz
a,
X = D' X ) U’= D_zlé (85)

Como D es una matriz diagonal de elementos no nulos

IDl#0 > |Dl#o n 10,50

con lo cual las transformaciones (85) son transformaciones li-
neales no singulares y seglin 1, 5, 8, conservan las correlacio-

nes canbnicas.

—— . q = o . s b
Feniendo en cuenta 1.5, 9. los vectores canbnicos de X¥y

vienen dados por

i
T v Lox
" -
vr - D7 M‘é
(1) Drhymes [11]] pég. 58. Este autor recoge la relacidn entre

la unidad de medida entre las distintas variables en una matriz
diagonal D que por su definicidn es de elementos no nulos.,
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1.6, Relajacidn de hipbiesis del modelo

1.6. 1. Las correlaciones candnicas no satisfacen A>AL --24A«»0

Si la ecuacidn determinante | ZnZ; Zu-L*Zu)0o posee t £ r
rafces mlltiples /(1: »(.: (que sin pérdida de generalidad supondremos
que son las Gltimas; las t parejas de variables canbnicas asocia-
das a tales rafces est&n (nivocamente determinadas excepto por la

multiplicacién por la derecha por sendas matrices ortogonales.

L.a prueba de la afirmacibn anterior requiere demostrar que
si L y M son los vectores de coeficientes canbdnicos correspondientes
a tales variables; L C y MD : C'c:=1-0J también son soluciones
de los sistemas

) z

[;2-|;, Z:a 2-,2‘ .- /(tz-“] L :O
e 2

[*Zu an Ziz - £ Z;;] M=0

. 1 . ]
Utilizaremos el siguiente teorema{ ): Si 5,,,es una matriz
definida positiva y simétrica con v soluciones iguales de ls-£1\= o
A A= ® [.S-A‘].] es de rango p- » Yy sus vectores asociados
estan Onivocamente determinados excepto por la postmultiplicacidn

por una mairiz ortogonal,

Si 5= Z;:‘LZ:LZ:ZIZ:Z- tiene las t Gltimas rafces caracte-
rfsticas iguales a A por el teorema anterior los vectores E= del
sistema

[z Z Z3 B 2% AT E%o
est&n Gnivocamente determinados salveo la postmultiplicacidn por una
matriz ortogonal. Sea C tal matriz; por (34) y (38) los vectores
canbnicos correspondientes

las r rafces iguales satisfacen

a
[F= Zre BT

(1) Anderson, T.W., [ 2 ] pégina 277,
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De la misma forma se probarfa; g e _‘;‘/4 F* D

1.6. 2.Los vectores de referencia X e Y tienen una distribucidn con-

junta degenerada (ran ¥ < p+q)

Si ranZ < p+q no puede evaluarse en forma general la in-
fluencia de esta hipbtesis en el rango de =,. pero sf en el de las ma-
trices Zu Y 2. ya que alguna de ellas serf singular vy por tanto
no existen las correlaciones y vectores canbnicos en el sentido que
hasta aqul se ha dado.

EhGT Khatr‘i(]) ha desarrollado un procedimiento de obtencidn
de las correlaciones canbnicas en distribuciones degeneradas en base
al concepto de inversa generalizada de una matriz(z). Si 2 es singu-
lar y Z- es la g-inversa de 2 las correlaciones canbnicas entre X

e Y vienen dadas por las soluciones en A de la ecuacidn

Wp [ZofiZas*2] = o0
= wp LZuZrz,-42] =0

(1) C.G. Khatri [ 27 | pag. 465-471.

(2) Si A es una matriz de orden mx b : rg A=k min (u,u) se dice
que Afes la inversa generalizada de A si 1) AATA = A
2) A AA = A" 3) (A= {AR)4) (AYA) = AT Aja este tipo de inversa
aunque no existe unidad en la terminologfa, en la Gltima referencia
bibliogréfica que hemos podido consultar, Green P, [ 16 ] p&g. 330
se | e denomina Mcore-Penrose inversa, Otro tipo de inversa ge-
neralizada es la propuesta por Rao, R, [ 41] p8g. 16; que suele
denotarse A~ ., A esta matriz se le denomina g-inversa y su rela-
cidn con A es: A ATA = A, En general A no es (nica pero A" sf,
El chlculo de Z+ puede obtenerse en base a su matriz unificndowa:
Si F es: FFZyF=Ip ; Zy= FIFTF)*FT
cumple las condiciones 1,2,3 y 4 de Moore-Penrose inversa.
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en donde TV'P A = Suma de los mencres principales de orden 2®

en A }ost- ran 2y =
=

Igualmente se demuestra aue hay {P-t) correlaciones canb-

nicas iguales a 1 siendo \[ el rango de

)
Z_u = ZL Z-a_:, Z;,, = Zn - Zu, zt Zu
Si la distribucidn no es degenerada >t= -:J y

—I;P [le 2‘:'_-1'.t Zu' AZZL\] = l zsz ZZ.': Zz;'/(zz‘,l =0

cuyas rafces son el cuadrado de las correlaciones canbnicas.
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1. 7. La interpretacidn en el modelo canbnico

Una de las principales crfticas que ha tenido el modelo candnico
es la dificultad de interpretacién de los vectores candnicos , En

(1) (2)

tal sentido se manifiesta Kendall M, G, , LLebart et Fenelon' ,
Coo]ey(B) y otros autores, Este problema inherente en varias de
las técnicas del anélisis multivariante ha tenido adecuado tratamien
to en los modelos de Componentes Principales vy Anélisis Factorial
desarroll&ndose un elevado nlmero de procedimientos que permiten
esclarecer el significado de las variables resultantes del anélisis
efectuado; citaremos por ser los més conocidos los métodos "Vari-
max!!, "Oblimax!", "Quartimax!", "Quartimin', Todos ellos permiten
obtener una nueva estructura de coeficientes que ponga de manifies-
to las dependencias existentes entre las variables iniciales y las -
nuevas, En sfntesis estos procedimientos son transformaciones tanto
ortogonales como oblicuas que no desvirtuan el objetivo del anélisis

y ponen de manifiesto dependencias que pudieran no ser detectables

en una primera etapa,

Por lo que respecta al modelo candnico este tipo de anélisis se-
cundario ha sido totalmente relegado, (nicamente hemos encontrado
an la literatura sobre el tema dos referencias a este problema y una

de ellas referida a un caso restringido del modelo canbnico como es

(1) Kendall, M. G, [ 26] pag. 305. Destaca la importancia desde el
punto de vista tebrico el modelo canbnico unido a su dificultad de
interpretacibn,

(2) Lebart et Fenelon [32] pag. 275. Se manifiesta en el mismo sen-
tido que Kendall afirmando su importancia tebrica,

(3) Cooley W, [ 8 ] pég. 185, Sefiala la dificultad de interpretacién
de las variables candnicas proponiendo en lugar de utilizar el ané-
lisis canbnico en el anélisis de datos las siguientes procedimientos:
- Andlisis factorial conjunto de X e Y.

- Anélisis factorial por separado de cada grupo y tomar como vecto

res de referencia los factores obtenidos.
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el anflisis de varianza multivariante.

. . 1
En un trabajo de Cliff, N, y Krus, J, { )se plantea un proced]
miento para obtener una nueva estructura de coeficientes de los

vectores candnicos que permita identificarlos,

En sfntesis este método consiste en hallar una transformacibn
ortogonal comlin de los coeficientes de tales vectores que de acuer
do a un determinado criterio dé& lugar a cierto contraste en las co-
lumnas de las matrices que contiznen los nuevos coeficientes y que
se conserven en cierta medida las principales propiedades del mode-

lo candnico.

. T
Si M= L. X J L\ru’
v = I‘tth 4 Mv'n,
sonlas r parelas de variables canbnicas asociadas a las r elemen-
tos ho nulos de P, se trata de hallar las variables
T
z‘r- TL X T
- TH" * o o TTEL
Z; F 4 (86)

de forma que las matrices TL' y T M7 presenten en sus filas

(2)

contraste entre sus elementos 5

Las r parejas de variables canbnicas ( m,o- } poseen una
matriz de correlaciones de la forma;
Zur =| i
[T S e e e o
P 1 I,
en donde f es una matriz diagonal cuyos elementos no nulos soh

los correspondientes a la matriz P de (4).

(1) cliff, N. y Krus, J. [ 7 ] péa. 35-43,

{2) Algunos de los coeficientes serén elementos prdkimos a cero
mientras que otros tendrén valores elevados.
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No ocurre lo mismo con la matriz de correlaciones de los vegt:
res &, vy <2z siendo &sta
=
Zrmeat e e
Z| ZL: .
: (87)

s AR

TR T iz di ;
El bloque v en general no es una matriz diagonal ;
no obstante las variables transformadas 2z, ,Z, poseen una im-

portante propiedad como es la conservacidon de la suma de las

correlaciones candnicas,

En efecto, si denominamos R a la matriz:

Re TP T

P es la matriz diagonalizada de R siendo T la matriz ortogo-

nal de vectores asociados de R

ifagonalizacibn es que se con-

de las propiedades dz la ¢

Una ds
(1) .
serva el rango y la traza , luego la suma de correlaciones ca-

nbnicas permanece constante,

T
ik 75 0 rango TPT =prangP =

=
(1) rang TPT =pang R ; como
rang R
A T
tr TRT =tr PT T=tr P
Veése Fz. Trocbniz [13] p&g. 1. 16, 23.

= tr R,
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Como conclusidn, el procedimiento produce incorrelacibén den~
tro de cada vector de variables pero no incorrelacién entre las

parejas de componentes de cada vector con distinto ordinal,

A nuestro juicio este segundo resultado no desvirt@ia el objetivo
perseguido por el modelo canbnico por lo cual la interpretacidn

que en base a &l se obtenga es valida.

Hasta aqufl no se ha hecho referencia a la forma de determinar
T. Cualquier procedimiento que persiga un contraste entre los -
coeficientes es valido con tal que la transformacidn sea ortogonal,
en este sentido no vemos ningln inconveniente a la utilizacidn
de los procedimientos de rotacidn ortogonal del Anélisis Factorial
en las dos matrices de coeficientes de las variables candnicas con-
sideradas en conjunto, Esta (ltima cuestidn es importante ya que
una rotacidn ortogonal por separado dar8 lugar a dos matrices T
y T’ éin ninguna propiedad en relacidn a las correlaciones candni_

cas de la matriz TRT™

Entre los procedimientos de obtencidn de T citaremos:

(1)

a) Varimax

Consiste en obtener la matriz de transformacidn T de forma

que sus coeficientes hagan méxima la funcibn

= L3> -1 S )2
Y = P tIJ‘ pt .:r(a' t:])
b) Quartimax

En este procedimiento la matriz de iransformacidn T se determina
haciendo méxima la funcibn:
‘ > oo (3 ¢ P 23
V=1 > ti; - (£ e 2o s

p L 3 . 4 v

(1) Harman, H. [17] p&g. 283 y 290.
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1. 8. Distribucibén de los vectores canbnicos poblacionales ,

Sea (xX'y') e Nrﬁ (m, =)

. . . . e
Las distribuciones de los vectores canbnicos p:fx y o=M Y
pueden obtenerse por transformacibén |Ineal de las componentes

marginales X e VY,

- . - - 1
Las distribuciones marginales de X e Y son normales (1) de pa-

rémetros :
xe Np (=) Za]
: = (W) = "
4y e N‘](Uh 2—1:) . 'm) d Z Zn 2Zu

Las transformaciones lineales de variables normales también son

(2)

normales

Estas dos propiedades permiten obtener las funciones de densidad

de u. y v,
o
e T b
(u) = * = — Q. z
() Iz = ()
(ot [MZ M (o)
*(a)- c 2 2

\
() || zan) : T ) 2

—(genl {em)

Si suponemos que (X Y ) es de vector de mediosW = 0 |as

distribuciones de los vectores canbnicos son normales reducidas.

(1) La prueba puede verse en Fz. Trocbniz, A. [13 ] p&ag. 29, 4,
utilizando el teorema de Unicidad e Inversidn.
(2) Igualmente para la prueba de esta afirmacidn nos remitiremos a

~z. Trocbniz, A, [13] pag. 29,5,



CAPITULO II: Los modelos canbnicos parciales., Dos posibles

extensiones.
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2. 1. Introduccibn

1) Bajo el nombre genérico de modelos candnicos parciales
incluiremos un conjunto de generalizaciones al modelo desarrolla
do por Hotelling“) que extienden los conceptos de correlacibén
parcial, biparcial, y otros de la regresidén mGltiple a vectores

de variables,

El estudio de estos modelos es relativamente reciente; hare-
mos una breve referencia cronolbgica. El primer trabajo en esta
IThea ha sido el realizado por Réo( Z)R. B. Este autor, en 1569, ob-
tiene las correlaciones entre dos vectores de:varlables -

cuando se ha eliminado la influencia |lineal de un tercero denominan-

dolos correlaciones canbnicas parciales.

En 1976 Timm, N. vy Carlson, J. (3) presentan dos variacio-
nes sobre el modelo de Rao, R. B. que denominan modelos parte vy
biparcial. El primero de ellos se refiere al caso en que el tercer
vector de variables sea incorrelado con alguno de los dos primeros;
a las correlaciones canbnicas derivadas de este modelo las denomi-
nan correlaciones candnicas parte, E| segundo modelo presenta un
caso més general que el desarrollado por Rao, R, B.; en &l se con-
sidera la correlacibdn entre dos vectores cuando se ha elimninado la
influencia lineal sobre ellos de otros dos;a los coeficientes de corre
lacidbn asf obtenidos los denominan coeficientes de correlacién cand-

nica biparciales.

(1) Hotelling, H. [ 22] p&g. 129-142.
(2) Rao, R.B. [42] pég. 211-219,
(3) Timm, N, y Carison, J. [48 ] pég.
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(Lﬂa Gitima aportacibén en este campo es |la debida a Sik - Yum -
Lee (1978). Este autor propone dos nuevos modelos a los que de-
nomina GT v G2 . El modelo G' constituye una generalizacibn tan-
to del de Rao como de los de Timm y Carlson, En &| establece una
cadena de posibles dependencias entre cinco vectores de variables
obteniendo las correlaciones entre dos de ellos cuando se ha elimi-
nado la influencia lineal de los otros. El modelo (32 supone una ge-
narallizacibn de Gl ;

Dividiremos este capfltulo en dos partes: |l.a primera de ellas
estaré dedicada a |la exposicidon de los trabajos de Rao, Timmy -
Carlson v Sik=Yum-Lee, haciendo mencidn de como unos --
generalizan a los otros. En dicha exposicibén realizaremos una se
rie de modificaciones de los artfculos originales en orden a seguir
la misma Ifnea metodolbgica adoptada en el capftulo |, es decir, no
se obtendrén las correlaciones y vectores canbdnicos analizados en
cada caso optimizando una funcibén, sino que se probaré la existen-
cla de dichas variables en base a la descomposicibn singular de una
matriz adecuada a cada uno de los modelos a analizar; dicha descom

posicidbn singular conduciré a las ecuaciones que permiten obtener

las correlaciones y vectores candnicos.

La segunda parte estara dedicada al desarrollo de dos modelos
candnicos parciales originales que generallzan a (E‘v2 y por tanto a
todos los anteriores. Dichos modelos han sido obtenidos por un pro
cedimiento inductivo y les hemos denominado modelos candnicos par
ciales circular vy lineal en base a la estructura del grafo de
dependencias entre vectores que en ellos se suponen . En notacién
abreviada nos referiremos a ellos denominéndoles C(2n+1) v L(2n+1)

siendo n un nGmero natural,

(1) Sik-Yum-Lee, [47 ] p&g.s27-431.
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Probaremos en esta segunda parte que C(2n+ 1) coincide con
L(2n+1) sin=1, 6 2 obteniéndose en estos casos los modelos
de Rao y Gz. Paran=3,4,.,. C(2n+1) y L(2n+1) presentan es-

tructuras de dependencia diferentes,

Con la notacibn aquf adoptada nos referiremos al modelo de
Rao como L.(3) o bien C(3). Igualmente el modelo Gz seré deno-

minado L (5) o C(5).

En la exposicidn de los métodos que contiene este capftulo ha
remos frecuente uso de la  regresién entre dos vectores de

variables, por lo cual comenzamos exponiendo el sentido que damos

a este concepto.

Si X e Y son dos vectores de variables aleatorias definidas
conjuntamente de dimensiones p y q,de par&metros (0,2 ) deno-
minaremos modelo de regresibn lineal mGlitiple, multi‘zariante del

vector Y sobre el vector X al sistema de ecuaciones:

(j-:. Ax+E (1)

en donde la matriz A recoge en sus filas los coeficientes de las

regresiones mlltiples de cada componente de Y sobre X,

Dichas filas de coeficientes pueden obtenerse haciendo mfnimas

las funciones
2 )
E (9:- aix) r=1a.... g

- ; " . 1
siendo los elementos de Qi que hacen mfnima la anterior expresiérg

(1) Fz. de Trocbéniz, A. [ 12] cap. 16. 3.
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i .
a:ri: (/(94‘:,1'..--- /(pri,p) Zn Aw iq_ (2)

en donde Z.. y/(9+i,1..-/(‘,..'_.gson la matriz de covarlanzas de
las componentes del vector X,y las covarianzas de |a compo-

nente. yucon todas las componentes del vector X ,

Si particionamos 2_. en base a las dimensiones de X e Y

Z _ Z Z?.

i 3

‘ Zi Zz ( )

t eniendo en cuenta (2) y el sentido que hemos dado a la matriz

A é&sta puede expresarse en términos de (3):
Z -1
A= u L (4)

Designaremos VY ¥ al vector de estimaciones lineales m.c. de Y

por el vector X,

gy*= Ax = Z.u ;l-‘)(

Ex= 3'3“3‘ Z:n Z;-n‘x (5)

Otra cuestidn a tener en cuenta en el desarrollo de este capftulo
es el significado del vector residuo aleatorior , Siguiendo a Rao
(1)

=RaE dicho residuo muestra al vector Y despubfis que se ha elimi

nado la influencia real del vector X,

Si se considera la regresidn de X sobre Y se probarfa de

forma anéloga que:
B= 24 Z[.-l
X*: le Zi‘llé )' EX= = Zn_ ;—:‘a‘.

Hechas estas precisiones pasamos a exponer los modelos canb-

nicos parciales.,

(1) Rao, R.B. [42] pag. 213.
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2. 2, Modelos parciales

Siguiendo la pauta sefialada en la introduccibn expondremos
en esta seccibn los modelos canbdnicos que han sido denominados
por sus autores: parcial, parte, biparcial, G' Y GZ' En todos -
ellos nos ha parecido conveniente sefialar las posibles dependen--
cias entre los diferentes vectores de variables a través de un gra-
fo, evitando asf una .extensa descripcidn que por otra parte no _
tendrfa la claridad del grafo. En los primeros modelos -
qua expondremos dicho grafo parece innecesario debido a que las
relaciones entre vectores de variables que en ellos se suponen son

muy simples, no obstante permite obtener una representacibn visual

de cbmo unos modelos generalizan a otros.

2.2, 1. Modelo parcial - C(3) - H(3).

La publicacién en 1969 de | artfculo "Partial canonical corre-
jations!! debido a Rao, R. B. (1) abre un nuevo campo de desarrollo
del| anélisis canbnico., En dicho artfculo su autor extiende el concep-
to de correlacidn parcial entre dos componentes de un vector de tres

variables aleatorias al de correlacibdn candnica parcial entre dos vec-

tores. de variables de un supervector de tres vectores.

Expondremos dicho modelo con las modificaciones sefialadas

en la introduccidn.

T 2 .
Sean ( X, x;r) X3 ) tres vectores de variables aleatorias
definidas conjuntamente con parémetros (9, 2. ) y de dimensiones

n],nz,n3,;nl\< n,

(1) Rao, R.B, [42] p&g. 211-219,
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La matriz de covarianzas de ( XT,X{,X-:) particionada seqglin las

dimensiones de 1os vectores X xz,x es:

1’ 3

Zit Zin 2,
Z= 24 232 P
2-31 Z_JL z-u

Consideremos que el vector ><3 influye sobre X' y Xz. Estas

dependencias las expresaremos seg(in el siguiente grafo:

G-1

La matriz de covarianzas entre los vectores )(I y XZ depués

de eliminar las influencias |lineales de X3 en ambos vectores viene
dada por la expresibn

Zl“‘i Z?.; Z.’Z-Z]Z, :Z;—Z, :;;Zu (7)
Z.g = S I e m e

I
Z'-“Z‘u'l Z;.-Zn Z‘;E_“! Eu‘fzi ;;zu

Suponemos que el rango de Zi2.3 es <0,

Se denominan vectores candnicos parciales entre los vectores

X‘ y Xz a los vectores U, V/:

u= L' £
AT = MTEIS (8)
(1) Si A3z ZnTtxa E (x-x?)(xx)7= 2= 213 253 2
A= T 30 E () 0eX)T = 2o 513 203 Zae

E (X:xﬂ L"i'x?-r"' 222 P Zse



67

en donde;
= |
X\ - Z[; 2_:35 X3

Sla 2 X- X,*

I

E13 s Xo- XT

1]

cuya matriz de covarianzas es de la forma:

1. 2. (4), Suv = In: P (9)

siendo P una matriz can la estructura 1, 2. (5).

l.a nota (1) de la p&gina 66 prueba que |la matriz de covarianzas
entre E£,3 v £, es la matriz (7). Esto permite trasladar el problema
de obtener |los vectores canbnicos parciales entre dos vectores de

variables X, y X_ al de obtener los vectores canbnicos entre sus

1 2
residiios, Formularemos esta cuestidon de la siguiente forma: Dados
dos vectores de variables que en este caso son &3y €&y cuya ma-
triz de covarianzas es la expresada en (7) se trata de obtener |os
nuevos vectores canbnicos U vy V con matriz de covarianzas de la

forma (9), lLa descomposicibén singular de una matriz apropiada prueba

la existencia de los vectores U y V con las caracterfsticas seflaladas.
5 Tt Toa Tt :
Sea C= Z2us Z2ns Z2ur Tal como se probd en 1. 3. 2. su des-

composicibn singular conduce a la obtencidén de las matrices L y M de

las transformaciones (8) siendo &stas las soluciones de los sistemas

[ Zia.s Z-;:‘.s Zz:.s“'(IZ|.l] L=o : LTZ-II-?- L= I’h =

[ Zr.: 2-"_13 Zz.s“"(z Zu.s M=o : MTZzuM’Ih; (11)
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T
Cuando L. y M satlsfacen (10) y (11);, n = L e y = MTe,,
tienen Una matriz de covarlanzas de la forma (9) en donde los r
elementos no nulos de la matriz P son las rafces cuadradas con

signo positivo de las soluciones de las ecuaciones determinantes

| Zs 2sts Zaa A 2 |~ 0
l ZQI.'.'. |-|‘3 Z;.; _/(z Z;“I =0

(12)

Los vectores U y V se denominan vectores candnicos par-

ciales de los vectores ><l y ><2 y los r elementos no nulos de P

correlaclones canbnicas parciales entre X v ><2 . Dichas correla-

!

ciones son un fndice de la interdependencia entre los vectores X v

1
Xz cuando se ha eliminado el efecto lineal del vector X3.

2.2.2, E] modelo canbn! co parte,

Uin caso particular del modelo parcial es el denominado

!
por Timm y Carlson (1) modelo candnico parte.

Cuando en el grafo G-1 se supone que ><3 es incorrelado

con alguno de los vectores X1 o Xz |: bien Za=0 o bien 2:1 =0 ]

Ilegamos al modelo canbnico parte que expondremos a continuacibén,

T 3T - .
Sean { X' X X3 ) tres vectores de variables aleatorias

definidas conjuntamente de dimensiones n', n2 vy n n, € n_ vy

3¢ M 2
de par&metros (0,% ) y supongamos que X3 influye linealmente en

%

Xl XQ

N

X3

G-Il

{1) Timm y Carlson [ 48] p&g. 165-174.
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La matriz de covarianzas entre el vector )(' y el vector
Xz después de eliminada la influencla Iineal de >'(3 vendré dada

(1)

por la expresibn

Zus 2u
Zux‘ - 3 2. 3
ZI.S Z;I

(13)

Sea r £ nI el rango de z;,; . Se denominan vectores
canbnicos parte entre los vectores XI y xz a los vectores
) L..TEiB
M . (14)
o= PV X

cuya matriz de covarianzas es de |la forma (9).

-' "/ i
La descomposicién singular de la matriz Z“ﬁ Zisda bermite
probar la existencia de tales vectores deduciéndose segln 1, 3. 2.

que si L. y M son las soluciones da los sistemas

[ZJ.S ;-;.‘ 2:;.3 ”'KIZ;.:] L =0 : er:l.-; L= 0 (1 5)

[Zi.s Zl-sl Zz.; "/(1 Z;] M=o MTZ‘ M=o (16)

T T - - -
U=L&; yVv:M" y tienen una matriz de covarianzas de la forma
(9) en donde los elementos no nulos de la matriz P son la rafz -

con signo positivo en las r soluciones comunes a las ecuaciones

determinantes :

l Zuz.a Z;:l Z;,,_,-Klzn.; l =0

, . (17)
l Zus Zna Z:.:"’( fnl = 0

(1) Veése lanota( L ) de la pag. 66.
En este caso por ser>;, =[0]se tiene <22.3 = Z;,_
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A los vectares (14) se les denomina vectores candnicos parte
entre Xl y Xz yalos r elementos no nulos de P correlaciones ca-
nbnicas parte. Estas correlaciones son una medida de la interdependen
cia existente entre X, vy Xz cuando en Xl se ha eliminado la influen-

!

cia lineal de X3.

2,.2.3, Modelo biparcial

Este modelo canbnico desarrollado tambi&n por Timm y Carl-
son hace referencia a un caso més general que el modelo parcial de
Rao, R.B. En &l se supone que los vectores que influyen sobre ><1 %
Xz son diferentes,

Sean ( X.";Xi,', X&", xJ ) vectores de variables aleatorias dis-

tribuidas conjuntamente de dimensiones nl, nz, N,y n4: nI < n, v de
par&metros (0 Z ) y supongamos que X3 influye en ><t y ><4 en Xz
A
X1 s

G-I111
La matriz de covarianzas particionada en base a |as dimensiones

de tales vectores de variables |la expresaremos :

(5,2, 5, 5]
S 2| Z 2 Zu 2 (18)
T 2 2 Zuk
2:1 Z;" Z:'l! Z"*

-

-4

LLa matriz de covarianzas entre X] y ><2 después de eliminar

las influencias lineales expresadas en G-IIl vendré& dada por:
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*

ZI‘I.S le

N
SR S (19)

(1)

p 35 taut
en donde los elementos Zu.s " yZa.q adoptan las siguientes formas

ZII-S = E. E\} E';l' = ZII" ZIS Z;-ll z;. = Zli.‘j
Z]_z,; = E EIH E::o = 231- = z..z,k 2:-..: Z-‘-l& = ZZZ.H.
Zl: =) E Eu EJ. Za‘ Zs :-; Zu" thc h.': Zu;"’ Z) ;{ ZH ':‘: Zlﬂ-

11

¥
Sear £ n, el rango de Zn . Se denominan vectores cand-
nicos biparciales a los obtenidos a través de la transformacibén
T
M= L SIS
= PMTE (20)

cuya matriz de covarianzas es de la forma (9),
L}
I -4 * -
En este caso la descomposicidn singular de .3 Zi» Za1u
prueba la existencia de los vectores (20) con las caracterfsticas
indicadas,siendo L y M las soluciones de |los sistemas:

[Z-‘: ZJ.:H 217-&12n.11 L=0 : L'Zus L= In,
(21)

[ 2-:! |-|.‘3 Z:'/{&Z:u_n] M=o - Mon.qm=Im,

y los elementos no nulos de P las rafces cuadradas con signo po-
sitivo de las soluciones de las ecuaciones determinantes derivadas
de los sistemas (21) ., A dichos elementos no nulos Timm y Carlson
los denominan correlaciones canbnicas biparciales y son una medida
de las interrelaciones existentes entre los vectores X' y ><2 cuando

V K.

se han eliminado las influencias lineales de ><3 4

(1) Estas expresiones pueden obtenerse teniendo en cuenta que:
-\
Evz = X~ =i Z;.\ X3
- x |
2y T Xy- Zau Zaw Xy
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Este modelo constituye un caso més general que los que has-

3V )(4 esté

incorrelado con X' o ><2 se obtiene el modelo canbnico parte,

ta aqufl se han presentado, Si alguno de los vectores X

Si X3 coincide con Xa el resultado es el mode lo candbnico

parcial .

2.2.4, Modelo canbnlico G

Un nuevo avance en este campo de los modelos candnicos
parciales lo da Sik - Yum - L.ee“). Este autor en la parte co-
rrespondiente a notas y comentarios de |la revista Psychometrika
correspondiente al mes de Septiembre de 1978 desarrolla dos mo-
delos que generalizan todos los resultados expuestos hasta este

punto, Dedicaremos este apartado a estudiar el que su autor a

denominado GI'

- f . 1]
Sean (erirxir x| xg ) vectores de variables aleatorias de-

finidas conjuntamente de dimensiones nI, nz, n3, n4 y ns: n] < n2

y sean (0, 2 ) sus parametros,

Denotaremos 2 = [Z}] i,J¥1-- 5 |a matriz de covarianzas

particionada en base a |las dimensiones de los cinco vectores,

Consideremos las dependencias sefialadas en el grafo ad-
junto

X
/V
Ky

S

G-IV

(1) Sik - Yum- Lee [ 47] pég. 427-431,
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Si se eliminan las influencias |ineales sobre >(| y Xz de

los vectores sefilalados en G-IV |a matriz de covarianzas resul-

tante ser8 expresada

- e
= =z 33)
&y, Eazs " 2
2N 22

en donde

th:’é: Z-‘l‘l.s - ZN.‘J |.|-ql Z-uua (24)
Z:-;*‘: Zn.'s = Zq.s.s ;‘5 Zs.z.s (25)

Z:“: Zl.:'Zu.: Zu—u‘ Zu:.a - Zts.: ;; le-l + (26)
* Dy P Zus Z;; Zsa..'s

Las expresiones (24), (25) y (26) han sldo obtenidas en base
a la realizacibn de un conjunto de regresiones que permiten elimi-
nar en X, y Xz las influencias de las dependencias admitidas., Ex-

1
pondremos a continuacibén el procedimiento para llegar a ellas.

. _ ) .
Si X3 = Z-u Zga X3 J Evz = X - Z) Zu‘xs.

la regresidn de &3 sobre )(4 vendré dada por
-1
- |
(5) 5'73: E (&3 x3)- [E X...X::] Xy = Z-p.._-; qu Xy

siendo el residuo de dicha regresién

=1
iy = &Es- Zu.s yu Xy (27)

1
De la misma forma si x¥= Zas Zss Xy o Ea= X2 Z;,'xl

la regresidn de £,,4 sobre X_ da lugar a :

5
— i - '
(5) - E (& x§) LE (xsx;-’)‘] Xg = Za.s.\ ss Xsg
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con lo cual

136 = Eua— Zas.s ;I‘x*' (28)

Las expresiones (27) v (28) muestran los vectores X, vy

><2 desprovistos de las Influenclas IIneales supuestas en G-IV,

Ambas nos permiten llegar a (24), (25) y (26).

Zu**:' E (&3~ Zua 2w ) (Eu' Zins Zuw Xy )T
= Zu.: = Zu.: Zu:l Zul,g que prueba (24)

¥ )
11 = B (&us- 2ess Zagxp)( &y - bW I XI)T

2ar.3- Suna Zie Zia.n que prueba (25)

%
12

E (En—Z.-.., Z:.: Xq) (E:. | 'ZJ JZ;; x:)Tﬂ th.a - le.': .:s Zsu

= 2w 2:-‘." le.s+ Zu.l z-l:-: qu z;; Zs:.s que prueba (26)

Una vez obtenida |a matriz covarianzas entre ><I y Xz
sin sus influencias |lineales en cada caso el proceso es similar al

seguido en los modelos anteriores,

* ¥

Sear ‘< n, el rango de =,

1

Se denominan vectores canbnicos G' a los obtenidos a tra-

vés de la siguiente transformacibn:

M= L™ i3y
v = M Eus (29)
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cuya matriz de covarianzas es de la forma (9).

_ La matriz cuya descomposicibén singular prueba la existencia

de las variables (29) es en este caso
'
=Y e ws_Y
e e (30)

siendo L y M soluciones de sistemas anélogos a4 los expuestos en
modelos anteriores sin mis que sustituir las particiones de la ma

triz de covarianzas por (24), (25) y (26).

Se denominan correlaciones canbnicas GI entre X‘ y Xz
ala r de elementos no nulos de |la matriz P obtenidos en forma

anéloga a como se indicd con anterioridad.

Destacaremos como G, generaliza a todos |los modelos par-

1
ciales que se han expuesto hasta este momento:

Cuando Xa es incorrelado con X, (Z,=[0]) yXslo es con Xz

(25, =[07) el modelo que se obtiene es el parcial de Rao.

y X, (Zy=[0]A2,=[0]) el

Si ><3 esté incorrelado con X'

modelo resultante es el biparcial.

2

2.2.5. Modelo G2 - L{5) - c(5) -

Finalmente dentro de este conjunto de modelos parciales
expondremos el modelo candnico (':32 debido también a Sik - Yum -

Lee. Las caracterfsticas de los vectores de variables que en &l in-
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tervienen son iguales que en G! y la estructura de dependencias

entre vectores viene dada a través del siguiente grafo

X, X,

”\/'xs

X3
G-V

Anélogamente a los casos anterlores se pretende hallar las
correlaciones canbnicas entre Xl Y Xz cuando en estos vectores

se han eliminado las influencias |ineales supuestas en G=V

Sefialaremos el procedimiento de eliminar tales influencias

en los vectores anteriores,

a) Eliminacidn de efectos |Ineales en X’.

»* =]
Sea Xy = 24y 2as X S Y xH'Zq; Z;_slx:l

- B
xt= 2 Zu X3 PEs =X ZaZinXs,

El error de la regresibn de £;,; sobre £53 presenta al

vector X' desprovisto de |las influencias de X3 y ><4

. =)
Eax= E €38) EE £y Eu'l] Euz= Ziya w3 Eya

En'.m = &Ei3 - Zm.s Z-q:.‘g Ega, (31)

b) Eliminacién de efectos lineales en ><2
-} -
Sea xs‘ = ZS; Z‘sa X3 Es3= xs- Zss ‘3‘ X3

. -1
y xT= 2 Z;,'x; r &= X&‘Za 33 Xy
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de |la misma forma el error de regresibén de &ig sobre &ss
presenta al vector Xz desprovisto de las influencias |i-

neales de ><3 y >(5

Eh= El(&es Esa)[E (Esa E;;)] E 3= Zasa SSIESJ

Eas= Eap— Zzs.; Z;s\.s E.sa, (32)

Las expresiones (31) y (32) permiten obtener la matriz de co-

varianzas entre £V £,,4

ZI“! Z:“ (33)
Zfﬂll,fz.ﬁ: Z”* "’

(1)

en donde

ZII‘*‘Z E(Ersu E;‘:;H)‘-‘ E— (El'.! -'Zl':".'a Z:ql,; Elq‘.!) (E\}" ZIH 3 Z;q 1 qu )
E-(Eu El:)— Zu 2 Zaq 3° E— Eusz’ E- (:E (E\‘l Ehan Z.m; Zlu 3

+ 2w Zu:.lg (E Eus Ec;rx) Zq—q!.'. Z-m.'s = || s — Zu 3 lm 1 Zu 3

) 2)
T &4 Zw.1§ul.s+ .2 unzunzunzus n.:| Y ( (34)

Zz_:** E (£235 £138) = E(E,_; Z;;:Zm&‘sa)(fu Zzs?.ZsssEss)
= E(Es &1) - 2iss Z;;; E( Ess-&ﬁ)~[E (& Ezs] ZSS: Zszs
+ 2—1‘5.3 Z;:‘.;[E (851 E;;)] Z;;.‘- Zsz.s. = ZZ,S ZS! ZSS-S 2-53-3

|
- Zs; Zssf!:_ 3*2&3 553 sss? 553 L523= Zaz..a.s (35)

(1) La notacién % » % podré ser sustituida por C(5) o L (5) seglin se
justificaré en los apartados siguientes,
(2) La notacibn Zp.am Y Siguientes , viene justificada por la adoptadaen (7)
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Z-:**; E (Sa-ZwasZas Eus) (Eu“‘ Zzs.sz;;-! EM)T

]

E (£:E8)- Zws Zud -;[E (Euws ELL) ] [E[grs Es:ﬂ 5512-51.!
# Zwa ZH;‘.s[E(EHIEg‘J)]Z—u: Zs,_, = 2y~ Z-w.s 2‘:;4 Ztn.:
Ziea 55 s Zsz i m.;z‘q'.s Zi.s 2—“.1 Z—s-z.a (36)

e
Sea r £ n' el rango de Za, . Se denominan vectores

canbnicos Gz a los transformados:

M= LT £13y

Ay = MTEL35 (37)

cuya matriz de covarianzas es de la forma sefialada en (9).

La descomposicibn singular de:

- /{. *xw -V
\'l 3.4 Z .2.;,3.; {38)

prueba la existencia de tales vectores pudiéndose obtener I. y M
sin més que sustituir en cualquiera de los sistemas de los modelos
anteriores las particiones de sus matrices de covarianzas por las

de (33).

Los determinantes de dichos sistemas conducen al célculo
de los r elementos no nulos de la matriz P como se expuso en

los anteriores apartados.

Se denominan correlaciones candnicas G 2 entre Xl v XZ a
los elementos no nulos de P , Dichas correlaciones muestran el
grado de interdependencia entre los vectores Xl y ><2 desprovis-~

tos de las influencias lineales supuestas en G-V,
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Justificaremos cémo G2 generaliza a todos los modelos anterio-

res, Sli ><4 es incorrelado con X', y Xs

sultante es Gl' Como en 2. 2. 4, se puso de manifiesto que G' inclufa

es el modelo més general

lo es con ><2 el modelo re-

los modelos parte, parcial y biparcial; G2

de los estudiados hasta este punto incluyendo como casos particula--

res a todos los ya mencionados.
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2,3, Dos generalizaciones en los modelos canbnicos parciales,

Todos los modelos canbnicos englobados bajo el epfgrafe co-
mln de '"|parciales! y que han sido expuestos en 2, 2. tienen la -
caracterfstica comlin de ser modelos candnicos entre vectores de
variables depurados de las influencias lineales de ptros. No ca-
be duda de que este tipo de modelos no se agota en el més general
de los estudiados que ha sido Gz;. Otro tipo de influenclas pueden

ser admitidas en ><| y X_ siendo posible su eliminacién por un pro-

2
cedimiento similar al expuesto en 2. 2. 5.

En este apartado estudiaremos dos nuevos modelos candnicos
parrc:lales que serdn denominados extensibén |lnheal y circulap -
del modelo de Rao R, B, Adoptaremos previamente |las siguientes

definiciones :

Diremos que un modelo candnico parcial es |a extensibn -
lineal del modelo de Rao, R.B. cuando la estructura de dependen
cia entre los vectores de variables que lo integran es de |la forma

seffalada en G=VI,

Similarmente, diremos que un modelo canbnico es |a exten-
sidn circular del modelo de Rao, R, B. si las dependencias entre

vectores de variables son de la forma indicada en G=V/II,
A los modelos canbnicos parciales derivados de G-VI y G=VII

los denominaremos L (2n+1) y C(2n+1) respectivamente, en donde

n es un nmero natural,

Las definiciones anteriores nos permiten realizar las siguien-
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tes afirmaciones:

1.- Sin=1 tanto L(3) como C(3) coinciden con el modelo canbnico

parcial de Rao, R, B,

2. - Si n=2, L(5) también coincide con C(5) siendo ambos el modelo

G2 de Sik - Yum - l-ee,

3.-Sin>2. Los modelos L(2(n+1) y C(2n+1) son diferentes ya q ue
lo son sus grafos asociados. Ademés |_{2n+1) es un caso parti-

cular de C(2n+1).

Distinguiremos en estaseccibn dos apartados adesarrollar, el primero
de ellos estaré dedicado a la exposicidn de los modelos |_(7) y C(7);
el segundo contendré una generalizacibn de los resultados obteni-
dos para cualguier n ¢lMlL En esta generalizacién se aplicaré el mé-
todo inductivo,tomando cemo base los modelos (3), u/5)y L(7?) y por

otra parte C(3), C(5) y d{7).

2.3.1. Modelos candnicas parciales L(7) y C(7)

Sefialada la diferencia entre estos dos modelos expondremos
en primer lugar el modelo L.(7) y a continuacibén su caso més general

c(7).

En ambos consideraremos un conjunto de siete vectores de
- - T T b I . e s
variables aleatorias (&7 X7 X3 XJ X5 X¢ X3 ) definidas conjuntamen-

te de dimensiones nl,nz,na,na,ns,n6 yn,: n, < n, v de paréme--

' ~
tros (0, = )

Denotaremos Z:Ef-{_l 'lj=‘ﬂ---'¥ a la matriz de covarianzas

particionadas en base a las dimensiones de los vectores considerados,
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2, 3,1,1, Modelo L (7)

Cuando en G-VI n=3 la dependencia entre los siete vec—

tores de variables que intervienen da lugar al siguiente grafo:

Con objeto de obtener ><l ) Xz

tos lineales expuestos en G-VIIl seguiremos las siguientes etapas:

desprovistos de los efec-

1. Eliminacibn de efectos lineales en ><I

a) Ellminacibn de efectos de ><3 sobre xll-

LS )
Xy = an 13X, Sz Xy- Zya Z;;X:

b) Eliminacibén de efectos de X5 en X!

|
Xt = Z, nX ; &a= X\"'Z-nzzxa

c) Eliminacién de efectos de Euzen £

» -1 -1
£|3= Z]q,g z'l-ﬂ.i Eq}) £|3q= EIS‘ ZH.B HYy.3 Eg'g

d) Eliminacibn de efectos de><3 sobre ><6

x:": ZS Z X3 / 53 s X‘ - ng 2:33 Xa

e) Eliminacién de efectos de Sy en Eca

H(®)

E—’-sq = (E Eiay EL) Z;cl.s &) Eiaug =Ty t(an&?)z' &?3 )
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Desarrollando (39)

E EI'I‘! E;r‘

E [En- Z\ulz-u‘lgu's] E;r'l
= Ziea- Zuu:

u-n u;.|= er..‘.'.-‘-l-
que da lugar a

H(%)

Eduy = Say= 2acian chs Eca (40)

2, Eliminacibén de efectos !ineales en ><2

Un razonamiento an&logo al del apartado anterior conduce al

siguiente resultado

H(%)

Eassy = Eaag - Zz-—v.a.s Z;w‘.; E (41)
41

Las expresiones (40) v 41 muestran los vectores ><l i Xz
desprovistos de los efectos |lineales considerados en G-VIII, An-

tes de definir las variables canbnicas entre estos vectores obten-
WY Wiy W)

dremos su matriz de covarianzas particionada u, £ P

HiY) ™ _1 = T
E s 134¢C E":}‘:n.‘ -— E (E\SH" ZIG-S-H ZC‘.‘! EC!)(&H"’ZIG.}H Ec;'t EG!)
= E&auEau- Ziean Zda:ux(E Eas E\";.,)-(E Eisn €N Zces Zelan

+ 1€.3.4 ces[E(&sEca] Gs} GUN (42)

I

E(&a-Ehd) E(Ex-Ziua Zuis Eun ) (E'n = st S )T

ZiA= vy 3 Zuy = Zans 2L aus ¥ Zins Zun ,,ZM Wi

= ZI.S" 23 hu.:Zu;" 1.3, 4. (43)
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sustltuyendo (43) y tenlendo en cuenta el valor del resto de los suman-

dos se obtiene :
H(F
z.._Eg'.“::s Eals T o= Ziess Zas Zasa— 2 ieu 2<63 Zoisa
- -l b
+ Zicau Zc.'c: 2-«.; Zas.a Zss.s.u = Z\.I.H 'Zm.u Zg‘uir.u.u (44)

De la misma forma repitiendoel proceso para Ez23 8%

Hm
Hin) T Hiw) -\
é’.,;; = E Ell!‘l' ELIS‘G ZQI 3.5 = Z?A 35 '“.3 Zu.'z.s (45)

HI%)
Finalmente obtendremos Zn.

Hig)

- W T
n= E

Enve E2353 = E (Emu Z16aM E ces Eca)(fzss 2 :szu_, E—;;)T

B Eny Eie - Znan Zan [E(Eca Ehd]- E [rfnsu E::]Z.ﬂszum
b Eiein 2 Fesa D nen D s, (46)
calculando los sumandos de (46)
E Eay Edss = E (Ex- Zwa Zuihs E'qs)( Exy- 2283 Txgs Ess)

zu] Zmi N‘!.‘- Wz~ ZIS.SZ:S.‘SZSIJ"'ZK} HH-‘!ZOSI 553 ZSZ;
Zun » Zuu Zﬁ Zun Z-u.s ss:Zsz.x (47)

i

E Ecy E;ru = F [Ecs ( En- Zs.a Zss.; Es:ﬂ '—'Z.‘!-l" ch 57 su an 1.% (48)
E Eisy E:) = E [(En "Zm 3Z Y3 E;,,)E'u] Z!IJ 2—1\3 ;;-Z-u:,;rz—ﬂ.a.q (49)

y sustituyendo en esta expresibn los resultados anteriores

Hi%)

Za. = naq*‘Zns Zla+ZnZ«42u;Zss:Zu

"Z:;.:M ;:.}ch.l.s i34 3Zﬂ!"7uu Z‘.:Za zufnzs (50)
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Las expresiones (44), (45) y (50) permiten obtener la matriz

. . W) H(a
de covarianzas entre los residuos Eive Y Ezsy

- H3 1 W3
> = |oigs- 1)
Zl : T
Hiz)
Sea r £ n, el rango de >,, . Se denominan vectores
canbnicos L(7) a las transformadas de E.:(::. Y E e
pe LT s
= M EL:g‘-;- (52)

cuya matriz de covarianzas es de la forma (9).

H3) h Hix Hi3)
La descomposicién singular de He Z‘,ﬂ’* prueba |la exis-

tencia de los vectores candnicos Uy V con tales caracterfsticas

siendo L y M las soluciones de |los sistemas
Higy B HE) H3) )
-
[—Z}x 2 221 — t(zZu] L=0 : |* Zul=o0 (53)

H3Y W WO 3

HEF)
[Z;n :lz_l?."(zz‘j M=o MTZ“M=O (54)

y los elementos no nulos de P las rafces cuadradas con signo posi-

tivo de las ecuaciones determinantes

H(¥) H» ) o

l Zz Z;:. 2;. “'/<22-u I =9

WA w@E) H(x

R )
| Zan v S - K550 | = (55

A dichos elementos no nulos de P les denominaremos correlaciones

canbnicas L[7) entre ><I y><2 siendo éstos una medida de las interre-

laciones existentes entre x] Y xz después de haber eliminado las in-

fluencias lineales supuestos en G-VIII,
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2.3.1.2. Modelo C(7).

Cuando en G-VII n=3 |a dependencia entre los siete vec-

tores de variables que intervienen da lugar al siguiente grafo:

Xq

o

T

X3
G-IX

E| objeto del modelo es obtener las correlaciones y vec-
tores candnicos entre ><I v x2 cuando se han eliminado las influen
clas lineales de los vectores seflalados enh G-1X, Procederemos co-

mo en el modelo anterior,

1. Eliminacidn de efectos lineales en xl.

a) Eliminacibén en x1 del efacto de )(3

X¥= Zs Fai X3 ; En= X~ Z: E-;:: X4
(56)

b) Eliminacibén en x6 del efecto lineal de >%

* =
Xg = anz;;xg, Eey= Xe- 2es Z 33 X3 (57)

/

c) Eliminacidén en &.1 del efecto lineal de &gs

£.,= 2 w3 Loy j Evac= Eia-Zues Zees Ecs (58)
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e)

f)
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Probaremos este resultado. Los coeficientes de |la regresibn

de &£in, sobre &ci. vienen dados por la expresidn:

EY (E_—' EEL ) ( E &3, )-‘£=3

Operando en ella obtenemos:

E (Eea EGT')) = E ( Xe- s Zn Xa) ( Xe-Z ca Z-n X;)T
= Zer. ~ Za3 ZJ-SI Z;s = Z¢-3

por otra parte

= E|3Ez;= E(x\—an{;x;)(&-fuz;lxs)=Z"Zuf Zv. Z&S

con lo cual
Elxs Licadarn Ses cqd

Eliminacibén en X4 del efecto lineal de ><3

Za 33)<3 J Eq's-"xq—z.sz—:)(; (59)

Eliminacién en &us del efecto lineal de &y
* T ol
£8% = E (84 E3) [E £as EL] £es

por un razonamiento anélogo al expuesto en c)

Els= Zuca Zulh £

Eyie= &Eya- Z ue3 ;c‘-'s Eea (60)

Eliminacibén en &,3¢ del efecto lineal de Eyac

E¥%ac = E(&Euas EIas)[E-(ﬁm 5:-:;)]—|Eqac (61)
E(E”‘ E‘I}G’ = E (EI.S == ZS.S Z;-Gdb &1)(&]3'215.32_;’:3 ng)T

Zius - Z-.r..s T:l.s Zu.g = Z:q.a.c (62)
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-
E suscSnae = (E% Zue 32:43 Ess“sus it 3Zc¢-s Ecs)

&= qu} qu.a Zcm Wy = ZHH-S-G (63)

sustituyendo finalmente (62) y (63) en (61);

-“
\36-' quc yy.3.¢ Eq;g

siendo

c(3)

. _ -
ey = _Evic— ae Zuu.z.c Euag
(64)

La expresiébn (64) muestra al vector X, desprovisto de las

influencias lineales contenidas en el grafo G-IX,

2. Ellminacién de efectos lineales en XT'
Seguiremos |las mismas etapas que en el caso anterlor

a) Xi= ZaaZpXy ;i & Xu-Z3,23xy  (65)
b) Xo = Fns 2 X3 ; Eaz= Xg-T33 Tiixs (66)
c) E':3 = Zara Z;l" & , &= E"?-’Z-hlzﬁ-.:fu (67)
d) X3= 25325 Xy ; Esy= Xe-ZemTarxs (68)
e) Es = 2533 1_;3233)' E333:=853-2gus s &3 (69)
f) 5:34 = le.:l-‘-} Z:s.m Essy

<

EJ.:I‘;S: Eﬁl‘# = ZJ.B 1.3 Z £5.33% & 51% (70)
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L.a expreslén (70) muestra el vector X desprovisto de |as In-

fluenclas lineales contenidas en el grafo G- IX,

(3
. s . (40} uy)
Denominaremos a |a matriz de covarianzas entre £i3cy, £33y ¢

Esta matriz particionada en base a las dimensiones de estos

vectores |la denotaremos:

c(3) . e
Sk 2n
2 = c(3) a® (7 ! )

P <P c) 21 Z;z

v 2a Zu

cl¥)

2,

pueden obtenerse teniendo en cuenta (64) y (70):

E Eieu Ecu= E (&3e-Znae Zun, ;.—.E-.gs)(a“ . 157&;:;5«1;)

n

E & £ - Zu‘a.cZ.Z.“s.:[E Eine Em [E&uiuu] w1 Cul36

+ 14.3.¢ Yu.3.c [EE"Z!G E'ﬂc-] H%u L1.3.G (72)

Calcularemos los sumandos de la expresibn (72)

E €12 E;{; = Zn.s"z—u.-:'- ;4 Z:l.s ’Z-u.a.c

(73)
E Eyx E:;(. = Z.m.s- Zur..} 2-;.3 Zz.; = Zul.a.c

y sustituyendo este resultado en el segundo sumando de (72) obtene-
mos :

ZH.?..G Z:l‘.a.c Z«. .

(74)

E &1 EI‘.\; = ZQ.B— Zlc.‘s ZZ‘; Z;H.B. = Zm._g_;

que sustituido en el tercer sumando de (72) da lugar a :

D i Lm 3% Zn 3.6 (75)
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finalmente:

E Eq‘;g E:-;,G = Zm.z "2:5.3 2::.; = ‘-l 3. (76)

resultado que sustituido en el cuarto sumando de (72) da lugar a:

Zq.z.c Zuu 3.c ZNHG

(77)

Llevando (73), (74), (75) y (77) a (72)

(i)

Zl: ZI-'&.T—‘ZH.!.C HH!GZ!!G Z-HSGZHIG kllt*?klﬁ?m,;_;?r.;

2—;\.@.; - Z-H-L?.C 2‘:_‘4‘-3-‘ Z:\l.l.c -":Z“ %.6.4

(78)
L.a simetrfa de G-IX permite escribir
c(+)
=
Z:?. "Z‘JZ_I.'«! - ZS‘.HI' Z’as 3.3 Zz 13 = z—u 3.1.5. (79)
C(3)
Por Gltimo calcularemos Z,-‘,‘
c(®)
- @3 T o
Z;. = E Eiaey- 82.154 =

. T
E ( Eui!s = Zu.:.c. ul:.'.t.s Eq'u) {E'l 13 Z.s.n- ?mu- Es.h)

]

E & Ezn - (EEn: 5531]

s:l} 5233 T Ziuic HHIGE

[EE..;:. Ezﬂ-:] ZQJLZ [élaugmﬂz;-m?;nﬂ (80)

Detallaremos el célculo de cada uno de los cuatro sumandos de (so)
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E £ 51.54 = E ( Enr- Zr..x Z_G—c‘.s Ec:'.) (Eu" 2‘!1.3 11;&))1
= Zus- ZIG-) r.r..a Z-oa: Zn.: :'u Z_M

+ Zies Zeca Zens Zyna Zaas (s1)
L 2 I
Egic 539 = E(E€ia- Ziea Zces &2 ) Ear - Zsss Zans Em)
as . Wt Z-'.;; '1‘:1‘-1 Z‘#B.S - Z—I‘.l ZG:J 206.1
+ Zica ;s.s Zr.‘{-.s u: 2153 (82)

—

E&us&iv =E (Ewx- Zues 26;;5;3“5:1 n 32:;;3 Eay )
= Z::..'s - Zac.‘s Zc—s‘l ZG?.S - Z‘ﬂ.s ';:1‘.1 Z-‘n.h

¥ Taeadce ZcuaZnaZus (83)

E Suc Sy = E(&a-2Zue BZGc. 3&:3)[553 2543243 843)
= Zug,g— Z‘lc.l Zc.; ch_v. - Z‘HJ Z'u.: Zmzs

o ) (84)
+ st.& ch.a ZC‘-M Z-'-l-'-t.: Z'J-s.s

(81) puede expresarse abreviadamente

Zare+Zizsrt Z:ea Zéla 613 2.;3 Zau = Zn..'s (85)

Igualmente (82)

Zu;.s.q + Lis.az+ Zr..'s E) Z_a.az:;.: Zu,.-. - Zus.a (86)

(83) da lugar a

Z:H‘LS.G = z‘ﬂ.!.# = Z-%S Z:B'l ZQ }Z 2;:; Zl-ﬂ-'i (87)

y finalmente (84)

Zus.l.s + Zu5.14+ fm ZE‘C! Z;.; Zo:xz;.'n = 2

us.3 (88)
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Sustituyendo (85), (86), (87), vy (88) en (80) se obtiene la expresibn
c3)

de Z,_

c(3)

Sl m LaantZ ot D e ley Cais L Lty Aty
= Zais Dunased Suns b Darsst Jus ZiaZin iy D e at ]
c{Tans Tiase's Trun Sk Do Doy Zans S iy | Eusi Bk,
4 ..,‘-.2:“‘[2‘%@.,,\»2;, Ry Wy =y 0y M § £ 107

= 1136H*2231-5—'Zuszth.u21.1.1 15.3.6 nni-nq- ""Z‘Iu“qut
Z.l.l.(.?r 3}75113 + Zlu () Zh.lt. Zs 3 !F;szz‘s-r—u s Zw.!.c Z.‘{ 1Y [Z‘u.l Z-cl.! Z'a.s
“, 2‘“1 Zuu][ss.nfsua [Z&l «:::Zu ZK-] 7‘--] un L3y =

"Zuu. w34 [ZunZt. Zu Zx; ZL\ +ZG1ZM Z:l 'n.s _21‘:.1

c(3)
Sear £ n, el rango de =>,, . Se denominan vectores

candnicos C(7) a las transformadas :

T )
M= L Eaey
A

e M E233 (89)

cuya matriz de covarianzas es de la forma (9).
P UF g3
La descomposicidn singular de ""‘-Z,. Z“y‘- prueba |a existencia de
tales vectores con las caracterfsticas sefialadas siendo L. y M las solu-

ciones de los siguientes sistemas:

gy U

[Z'.;Z‘: Zu-A ]L=o s sl T, (90

as Cﬂ) (=4 1Y

[Z;. -y Z_q,- (12_2,_] M=o : M'=,.M:I, (9
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y los elementos no nulos de P las soluciones de las ecuaclones

determinantes

¥ (=L 1] . (3 % o®
|2|2 1;2;.1,"" Zil":o
I My an (92)

l 2 Zi Za- "(LZa.l =0
A dichos elementos no nulos de P |los denominaremos co-
rrelaciones canbnicas C(7) entre X, y X

1 2
dencia entre estos vectores cuando se han eliminado las Influencias

y miden la interdepen-

Iineales supuestas en G-IX

2,3,2. Modelos canbnicos parciales L (2n+1) v C(2n+1)

Como final de este capftulo presentaremos dos modelos
canbnicos parciales que constituyen dos posibles extensiones de

todos los modelos incluidos en 2, 2.

En ambos casos consideraremos 2n+1 vectores de varia-

bles aleatorlas (XTXE_.....XL,,) distribuidas conjuntamente de dimen
sionesn,, n, ... n, . :n £n, yde parémetros (0 2 ).

L.a matriz de covarianzas 2 puede expresarse particio-

nada en base a |las dimensiones de los vectores considerados

S [ZI] ij’=l,.?,.... ns 4 | (93)

2.3.2.1. Modelo canbnico L {2n+1)

Consideremos que las dependencias entre los 2n+1 vec-—

tores de variables vienen indicadas en el grafo G-VI,
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Como en todos los casos anteriores obtendremos las correla-
ciones y variables canbnicas entre x, y xz después de eliminar las

Influencias lineales sefialadas en dicho grafo,

Obtenida |la estructura de los residuos en L(3), L(5) y L(7)
estos resultados nos permiten conseguir la de L(2n-1) y en base a

ellos la de L{2n+1),

Supongamos dados los residuos de L{2n-1)
H(ﬁb‘\—-l\ - |

Enuc...(:an-u)(ln-u S Eiguer {2n-y) - [ Z_m...u.:.q = Z—IG.Z-N €63 Z;(zn-z).s

-\ =1
- Z"J-" 8¢.3 2‘?(3'\—3)-!"’ et = Z(ln—u).x.q [Zn-v)izn-v) .3 Zﬂ-q)uh-ﬂ.i +

-\ ) L .
4 Zc.u.'.Z“-l Z(.s Zh Zm DO 'Z"‘:‘W‘"‘)ZH-\&":‘J Zh-l])lzwl-s &%-03 (94)

Hizn-1) y
Eue; e ee{2ndlIn-1) = El}ﬁ?. o (An-3) - [_Zum-n.l.s = Zn..:l.-s Z;'%-& Z‘Hm-\i.\

~ - -\
ZH.LS Z1-) Zﬂ(lﬂ-l\.} - . s s . - Zl(zu-ll.‘l-‘i (2m-))(u-3)a Z;“_“u“.ﬂ_]

-\ - =
+ Z\ls Z;n Zu Z‘l.} lel.) cm- e Znufn(m-n.! Z"““"‘"):]Z:‘I)RML&-QS (95)

A partir de (94) y (95) deduciremos las expresiones de los

residuos de L (2n+1).

Dichos vectores de variables se obtienen eliminando de (94) y
(95) los efectos lineales de &,, 5 Y  Eazns) 3 respecti-

vamente,
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H(2h¥ )
glsur;---- n

1

Eusqﬁ.---- An-y,— E?}Mg . -— In-1.
(96)

sl Eana = Xau- Z2any Z.;:s‘ X3

n

-1

T —_

E[Enuc....("«‘h-'l) E:m 31 [t El.n_a EIII! (E‘u‘}

- = “

‘- [ ZGH.SH— Zu'..:-u (543 Z_s(znlr sl llm-u.mzyn-t}hw.;z-.t.\h\-l

-\
+ er...w Z;r..a I R .\.lnun-tl

=1
:l (2n)(zn) azu\) 3 (97)

*
£|;qc e an-2)
um)uul]

Sustituyendo (97) en (96) se Ilega a Ewuc e 2n

De forma totalmente anéloga obtendrfamos g,;¢4. . k20e))

Hitmer )

S Es3 -k = Eiisz... Mol - 5?351----- 2n -\ (98)

E—(&hnlx = XQU“-‘ = Z(:wn\ 3 Z_‘ X+

33

* -1
& 134 - —3An-l = E [Eusq.—_an-l E@TM”;] [E [E-l.hﬂ.l EIM,-]]&M s

que conduce a

» -\ -\
Eulﬂ —_— Al = me\ns"z-ﬂ.xs fﬂ-)z;u-mn"""'f Zmlunﬂ).;

1224).35 Litw)(3n4).3

¥ 2, *..8 Z:-'.; Z 9.3 Z-:l:l a " Z"‘"‘“"" Z"‘F"";J Zl_:‘l)f‘ﬂi&'-!l! (99).

expresidn que |llevada a (98) permite obtener E‘:;;_“j:_ e

Las expresiones (96) y (98) previa sustitucidn en ellas
de (97) y (99) permiten calcular la matriz de covarianzas entre

X, yX

: desprovistos de los efectos lineales supuestos en G-\/I,

2

2l )
H( HanH) H(zm+1)

Za = E Cougevan Evne 2y
(100)
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Hawdlh

Wiz ) + Haws)
Zu_ = E Enune..-an E235%. - 2ns| (101)
Hawa) HOWAR - wonw
12y = E £2&"¥-—2“\+\ £13§$-—Jnol (loz)
Hizmei
Sea r % n, el rango de Z.q_, . Denominaremeas

!
vectores canbnicos L (2n+1) a las obtenidas mediante las s~

guientes transformaciones

M= i Emu:(mm an
HOW+L)
U= M E2a8% - — 2nnt (103)

cuya matriz de covarianzas es de la forma (9).

LLa existencla de tales varlables con las caracterfsticas
seffaladas puede probarse mediante la descomposicién singular

de la matriz:

HEwel) HOKMM)  H(zwe))

ZanTy, e % (104)

siendo L. y M soluclones de sistemas an&logos a los casos an-

teriores y P la matriz cuyos elementos no nulos son la rafz

cuadrada de las soluciones de |as ecuaciones determinantes de-
rivadas de los sistemas anteriores, A dichos elementos no nu--
los de P |les denominarerios correlaciones candnicas | (2n+1)
entre ><T yxz; dichas correlaciones son una medida de la inter-
dependencia entre tales vectores después de eliminadas las in-

fluencias lineales de los vectores considerados en G=\/I,



99

2. 3. 2.2, Modelo canbnlico C(2n+1).

Otro tipo de dependencias que pueden suponerse en los vec.
tores xI y )(2 es la expresada en el grafo G-VII,

Teniendo en cuenta la fé6rmula (64) el vector X, después

1
de eliminadas las influencias |Ineales admitidas |p denotaremos -~

c(ane))

Yeeeor lo.8.G.Y
13(@an) @n-2 (1 05)

lguaimente , teniendo en cuenta () el vector ><2 después de elimi-

nadas las Influencias |Ineales |lo expresaremos:

clan+t)
Eaa (am(tn-\). .« 9.3.5 (106)

Las fobrmulas (64) vy (30) permiten extender sus resul-

tados para el célculo de los residuos anteriores

En (2n)(4n-2) . -.. lope = Enamiml) -— - Ef;u-q(z»\-n. -- %6

=1

6’;) tan) — F.C= [Zu.;.:m-- ¥.€ Lun.s. .-'-G] E‘l}hh]--'n‘ (1 07)

De la misma forma se calcularfan &inaw - ~ki.c Yy Eqitml - -- 96
hasta obtener los Gltimos residuos en funcibén Gnicamente de los
vectores XT. s ><2n+l y de los elementos de su matriz de cova-

rianzas particionada, lgual proceso se seguirfa respecto a &y puu)izui-*6

La matriz de covarianzas entre (105) y (106) en forma par-

ticionada viene dada por las siguientes expresiones:
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e c( \
nal
— CLime)
Z" = E&E3. - t0ven E . —torey = Zia.an ool 10.2.6.4. (108)
clann) N
C(Iwel Lzt
T

Zl = E 613 an® ||_'|4.S EI.I --1143.5 = Zn.stzhﬂ) - "-q-qu 5. (I 09)
cliwyl)

Zu =E &y ety % — avs (110)

(110) puede evaluarse teniendo en cuenta (107) y la relacién anéloga

para el residuo en Xz.

clansl)
Sea r < nl el rango de 2., . Denominaremos vectores

candnicos C(2n+ 1) entre los vectores X, y X

| > a |las obtenidas a través

de las siguiantes transformaciones
T
}'\ = L an.u-ﬁ wee 10, %G, Y

. 111
O = MT Sasanmy - 01.2.3. % tx)

cuya matriz de covarianzas es de la forma (9).

L.a descomposicibn singular de la matriz

c(awH) CLuH) Clzurl)

' =
Sith Zn 2at

(112)

permite probar la existencia de tales vectores con las caracterflsticas
ya sefialadas siendo las matrices L. y M soluciones de sistemas ané-
logos a los de los apartados anteriores y los elemenios no nulos de
la matriz P las rafces cuadradas con signo positivo de las ecuacio-
nes determinantes asociadas a dichos sistemas. A dichos elementos no

nulos de P los denominaremos correlaciones canbnicas C(2n+1) entre

los vectores X' % Xz,
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2.4, Los modelos parclales en las distribuciones normales mul-

tivariantes,

Una de las hipbtesis utilizadas en todos los modelos candni-
cos expuestos en este capfltulo ha sido la de suponer que los vec-
tores de varlables aleatorias que en ellos intervienen poseen una
distribucién de probabilidades conjunta en la que implfcitamente se
ha supuesto |a existencla de momentos de primero y segundo or--

den,

Cuando la distribucibn de probabilidades es normal multiva-
riante los resultados obtenidos adquieren un especial significado
en términos de los par@metros de las distribuciones condicionadas.
Citaremos el siguiente prrafo de Cramer, H. i relativo
al coeficiente de correlaclén parclal entre dos variables el coe-
ficiente de correlacibn parcial posee una importante propiedad pa-
ra la distribucién normal, No solamente pone de manifiesto la corre
laciédn entre los residuos sino también la correlacibén entre dos va--—

riables para valores fijos del restol!,

Esta propiedad es trasladable a vectores de variables alea-
torias pudiéndose dar idéntico significado a las correlaciones cand-
nicas de los modelos parciales en términos de las correlaciones ca-
nbénicas en distribuciones condicionadas. Asf, en el primer modelo
estudiado,las correlaciones canbnicas parciales son las correlacio-
nes canbnicas entre XXG y x%q. Igual propiedad poseen el resto
de modelos estudiados en relacibn a los coeficientes de correlacibén

candnica entre vectores condicionados,

(1) Cramer, H. [ 9 ] p&g. 364,
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En base a esta Idea daremos una interpretacién de las matri-

ces de covarianzas utilizadas en tales modelos:

22,08 (2n-2). o 2.6, nos indica la matriz de covarianzas de la dis-

tribucibdn de x‘/x, Xaw: -~

© Xe Xy
Zaaz.awn) .. ... 43.s. nos indica la matriz de covarianzas de |la dis-
tribucién de Xr-/x’ My s Kp X » Idéntico significado tienen todas

las expresiones anélogas utilizadas en este capftulo.



CAPITULO IIl: Los modelos canbnicos generalizados. Modelos par-

clales generallzados,




104

3. 1. Introduccibn

Dedicaremos este capftulo a exponer una serie de criterios en
base a los cuales puede generalizarse a més de dos vectores de va-

riables el modelo canbnico expuesto en el capftulo 1.

Una primera cuestibn a tener en cueita y que probaremos a con-
tinuacién es que el modelo canbnico definldo en 1. 2. no puede exten-
derse cumpliendo unos requisitos anélogos a los exigidos en el caso
de dos vectores de variables a la matriz de correlaciones de los vec-
tores canbnicos. En general, no puede lograrse que los vectores ca-
nénicos considerados individualmente sean de matriz de correlacibn
unidad y que al considerarlos a pares Unlcamente sean no nulas las

correlaciones correspondientes a componentes de igual ordinal.

Fijado este punto, en los modelos canbnicos generalizados tra-
taremos de encontrar los vectores canbnlcos con matriz de correla-
ciones que mejor se aproximen a la situacidn descrita en el parrafo

anterior.

El desarrollo de este tipo de generalizaciones son debidas casi
en su totalidad a Paul Horst. Este autor, en 1961 publicé dos artfculos
en los cuales propone cuatro procedimientos de llevar a cabo una gene
ralizacibén del modelo canbénico con las caracterfsticas ya seflaladas.
En el primero de ellos(” I"Relations among m sets of measures'!, ba-
s&ndose en la propiedad 1. 5. 3. del modelo de Hotelling expone -
el criterio de obtencibén de los vectores candnicos haciendo cumplir

a éstas una propiedad an&loga pero referida a m vectores de -

variables ; al método de obtencidn de estos vectores lo denomi-

(1) Horst, P. [19], pag. 129-149,
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na !'"Método de méxima correlaclén!!, En un segundo arti --
culo“) desarrolla tres nuevos procedimientos de obtener las corre
laciones y vectores candnicos generalizados siendo denominados
IMétodo de aproximacibn a una matriz de rango 1", "Método oblicuo
de méxima varianzall y "M&todo ortogonal de maxima varianza!', En

este capfltulo justificaremos algunas de tales denominaciones.

Este autor ha Incluido en una publicacibn posterior sobre ani-
lisis fact orial(Z) estos cuatro criterios de generalizar el modelo
candnico bajo el epfgrafe comln ""ana’lisis factorial de grupos m(l-
tiples", situ@ndose asf en la Ifnea doctrinal que considera al an&-
lisis canbnico como un anélisis factorial en varios vectores de va-
riables; la cuestibn es polémica puesto que ambos modelos persiguen
objetivos diferentes en la obtencibn de las variables transformadas;
(nicamente dejaremos constancia aqufl de esta |fnea de opinién en

torno al analisis canbnico.

Este capftulo estard dedicado a exponer dos de |las generaliza
ciones de Paul Horst, asf como a comparar los resultados que de
ellas se derivan, El motivo qua no Incluyamos el resto es debido
a que su exposicidn originaria estl realizada en términos de matri
ces de datos no siendo posible trasladar tales criterios a matrices
de covarianzas, También introduciremos una extensién de estos mo
delos a la que denominaremos anélisis candnico parcial generaliza-
do .. Esta consiste en obtener |las correlaciones y vectores candni_
cos entre més de dos vectores de variables cuando en ellos se han
eliminado las influencias lineales de otros. Estos modelos que aquf
expondremos suponen una nueva |Ifnea de trabajo en los modelos cand
nicos generalizados cerrando con ello las extensiones posibles del

anélisis candnico,

(1) Horst, P. [ 20] pag. 331-347.
(2) Horst, P. [ 21 ] p&g. 565-595.
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En las tres primeras secciones de este capfltulo supondremos
los vectores de variables aleatorias (X] : Xz. Ve Xm) definidas con-
juntamente y de par&metros (0, 2 ) suponemos que las dimensio—
nes de tales vectores son nl,nz. . nm. La matriz de covarianzas par

ticionada en base a tales dimensiones |la denotaremos

B0
2___ Zl Z::\--' z;,o.u.

: - ; (1)
Zu By -Z.u..q

—
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3. 2. Imposibilidad de generalizacibén del modelo candnico man-

teniéndose las principales propiedades del modelo de dos

vectores de variables,

Una extensibn de la definiciébn 1, 2, nos llevarfa a buscar

vectores canbnicos 1

},{ = L.T x|

g = MY X,

¢ \

\;U z Nrqu (2)

cuya matriz de covarlanzas fuese de la sigulente estructura;

j Il'h gl . e PIUJ
R Ty ..... P
L (3)
P\MI Pu“-- wiyis I“n

en donde las matrices P,, adoptasen la forma 1, 2. (5)

1]
Vamos a probar que en general no existen los vectores

(2) con matriz de covarianzas (3), L.o haremos para el caso de

tres vectores de variables X

l’xz ,><3.

Sez:m(xi X, ><3) vectores de v.a. de parametros (0,%) defini-
n_. En cada pareja de vectores

n
g3
pueden obtenerse separadamente |las correlaciones y vectores ca-

dos conjuntamente de dimensiones n

nénicos seglin se expuso en 1,3, Consideremos XI sz

1.3. (23) m= ATt'x,

g F T L T
: 4. 5. (¥) = AR B (4)

1. 3. (24) yo B X

siendo A y B matrices ortogonales,

Obteniendo las variables candnicas en X y X

1 3
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= At x
g \ ‘ p: t-: Z_n('t;' )T: APIlC-T

La matriz A de (4) y (5) no puede satisfacer a la vez los sistemas de
ecuaciones
¥ y s
[: tn' lez—nlz;lttl‘) -Az].] Az0O (6)
1,317

P 2 70 0 (IER T A=o
ya que implicarfa:

Sacio . Z, B, (7)

que en general no se cumple.

Ante la imposibilidad de obtener Vvectores transformados
(2) con matriz de covarianzas (3) en los modelos canbnlcos gene-
ralizados se trataré de hallar nuevas variables con una matriz de
covarianzas cuya diagonal principal coincida con la de (3) y las ma

trices particionadas no diagonales se aproximen a las de ésta,

Seglin los criterios de obtener tales aproximaciones desa-
rrollaremos dos procedimientos de generalizar el modelo candni

co. Ambos coinciden cuando se aplican a dos vectores de referen-

cia.
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3. 3. Método de maxima correlacibn,

En la propiedad 1, 5. 3. del modelo de Hotelling hemos demos-
trado cbmo las primeras variables canbnicas tienen una matriz de
covarianzas cuya suma de elementos no diagonales es mixima en re-
lacidén a la matriz de otra pareja de variables transformadas lineales
y con varianza unidad. Asimismo, las segundas variables canbnicas
tienen una mairiz de covarianzas cuya suma de elementos no diagona-
les es maxima con relacibén a la matriz de otra pareja de variables -
transformadas incorreladas con las primeras variables canbnicas y
de varianza 1. Anéloga propiedad cumple las r-ésimas variables ca-

nbénicas,

Paul Horst bas&ndose en esta propiedad ha propuesto un crite-
rio de generalizaciébn del modelo canbnico. Seglin este criterio las
primeras variables canbénicas de un supervector de varlables aleato

rias ()'(I S R Xm) definidas conjuntamente de par&metros (0 X ) y

2
de dimensiones n,,n_...Nn son las variables transformadas:
12 2 m ,
T
U;= Q_-\ Xi
= o 2 (8)
W, = N Xw

normalizadas en varianza que poseen una matriz de covarianzas cu-

ya suma de elementos no diagonales es méaxima.

Las segundas variables canbnicas son las variables transfor-

madas
-
E-L Xl
L= Xy
. . - (9)

Wy, = “::.?(u

=
-
1

1]

normalizadas en varianza e incorreladas con las anteriores dentro de

cada nuevo vector (U...LJJL’ 010y ... .. w4 Ws ) cuya matriz de co
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varianzas tiene unos elementos no diagonales cuya suma es un mé-
xImo con relacibén a la matriz de covarianzas de otras variables ob-
tenidas por transformacién de (X; X ..-- ... Xw ) e incorrela-

das con las primeras variables canbnicas,dentro de cada grupo.

Igualmente las r-&simas variables candnicas son las trans-

formadas T
uv = Ev X\
ATy = Wy X2

: (10)
\.uv - V'I..Tr Xv
con varianza unidad e incorreladas con las anteriores dentro de
cada nuevo vector (u..l..u‘..._\.u.,) ...... w.’iw;-----lwv)cuya matriz de

covarianzas tlene unos elementos no diagonales cuya suma es un

méximo.,

Antes de obtener (8), (9) y (10) es conveniente realizar
en (x|) X e e s I -Xu-\) una transformacibén previa con ob-

jeto de que los nuevos vectores sean de matriz de covarianza unidad,

Sean
nt = (tT )‘lx, D betl =2,
¥ o= 'tz::l Xe (11) : -t =2,

La matriz de covarianzas entre ’J‘*I 0'*. P L es de la forma:



rI B2tV G5l
GBI T o e

o T T . T

p o)

(12)

Todas las transformaciones ortogonales de (11) en cada
vectof de variables conservan la diagonal principal de (12), Es-
cogeremos de todas ellas |las que en cada etapa den lugar a ma-
trices de covarlanzas (entre variables con el mismo subfndice)

con suma de elementos no diagonales méxima.

Sia,h,...,c, son las primeras columnas de las matrices

de transformacién ortogonal de cada vector de (11)

OTO| = i

y blb=4..... c= A (13)

los comentarios anterlores justifican el tomar como primeras va-

riables canbnlcas generallzadas las expresiones
Ty - i =
Y= a.t.x.:?.x. rI....dft;'Z;..‘;t;'_Tc.

J= bl tix, u-ll‘;lXI Z_ : '
‘ E : () AW ! {15)

\ :
W= CF e = WX RAZ. . T

cuando su matriz de covarianzas tenga unos elementos no diago-

nales cuya suma sea méxima.

Procederemos a la obtencién de a,, bl' -+ €y

Sea

=40/ RD4- £DIDA-TOIDL



en donde;
A i Q6 — o
A= ‘t“ i: t D, T T'—d r (17)
A 1 oo —%

la funcién suma de elementos no diagonales de (15) sujeta a las condi-
ciones (13). Su optimizacldén conduce a los siguientes resultados:

Q%

f’j‘ﬁolz R0.4-0.4-0.1 - © y denominando P = R-I

(1)
RDlj= O.J(l (18)

T ; ..

Como 4'D,PD.4= ATA, el 6ptimo de ¥, coincide con la suma de los
multiplicadores de L.agrange utilizados en la optimizacidn siendo es-
te 6ptimo dos veces la suma de |las correlaciones entre las variables

(14).

De forma anfiloga pueden obtenerse las segundas variables canb-

nicas,
Sean . T r
e = ar tix, Qzques L , Qa,=0
: 1 (19) (20)
w, = S5 tau X a4 ; clg:=0

La funcibn suma de los coeficientes de correlacibn entre las expresio-

nes (19) sujetas a las condiciones (20) puede expresarse:

%=A"0, A0A-4TDID. 4, - ATOT O, p, (21)

(1) Para la determinacién de D y A Horst [ 197 p&g.'3% propone
un sistema iterativo con una convergencia més répida que la del pro-
cedimiento desarrollado por Hotelling. Si se comienza con una pri-
mera aproximacibén a 0, » D,
f’l \D'A-: IOB{ ’ tomando i.D-ﬂ L"'l'.'{' ; !D:u: |D-;-DB ; le = 'DB-O‘—"
y en general wR «Di 4= Dst i « 0%, :,‘D:‘p,;m = On D}" . El procedimien
to se continuarfa hasta que los valores de D, ;‘D“ se estabilicen
de acuerdo a una acuricidad prefijada,



en donde :

An el a2 00— %
x ‘ll P:' o b
S B PR I S
Aua Pa

o o——-ClL

La optimizacibn de “y, respecto a: A'D conduce a:
Pi D:i" D.zl(.z" Dsﬂ,.'-'-' (o]

(22)
expresibn que premultiplicada por [, da lugar a:

DITF:'I O-li':ﬂ.li

y sustituida en la condicibn de 6ptimo:

(I-00')P D0 4= D, 4

finalmente, utilizando D0 =0

(r- o,o07) P| (.E‘ 0, DT)DLi‘-' DI.Az_
Si denominamos P

(23)
2
ce a:

a (I-D,0NR (r-0,n') la expresibén (23) se redu-

R D.A= DAy

(24)

Este sistema es anélogo a (18) pudiendo resolverse por el mismo
procedimiento iterativo.

Razonando de forma similar puede Ilegarse a la obtencibén
de

Av- O _ -~ ©o
D= o b,. .. 0O
Y . 1 (25)
Sa e
como solucibn del sistema (1)

P\r Oi'i:'- D\r/(\r

(1) El nmero r es funcién de los rangos de las particiones de (12)

en cualquier caso como maximo, coincidir& con el nlmero de com-
ponentes del vector que-menos tiene,
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en donde:
A
Ay = Ary
|
. Anv
y sienda

P‘. = (I' D‘D"l’_ - ""'-Dr-;oll)'Pl (I" OIDT"" 5 0v-|0-:-| ) (26)

Comentaremos los resultados obtenidos: Los vectores canbé-

nicos
M= Al '.‘x, oA v xn,
r=8"ta @ Uil
T
w 2C" ElXw e ¥

no tienen un:. matriz de covarianzas como se sefald en (5) pero sf
se aproximan a esta situacibén. (u, U, — W) ) tienen dentro de
cada grupo sus componentes incorrelados; ademés las correlacio-
nes entre componentes con el mismo subfndice han sido obtenidas
en cada etapa de forma que su suma fuese méxima, siendo dichas
correlaciones los elementos que ocupan el lugar fii: j.:_x,z_ e— v
de P;j Yiy:13212. - . wu, Este método conduce a matrices Pi'
cuyos elementos distintos de |los que ocupan los lugares ii en ge-

neral no son nulos.
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3.4, Método de aproximaclén a una matriz de rango uno.

Otra forma de lograr unas nuevas variables obtenidas por
transformacién de (X, Xy - --- Xuw) cuya matriz de covarianzas
se aproxime a la matriz(5) es a través de un criterio basado en
la generalizacibn de la propledad 1, 5. 2. Recordaremos dicha pro
piedad para el modelo canbnlco de dos vectores de variables: Las
primeras variables canbnicas tienen una matriz de correlaciones,
que de todas las de las transformadas lineales normalizadas en va_
rianza de los vectores )(| y ><2 es |la que me jor se aproxima a una
matriz de rango 1, en el sentldo mfnimo cuadrético. Propiedades
anélogas cumplen el resto de variables canbnicas con condiciones
adicionales de incorrelaclén con respecto a las variables previa--

mente obtenidas.

Esta propiedad del modelo canbnico de dos vectores de va-
riables ha servido a Paul Horst para formular un nuevo criterio de

obtencibén de las correlaciones y variables candnicas generalizadas,

Como en el caso anterlor, consideraremos una transforma-
cibn previa de cada vector de variables que dé& lugar a nuevos vec-

tores con matriz de covarianza unidad,

Sea R la matriz de covarianzas entre dichas variables trans
formadas. Se trata de hallar unas nuevas variables obtenidas por
transformacién ortogonal de las anteriores, cuya matriz de cova-
rianzas en cada etapa se aproxime mejor a una matriz de rango 1 -

en el sentido mfnimo cuadrético.
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Consideremos un primer grupo de variables (correspondientes
a los primeros componentes de cada nuevo vector) segln se indicd
en (14) , Determinaremos a, o, ..-.. €, exigiendo a la matriz de
covarianzas de |las variables (14) con las condiciones (13) el requi-

sito expuesto en el parrafo anterior,

Sea D, una matriz con las caracterfsticas sefialadas en (17).
La matriz de covarianzas entre |las variables anteriores puede ex-

presarse:

Por ser una matriz definida positiva y simétrica existe su descompo-
- i . o

sicibn canénica( siendo el primer sumando de esta descomposicibn
la matriz de rango | que mejor se aproxima a la dada segln el crite-

(2)

rio mfnimo cuadréitico' ',

Sea A. la mayor rafz caracterfstica de (27) vy }0. su vec-

tor asociado

DIRD P = Ap  : PTR=4 (g

Por las propiedades anteriores /<| ®, ¥T es la matriz de rango 1
que mejor se aproxima a (27) segln el criterio mfnimo cuadrético.

Ademés :

RTDFR DIP = At

(29)

(1) La descomposicién canbnica de una matriz A defipida, positiva

y simétrica, viene dada por la expresidn A=z Aa,als .--. Lva.ar
en donde Ay A ---- Av son las rafces caracterflsticas de A
y QA Qi . -... ... & SUs vectores asociados, siendo y:z vau A

Jorek8g [ 24 ] p&g. 51.
(2) Esta propiedad estd demostrada en Good I. [ 15] pag. 823.
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Puesto que las rafces caracterfsticas de (27) dependen de

D' y esta matriz constituye las incdgnitas a determinar, obten-

dremos D, de forma que la expresibn (29) sea maxima.

Otra forma alternativa de (29) es la siguiente:

GlT (22 Q\ - I(\ (30)
Siendo

®l= Dl PI (3”
¥ ' =1 (32)

De estas expresiones deducimos que (30) es maximo cuando X es
1

la mayor rafz car-acterl'stica( ) de R, Si Qres el vector asocia-

do a dicha rafz, (30), (31) y (32) permiten despejar D| en funcidén

+r (2)

de Ql
BTO/ O,k=1"Do,Dad; P'P=1"0 Dal , ¢Tp= 4¢

iTPlr 4t D}.-?. Da.i 3 H - (DT. DQ‘ )‘4, i (33)

O, (0, De) 4 = Dg 4

Dy = Da, ( 0%, De, ) % (34)

(1) Anderson, T.W. [ 2 ] p&g. 274. La funcién Qf R Q, alcanza
el maximo cuando Q, es el vector asociado a la mayor rafz
de R,y coincide con dicha raiz.

(2) Expresaremos @, a través de una matriz de la forma '"D" ya
utilizada en (17) y que contenga la diagonal principal las parti-
ciones de este vector. Denotaremos tal matriz: DQ| D Q= D@.i
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La expresidn (34) permite obtener los coeficientes a,b,...C,

de la matriz (17) seglin el criterio considerado en este apartado,

Los coeficlentes de |las segundas variables canbnicas gene-
ralizadas se obtendrén de forma similar afiadiendo las condiciones
de incorrelacibn (a.].q,l bilbs, .... clca ). En forma analftica

las expresaremos
T
DQ, O; =0 (35)

En donde D2 es una matriz que contiene l|la diagonal principal, los

vectores Qi, b;..- Ca

Sea Di R D, 1a matriz de correlaciones entre las variables
U, 0, . .- Wi definidas en (3). LLa mejor aproximacibén a DiR D.
través de una matriz de rango | con la condlclén Dy Dy =0 se lo-
gra con la matriz A1 RT en donde A; es la segunda mayor rafz de

(1)

R y ¥ su vector asociado ,

Un razonamiento an&logo empleado en el caso anterior nos

lleva a los siguientes resultados
S RD:% = Lok, AN RN (36)

A= BT D; R D.p, (37)

y tomando :

@:D%P

(38)

(1) Veése Good, I. [ 15 ] pég. 823,
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obtenemos

;I‘ RJ Qz. = ’(L
R Ol.:‘/(: QoL (39)

La funcién (39) alcanza el 6ptimo cuando A2 es la mayor rafz

de R“).

A partir de aquf puede despejarse Di en funcidn de Pa,
siendo esta Gltima matriz la que contiene en la diagonal principal
al vector @, particionado. El procedimiento es totalmente an&~-

l ogo al empleado para obtener {(34), En base a &| se obtienen las

siguientes expresiones :
T Y
2= ( Da, Da, )%1 (40)

D-L= DQ& ( DTQ: DQL)-PL (41)

El proceso de obtencién de variables y correlaciones cand-

2 <
nicas generalizadas podrfa continuarse hasta la etapa(r‘) pudiéndo-

se hallar los coeflclentes Ay by. .. Cw como soluciones
de:
T !
pr = (DQ,, DQ,,) a_L (42)
=1
i 4
Dv= Da. [ N, Dcw] * (43)

(1) Anderson, T.W. [ 2 ] pég. 274y 275, El méaximo de @ RQL G10,:
Q180 se alcanza cuando &, es el vector asociado a la segun-

da mayor rafz de R coincidiendo el 6ptimo de la funcidn con
dicha rafz,

(2) Cuando todos los vectores constan de igual nlmero de componentes
y las particiones de R son matrices no singulares, r coincide con
la dimensidn comlin a tales vectores,
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3.5, Comparacién de ambos procedimientos.

Tanto el procedimiento de méxima correlacién como e! procedi-
miento de aproximacién a una matriz de rango uno, permiten obtener
los coeficientes de los vectores canbnicos generalizados asf como los
coeficientes de correlacién canbnica. Ya seflalamos en 3 .2. como en
general, no es posible que las nuevas variables tengan matriz de co-
varianzas intergrupos de la forma expuesta en 1.5. Consideraremos
que un procedimiento es mas adecuado que otro en la medida que las
matrices de covarianza intergrupos se acerquen mas a matrices de la

forma considerada en 1,5,

Una manera de determinar tal acercamiento es evaluando la suma
de los cuadrados de los elementos que ocupen lugares descritos con
sub-Tndices distintos en las matrices de covarianzas intergrupos. P.
Hor*tst“) ha mostrado en una aplicacién de los dos métodos al mismo
conjunto de datos que los resultados obtenidos son bastante similares,
no obstante, sefiala la posibilidad de |legar a resultados més dispares
en el caso de emplear otra serie de datos iniciales. De cualquier for-

ma, precisa que es hecesaria una Investligacién sobre los resultados

a producirse ante diferente tipo de datos experimentales.

(1) Horst, P, [20], p&gina 330.
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3. 6. Modelos canbnicos parciales generallizados,

Denominaremos modelos canbnicos parciales generalizados aque-
llos cuyo objeto es estudiar la interdependencia entre més de dos vec-
tores de variables aleatorias cuando se han eliminado las influencias

lineales de otros.

En este apartado vamos a desarrollan un conjunto de generaliza-
ciones de los modelos parciales expuestos en 2, 2, En ellos determina-
remos las correlaciones y variables canbnicas generalizadas entre m
vectores de residuos obtenidos en cada caso eliminando las influencias

lineales supuestas,

En todos los modelos supondremos que |los vectores de variables
aleatorias que intervienen estén distribuidos conjuntamente siendo sus
par&metros ( O, 2. ). No haremos mencién al nlimero de componentes
de cada vector ; en cualquier caso el nllmero de variables candnicas
parciales generalizadas ser& como méximo el mfnimo del nlmero de

componentes de los vectores que intervengan en cada modelo,

3.6.1. Modelo parcial generalizado.

Si consideramos los vectores de variables aleatorias (X,.--- Xuy, ):w)
una extensidn del grafo G-l a m vectores de variables da lugar a

la siguiente estructura de dependencias

Xy X - Xy Xt

/*//'

G-X
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Denotaremos Eumii, & mu . -+ Ewani 8 |0s vectores XX .... Xu
después de eliminadas las influencias lineales supuestas en G-X, Es-
tos pueden obtenerse como diferencias entre X, X, — Xux y sus es-

timaciones lineales mfnimo-cuadréticas

- " -\
E(:uﬁ-'-z xb'z-i,\lhj. uﬂ_m|xml :::\...‘-\4 (44)

Denominaremos correlaciones y vectores candnicos parciales
generalizadas entre ( X, X» .---. Xw ) a las correlaciones y vec—

tores candnicos generalizados entre (& wuu - — Ew, (uwi!)

Los procedimientos expuestos en 3,3, y 3.4. requieren para el
célculo de tales vectores conocer la matriz de covarianzas entre los
: ; E £2uiii £F
residuos Ei,wuu —Ewm ws . Evaluando las expresiones Elwn Ef g

ij=l.....a a través de (44) dicha matriz adopta |a siguiente forma;

Zhat Zin.nit o Zuu.um
2_& - Za.wnl Zievert oo Z’....:u....

- Eun wanl ' . : (45)
|
]

|
1o gl Zlhlﬂ#l .. -Zmu.mn

La sustitucién de las particiones Ziy,ms en lugar de Ziy en

'
]
{

las matrices F" . I'—"z. .7 Pr‘ de (18), (24) y (26) en el procedimiento de
"mé&xima correlacidn!' permite obtener |as correlaciones y vectores

candnicos parciales generalizados entre Evarn,yeoor Eg,mam

Si el procedimiento que se aplica para obtener tales variables
es el de "aproximacibén a una matriz de rango 1", este puede ser uti-
lizado sin mé&s que sustituir en la matriz R(12) las particiones Z-)- por
Z\X.MH . La evaluacidén de (34), (41) y (43) después de esta susti-
tuciébn conduce a las correlaciones y vectores candnicos Ya mencio-

nadas,
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En el resto de modelos canbnicos que expondremos en este ca-
pltulo Gnicamente nos referiremos al grafo de dependencia entre los
vectores de variables que intervienen y a las matrices de covarianzas
de los residuos resultantes de eliminar las influencias lineales admi-
tidas en cada caso. La aplicacidn de los procedimientos seﬁalacios en
el parrafo anterior conduce a la obtencibn de |las correlaciones y vec-

tores canbnicos de cada modelo a considerar,

3.6.2. Modelo parte generalizado.

Una extensidn del grafo G-Il a m vectores de variables da

lugar al siguiente tipo de dependencias entre (X% - -- Xoart) @ wmy2

XA. XL"' .Xf.-- Xm-\ le
v A< A
Xuavrl
G-XI
La matriz de covarianzas entre % Xt -: * Xu después de

eliminadas las influencias lineales propuestas en G-XI adoptal la

forma

rz-\l.\uu\-— Z\t\ua e i Z\u..

2-1..-... oo Zaiwabl . .- - > ZUP
1 i Y

Zé‘.u“..ewﬂ. X = zfu.u&l Ziraad ... . Z:‘u.. (46)

zlﬁ'l-l Z'WC v wiaihel s ZIAIH
| i )

_Zuu Z:.u e Z’;u‘_
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3.6.3. Modelo biparcial generallizado,

La generalizacidn del modelo expuesto en el 2, 2, 3, requiere
la consideracidn de los vectores (X1%1 . -- .. Xaw ):mwm>2 cuyas re-

laciones vienen definidas a través del siguiente grafo

X\ Xy e e Xua-d X wa
Nowt  Xewr . o . Xquas) X am
G-XII
Si £IN|/ EJ_ MAPL - . ., "t em e E"'-.a-u-h- represen-—
tan a los vectores X, .¥. - — Xuw, desprovistos de las influenzias linea-

les de G=XIl, su matriz de covarianzas es de |la siguiente forma:

Tiau Kt~ = X4
= Zitoumd - - Z'u'{..,

.?L‘- Z.u’:s .- Z.:.n: (47)

1 = £
en donde ( ) Z; = Z.;- ZLMI Zt—n-b‘lmd! Ziﬂ:!“ Zl (Usat) le:ﬂ')(-ﬂt\ Zmﬂ'\‘r

4 =4 =
4 Z;(u.nu memmn Z:mmmr gw‘q: (uasT) Zuuq! T

3.6.4. Modelo (':31 generalizado,

En este modelo estudiaremos las interdependencias entre
los vectores de variables aleatorias cuando se suponen las siguien-

tes dependencias:

(1) Esta expresibn puede calcularse como desarrollo de

e i T = . = \
E al. (oail) &3‘ Caavy | o E:l.: Xt" Z.Luu.-r:) Z‘u«»C)uwd\X_,'\ (1 1 f
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X NH Xuasr X
3
X2 Aiwy X
L,

X3ur
G-XIII

El vector X{ : L <$m después de eliminadas las Influencias se-

faladas en G=-XIIl lo denotaremos

o
& Lu-m)wd=&mm—fuu.,n.uu...) (wad) (s 0) Xuial (48)

Siendo la matriz de covarianzas entre los residuos

&\ (Zwdl) () @ L=42.. .- o,

-
K N

-t A e
AN L4}

Z al Zl Z‘:‘:

&1 uay R ) ... Ewaltnn) 2w = .' (49)

: : ;
» L ®
Z:l ?'-M‘ T Z":

|

: ~ ! "
en donde Z.i.(tuul)- Z(m&t’.ZuH f(.u.:l(u,u vah Loltwsd) Sy 1= 7

L L

z.j. = Z|I.(-'qu-\) = Z (). 2uasl Z'l:-si)(uuil Zmo'ul".lnﬂ o= Z-CMl.l..ﬂ Z;:',r,
Zm,la,l—al + 20 pant) tanst Z;:..:nmh Z"““;"‘“S' Z‘:T““'j'z\w-i’j'-?uvl e ‘/{J

(s 1)

3.6.5. Modelo G2 generalizado.

Si se consideran los vectores de variables aleatorias Xi%z.. - Xau:

la generalizacibdn del grafo G-V cuando se pretende

(1) Veéase (27) y (28) del capftulo II,
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estudiar las interdependencias de m de ellos conduce al siguliente:

K2 w4\
G-XIV
Los vectores X¢ 1a=12....wm despubs de eliminadas

las influencias lineales supuestas en G-XIVV dan |lugar a las si-

guientes expresiones

-\
EL@Qus L) (wdd) = & (Au-l.u.)"?i_w‘,;,.lm‘ me.;,_,m‘ Xoudt  Lelowt (50)

siendo |la matriz de covarianzas entre ellos

r}— ave ™
WoCluar). (we) £12 - 2-“,,.

sy

W Zargunkeart) = Jpan

-

‘mw\!tuﬂ) ceo ma(iuad) am =

- =

(51)

_z-h:l. ) Z:A: .- . -Z-u.ﬂnvﬂd:;:
(2)

,;“ * = ZT' (20aH) ~ §£ Cuarl ), Ruugl). Zmd)(mm.(zmn) Zud) To (2uast) -

en donde

- Zi(umr).zuul Zg:.vﬂ(u~]|¢|lﬂ-l’li Z(mq], ]-.(zunl) 4
=L

+ Z::(u.:\.lzum\ Z..uiu-..h.!uq Zm‘.){ucp.r..q Uarpiwas]l o Tasss qu\ ]'-Ru-n-')

(1) Veé&se (31) y (32) del capftulo II,

(2) Esta expresifin es el resultado de Eem..m;(...;\qu...ﬂuuﬂ cuando
estos residuos son de la forma (50).
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Comentario final

Los modelos candnicos expuestos en 3,6, poseen la caracterfs-
tica comlin de estar referidos a m vectores de variables aleatorias
en los que se han eliminado las influencias lineales de otros. El or-
den en la exposicién ha sido de menos a més general de tal forma que

el modelo G2 generalizado incluye como caso particular a G‘; G' al

modelo biparcial, etc.

Estos modelos pueden estudiarse en forma genérica extendiendo
a m vectores de variables los modelos L (2n+1) y C(2n+1) expuestos
en el capftulo Il. Esta extensidn no ofrece dificultades de tipo esta-
dfstico ya que en sfntesis se reduce a obtener |a matriz de covarian-
zas entre m vectores de la forma (96) o bien de la forma (105)“). Dado
que en L (2n+1) y C(2n+1) no hemos obtenido de forma explfcita todas
las particlones de sus matrices de covarianzas tampoco lo haremos -

aquf; Gnicamente dejamos constancia del método a seguir en caso a pro

ceder a tal generalizacibn,

Puede aplicarse este tipo de modelos |la misma crftica que Timm
y Carlson realizan a sus modelos '"'parte ! y '"biparcial' seffalando -
que las dificultades de su desarrollo son més bien de tipo pragméti-
co, ya que es diffcil encontrar fenbmenos que respondan a tal tipo -
de dependencia. Por otra parte, la interpretacién de los coeficien-
tes de correlacidn y vectores candnicos se hace mucho més oscu--
ra de lo que por sl ya es. El motivo de haber presentado en -
este trabajo este tipo de generalizaciones ha sido el de com--

pletar esa parte del anélisis candnico que son los modelos parciales.

(1) Las notaciones (96) y (105) corresponden al capftulo I,
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En todo este capftulo no hemos hecho referencia a |la dis-
tribucibn conjunta de los vectores de variables que en cada mo-
delo intervienen, Cuando dicha distribucibén es normal multiva-
riante, las matrices de covarianzas que aparecen en 3,6, pue-
den interpretarse como matrices de covarianzas de determinadas
distribuciones condicionadas, Esta caracterfstica ya fue mencio_
nada en 2, 4, por lo cual para este tipo de consideraciones nos -

remitimos a este apartado.
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CAPITULO IV: EI modelo candnico muestral de dos vectores de

variables aleatorias.
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4,1, Introduccibn.

Todos los modelos candnicos que hemos estudiado en la primera
parte de este trabajo han sido desarrollados en el &mbito de colecti-
vos tebdbricos representados por vectores aleatorios X, Y... Asocia-
dos a estos modelos tebricos aparecen los correspondientes modelos
muestrales que deben permitir contrastar las aproximaciones o esll|-
maciones obtenidas en estos con las facilitadas por los modelos teb-

ricos.

La teorfa muestral en los métodos de anéalisis multivariante ha
tenido un desarrollo con dificultados muy fuertes que a veces se -
han obviado al coste de |limitarse a resultados asintéticos. Asl una
caracterfstica que también sefialaremos es que todos los modelos
muestrales de las distintas técnicas multivariantes han sido estu-
dlados Unicamente para muestras procedentes de colectivos norma-
les. El modelo canbnico no ha sido una excepcibn a esta tbnica ge-
neral aunque quizés el hecho de ser un marco genérico para un con-
junto de estas técnlcas ha despertado un mayor Interés en un niacleo
de expertos de la estadfstica tebrica; prueba de ello es la amplia
gama de artfculos dedicados a estos temas aparecidos en las déca-
das de los cincuenta y sesenta en las revistas '"Biometrika!' y "The
Annals of Mathematical Statistics!'. En la actualidad puede afirmarse
que el modelo canbnico es de todos los modelos multivariantes aquel
en que més se ha avanzado en el desarrollo de su teorfa muestral.

El objeto de este capftulo dentro del modelo muestral es analogo

al del capftulo | en el modelo poblacional; ofrece una sfntesis de los
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resultados que a lo largo del tiempo se han ido obteniendo en esta
materia que serén utilizados en el capftulo siguiente como base de
desarrollo de los modelos muestrales del anélisis canbnico parcial .

En el contenido especflfico de este capfltulo distinguimos tres partes:

La primera est& dedicada al estudio de los estimadores de las
correlaciones y vectores de coeficientes canbnicos. Presentaremos
el procedimiento de obtencidén de los estimadores de maxima verosi-
militud de tales correlaciones y vectores. En la segunda parte se
estudia el modo de obtener las distribuciones en el muestreo de los
estimadores de mxima verosimilitud de las correlaciones y vecto-
res de coeficientes candnicos. Toda la problemética de estas dis-
tribuciones gira en torno a la de las rafces caracterfsticas y vec-
tores asociados de ciertas matrices de variables aleatorias. En -
primer lugar estudiaremos un caso genérico como es la obtenclbn
de las distribuciones de las rafces caracterfsticas y vectores aso-
ciados del sistema [A -£,B] Y =0 cuando Ay B son matrices de
variables aleatorias independientes con distribucién de Wishart
de par&metro comlin = ; en base a este caso obtendremos las dis-
tribuciones en el muestreo de las correlaciones y vectores de coe-
ficientes candnicos muestrales cuando ‘estos se han obtenido de mues
tras procedentes de dos vectores aleatorios independientes y con

distribucibén de probabilidades conjunta normal.

La tercera parte de este capftulo la hemos dedicado a funda-
mentar una serie de contrastes de hipbtesis relativos a las corre-
laciones y vectores de coeficientes canbnicos. Hemos crefdo con-

veniente introducir en un primer apartado una serie de distribucio-
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nes de probabilidades que bajo ciertas restricciones siguen los es-
tadfsticos que emplearemos para el contraste de tales hipbtesis., EI
segundo apartado lo dedicaremos a la exposicidon de los tests que se
ran utilizados en el contraste de las hipbtesis a las que anteriormen

te nos hemos referido.

Introduciremos aquf algunas cuestiones de carécter general ne
cesarias en la exposicién de los modelos muestrales que contiene
este capftulo. En lo sucesivo designaremos (XT,YT) a dos vecto-
res de variables aleatorias (vectores aleatorios de referencia) con
distribucién conjunta normal N(m, = ) de dimensiones py q: p £q
y rang = = p+q de los cuales se ha tomado una muestra dg tamafio

N = n+13 p+q. Dicha muestra puede expresarse en la siguiente ma-

triz
_’xu b SV Km-
.1_'411-:...;{_,.;
s w
Z = |orEeel LK
dn Ya) ... 9w A (1)
Sll 3;1 e sn; \r
L duq o9 - - * Iny |
Si utilizamos las matr'ices(l)
iii’ 10...0 X
- oi.-0 =
SUES FER RS ) EE (3) 2 el
1..-i 'oo-.i i

en base a ellas puede obtenerse la matriz de covarianzas muestral:

_ 1 o 12 b
Se 2 Bz

Denominaremos D a la matriz:

b= Z(I- El.\'ili)ZT (6)

(1) La expresibn de la matriz de covarianzas S en funcién de Z, es
introducida por Kshirsagar [28] cap. I
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Mediante (5) y (6) Ilegamos a la siguiente expresidn:
2 < D
'S N (7)

Haciendo uso de la particién (1) se obtiene

() D= [%] LT- EE\P'} [Eeditie == (8)

.......

y finalmente por (7)

(9)
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4.2. Correlaciones y vectores candbnicos muestrales.

Las correlaciones y vectores de coeficientes candnicos mues
trales se definen de forma totalmente similar a las del modelo po-
blacional sin mas que sustituir las particiones de la matriz de co-
varianzas poblacional de las expresiones (21) y (22) por las parti-
ciones de la matriz de covarianzas muestral presentada en (9). Si
efectuamos tal sustitucidn denominaremos vectores candnicos mues
trales a los obtenidos a través de la transformacidén:

T

M*: GT‘X ) J¥= H*Y

en donde las matrices G y H son las soluciones de los sistemas

[ SSihSu-c?Sy]16*=0 : G*S.6*=T (10)

[_-511 Tll .Slq,' 025::] H*z0 H-‘; S H "I (11)

Igualmente denominaremos correlacicnes canbnicas muestrales a
las rafces cuadradas con signo positivo ordenadas de forma decre

ciente de las soluciones de las ecuaciones determinantes

=1 1 . =
l Sk D Sa-c¢ S“1=O ) ‘51\ S Sn"C-tS:_;\:O (12)
Suele ser frecuente definir las correlaciones y vectores

candnicos muestrales, bien en la forma anterior o como a conti-

nuacidn se expone:

Se denominan vectores candnicos muestrales a los obteni-
dos a través de la siguiente transformacidén en la que la matriz de
covarianzas S, de [5) se sustituye a efectos de transformacién del

sistema por su proporcional D; es decir :
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n= &% ; o=HY

en donde G y H son soluciones de los sistemas

[ D Dii Doy-<*D4] G=0 : G'OWG=1  (13)
[ Du D Die-ctDu]H=0: H'DuH=1  (14)

En este caso se denominan correlaciones canbnicas muestrales
a las rafces cuadradas con signo positivo ordenadas de forma

decreciente, de las ecuaciones determinantes

\ Ou.. ;;. D.u"clnn\:o / \D:u l.ll DH_—C.ID“_\:O ('-5)

Como tendremos ocasibén de ver la sustitucibén de la expresidon
(5) por (6) en las ecuaciones anteriores tiene una serie de ven-
tajas ya que las particiones de la matriz D que intervienen en
(13) v (14) slguen determinadas distribuciones en el muestreo
lo cual facilita la obtencién de las distribuciones de las corre-

laciones y vectores de coeficientes candnicos.

Comentaremos ambas definiciones. Por lo que respecta a
las correlaciones canbnicas muestrales los determinantes (12) y
(15) tienen las mismas r'afces“) por lo que las dos definiciones coin
ciden. No ocurre lo mismo con los vectores de coeficientes canb-
nicos; las columnas de las matrices de los sistemas (10),(1 1y (13),(14)
son proporcionales por lo que las variables canbnicas en la prime-
ra y segunda definicidn presentan la misma estructura aunque a di-

ferente escala.

(]) \ D\L Dl::. Da,l"c:abll _-:-‘E,l_flS'lSi‘t Sﬂ—CISu\-_—_Q



137

Gréaficamente;

VVectores candnicos seglin (10) vy (11)

A

Vectores canbnicos .segtm (13) y (14)

Las correlaciones y vectores candnicos muestrales poseen
una serie de propiedades similares a las estudiadas en el modelo
poblacional por lo que no serén repetidas aquf; Gnicamente hare-

mos dos precisiones:

1) Las matrices S y D son definidas positivas con probabilidad
uno.

2) Sya vy Dia, son de rango p = min(p, q) con probabilidad uno,
aunque se hayan obtenido con muestras procedentes de dos vec
tores con sblo r<{ p correlaciones canbnicas poblacionales no

nulas,
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4.3, Estimadores de maxima verosimilitud de las correlaciones

vy vectores de coeficientes canbnicos

En lo sucesivo nos referiremos extensamente a las matrices
D, G, Hy C asociadas en la correspondencia modelo tebrico, mo-

delo muestral a las matricesNI,L ,M y P,

Al establecer el modelo tebrico se demostraron las siguien-

tes relaciones

Zule Iy MiZMieTip : M=[Mit]e
P 9-r

L'ZaM=P*  LTZ.Mg=0 :,lp=[_pl\0],;.(16)
g e M= T4 M 2. Mu=0 ' R

An&logamente entre las matrices del modelo muestral se tiene:
GT0yG= Ip IDuHTg, H=[»:.\g;] e

-
6" DaH,=C* G"DaHuo ; C=[CYolr

o (17)
H 0w = Iy W DuwMy-0  c=[§978

-Cp

Una proposicién fundamental para el desarrollo que a

continuacibn exponemos es la siguiente:

Teorema fundamental . Si la matriz D es un estimador de méaxima

verosimilitud de N3 las matrices C, G y H constituyen estimado-
res de méxima verosimilitud de las matrices poblacionales P, L y
M cuando se obtienen como soluciones de los sistemas (13), (14) v

(15) .

En la demostracibén de este teorema emplearemos los siguien

tes lemas :

Lema 1, Dada una muestra de tamafio N de una variable aleatoria

normal (p+q)-variante con distribucién no degenerada y de paréa-
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metros (m,Z ), el estimador de mixima verosimilitud de N X vi e

(1)

ne dada por la matriz D' ' definida en (6) .

~ ~~
Lema 2. Si 6-, B..--. Bu son estimadores de maxima verosimi-
litud de B4 61 ..~ @ entonces #(6,,6-B).... %u(8 B,---6u)
son los estimadores de mixima verosimilitud de V'.(G-.,@\.- .- Bw)....

YD @, -Bu)cuando % 4 -- - . es una transformacidn Nuniquely!

Si los estimadores de €,8, ... 8. son Gnicos, también lo son los

de () . .. %) (2).

Los sistemas expuestos en (17) suponen una transformacién
de las variables aleatorias contenidas en la matriz D a las variables
de las matrices C,G y H. Demostraremos que en esta transforma ~
cidn coinciden el nlmero de ecuaciones con el nlmero de elementos

de C, Gy H,

El nlmero de tales ecuaciones es: .

+ P(P-V) {4 p2,2(q-p)p+ | PLo-L) '] -0)s B-p)(9-p-), = 1,90 8 9
Lp+ fiev) 1o pr [P, clate bontr)- gl 3, g
Al no existir ninguna relacibén que ligue a H2 con las correlaciones
candnicas los elementos de esta matriz estin indeterminados. Cual
quier multiplicacidn por la izquierda por una matriz ortogonal de

orden g-p conduce a otra matriz que también satisface (17).

(1) Expondremos aqufl una sfntesis de tal demostracidén, Una prueba
més detallada puede verse en Morrison, D, [ 33 ] p&g. 95.
La funcidn de verosimilitud de la muestra la expresaremos
Lwz) = 20 M8 1 51" % eup. C-%4 4207
Derivando respecto a = obtenemos X
- iz~ l-Dz =0 ; Z= D; D= NE.
Las reglas de esta derivacidn pueden consultarse en Fz, Trocdniz
A. [13 ] A-6.
(2) La prueba de este teorema puede verse en Anderson, T.W, [ 2 ]
pag. 48.
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Entre las formas de subsanar dicha indeterminacién Anderson
T.W. propone la exigencia de que las Glitimas q-p filas de H2 -
sean una matriz triangular. Esto es equivalente a aﬁadir(‘l’?)(q?P-\)/b
nuevas ecuaciones que unidas a las anteriores da lugar al siguien

te resultado,

£1+ %}+ Pq- % - Z + (4-p) (‘FP")A) = pY qa+ P

Este nlmero coincide con el de elementos de G,H y C ; es decir,

G H C
A
Fratr p (18)

Este resultado nos permite afirmar que los elementos C, G
y H de la transformacibn (17) cuando se afiaden las restricciones
del parrafo anterior acerca de H2 estén Gnivocamente determina-
dos y por tanto satisfacen al lema 2., Puesto que las matrices Dy
D,y , D,z utilizadas en (13) y (14) son los estimadores de maxima
verosimilitud de NZ,, NZ., il 2. (segln se desprende del lema 1)
Las matrices C, G y H son los estimadores de maxima verosimili-

tudde P, Ly M,
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4.4, Distribuciones en el muestreo de las correlaciones y vectores

de coeficientes candnicos muestrales.

4. 4,1, Consideraciones preliminares

El estudio de las distribuciones en el muestreo de las co-
rrelaciones y vectores de coeficientes canbnicos muestrales ha
sido un tema de gran interés dentro de la estadfstica matemé&tica.
Numerosos autores han dedicado sus trabajos a este tipo de dis-
tribuciones abarcando la numerosa casufstica que se puede pre-
sentar; algunos casos dada su extrema dificultad estan alin sin re
solver y en otros Unicamente se ha llegado a resultados asintbti-
cos. Dedicaremos esta seccibn a la obtencidén de las distribuciones
de las correlaciones y vectores de coeficientes canbnicos en el ca-
so mas simple que puede presentarse, es decir, cuando éstas han
obtenido de muestras de dos vectores de variables aleatorias inde-
pendientes con distribucién conjunta normal multivariante; este ca-

(1)

so suele ser conocido en la literatura estadfstica como '"null case!!!

Con objeto de llegar a tales distribuciones a continuacibn
presentaremos una serie de resultados previos que facilitaran la

cuestibn.,

a) Si A‘y B'son dos matrices de orden px p con distribucio-

2
nes de Wishart( ) lndependientes

Ate Wpl=,w) ; 8% W, [= w) (19)

(1) Esta denominacién esté justificada por referirse al caso en que
2 o
se obtienen las distribuciones de las correlaciones canonicas mues-
trales cuando las correlaciones candnicas poblacionales son nulas.

(2) si A= Z(x ) (%, i) N=n+1y Xu son muestras aleatorias simples pro-
cedentes de Np(m Z). la matriz A se dice que sigue la distribucibén

de Wishart siendo su funcién de densidad:
"hA\ = AP onp(-V v AT- "
T " nWIT gl B Calmd) )
suele indicarse a r*ewadamenté AWz Al par&metro n se le denomina

grados de libertad de la distribucibn,
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las matrices A y [3 obtenidas de A% vy R* segln la transforma-
cidn

C AYCTY

c &'t (20)

A
)

en donde C es |a matriz unificadora de 2 ' Zc =IP 5 (21)

(1)

tienen las distribuciones independientes

A« Wp cI’m] . e Wp [_I,u.] -
2

b) Las rafces del determinante | A%4B"|cocoinciden con

las rafces de |A-4Bl=o0

En efecto,

lA-4B|= [cA'CT-ACB*CTl= |CTA~AR ] CT|= |c[lA™-4B%ICT\ = O

como |cl#o por ser matriz unificadora. |A-48)= lA*-AR* =0

c) Los vectores asociados a las rafces de | A -481=0
y |[A% 48| =0 en los sistemas EA-AQ]x-u y L A¥-48*]x*:0guardan
la siguiente relacibn
x’= C-Tx
En efecto, si partimos del sistema LA-48]x=0

c'[A-48] x=0

s ECA"OT-AC.B“C"]x:O; LA%4B*] ' =0 ; x*=C'x (23)

d) Los sistemas[A-J;{A+Gﬂ3=°y [A-48]x=0 tienen raf-

ces caracterfsticas ligadas por la expresidon -i-: A y vecto-

—_—
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res asociados iguales o proporcionales.

(1) Morrison, D. [ 33 ] pég. 98. prop. 3.5.
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En efecto, del primer sistema se obtiene

ja-

= = . 124
[__;ﬁ',"o A-\-+/+

b —
/ +A

Por lo que respecta a los vectores asociados

(A-4ABR)x =0

(A-%‘B)'J:oj (A-&AA-&A-&Q)‘,:OI- (A-—K'B)jro c.q.d.

e) SivY es la matriz de vectores asociados del

sistema [ Ay (Mm]’: o = Y-'=E las ecuaciones:

(1)
A+B= E'E ; A= EFE

A= E'FE ®:=E-F)E (24)

definen Gnivocamente las matrices E y F en funcién de A y B,

cuando
+|0“" o
O+|.----0
F= ) * A =
o : y Y'=kE : ei>0o VWi
o 0""’“»

Tid4d — - >dedo
siendo @iy elementos de la matriz E.

(1) Estas ecuaciones pueden obtenerse a partir de las solucio-
nes del sistema [ A-{(A+B8)]y=0. Estas satisfacen:

YT (AaeR)Y=T (o}

conteniendo esta (ltima ecuacién las condiciones de normaliza-
cidn. Operando en (25) y (26)

YAY= YT(A+BIYF J A ;(\"")"p ¥-' = ETFE
PN R YT s DI Aves ETE
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El nbmero de variables distintas en las matrices A y B viene dado
por:

P (P- 13,P+P(9n
2

T 4p= Fiap.

expresidn que coincide con el nlmero de ecuaciones de (24) y el de

variables de las matrices E y F; como consecuencia la transforma-

cién (24) es biunfvoca

f) La funcién de densidad conjunta de las variables
de las matrices E y F viene dada por la expresibn:

Yduaan 'P‘ ".A-he ‘L(“*" -\)p (warn-p
ﬁ +: ﬂ(' 1‘.5‘5 “ (¥ - *‘T) (27)
en donde k = . =
it ) AT e DT P Ll tme-0]
En efecto, si consideramos la transformacidn definida en (24) la

ten: 2"k [EE)

funcién de densidad conjunta de E y F puede obtenerse en base a

la funcidén de densidad conjunta de A y B aplicando el procedimien-

to general de transformacibén “} bas&ndonos en &l

(2)
oy aensulzen T,

En efecto, puesto que A y B son matrices de variables aleatorias
con distribuciones independientes: A€ Wp (L, u) ;B & Wp(T,,w).
su distribucibén conjunta viene dada por la expresién

fap)= k| AP gtern e Lared (29)

(1) Vebse Fz. Trocéniz, A. [ 12 ] p&g. 9.7 y 9.8,

(2) En la notacibén simbdlica de (28) §(&F) indica la funcidn de densidad
conjunta de las variables E y F, +[AGF), 8(6F))indica la funcién de den
sidad conjunta de las variables de A y B puestas en funcién de las
de E y F, y finalmente D(4,8)

es el jacobiano de la transforma-
I O(B,F)
cion.
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(1)

siendo el jacobiano de la transformacibn

2(88)| _ oP ._
‘WEF? = 2T E| ":',H“ 4) (30)

Utilizando las expresiones (24) y (29) y (30) se Ilega a la funcibn:

(- p-1) p-1) _ywE"
FER) =k LETRe T g g AN EE L e i)
1wy

Finalmente, teniendo en cuenta
|ETFE| = LETIFIEL= (€| fi 42 (32)

P
JE(1-F)E] = | I- FI|ETE| = \EE\ T, (1-47)

(33)

y sustituyendo estas expresiones en (30) obtenemos (27) c. q. d.

g) La funcién de densidad marginal +LE) . adopta la

forma
F T
n PY_'/L(P“":)] P (mm-r}-v‘{vE =
+(E) = h(u:;:.-ﬂbr 7 IETE{; C (34)
2 l.l:l P[4 lowurs-0)] (.g_n)ffa
Prueba:

Dada la estructura multiplicativa de (27) la funcién de densidad

marginal  $(€) seré4:

Y (wsn-p) Yt E'E
}(g) = k- IETE] e (a5}

por lo que Gnicamente es necesario determinar su constante. Procedere

mos a ello.

(1) Deemer and Olkin [ 10 ] pag. 345 a 367.
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Para hallar k es preciso calcular la integral :

[ L hesaop) b ETE
p wru-p) -l
2 S‘ft_]L |ETE| e dE (36)

en la cual,(dado que se ha hecho la restriccién@igoVipara que

la transformacién sea Wbiunfvoca'') p Ifmites inferiores son igua-
les a 0. Como la funcibén bajo el signo integral es simétrica respec
to al origen, la sustitucién de los ITmites inferiores 0 por — ~equi_
vale a mul-tl'plic:ar* la expresidn(36) por‘.zr Con lo cual se obtiene

finalmente:
3T e
L L £ o\ lossianp =% ST

Esta expresidn constituye el momento de orden VY, (m+u-p)
1

de la varianza gener‘aflzada(dza E'E cuando esta matriz tiene

la distribucién de Wishart de paré&metros W[.I/f] La nota (1)

nos permite obtener el resultado de (37) siendo éste:

Ptk P(u«w-P}t {I/A‘mihi-.l.-c\]

)
(en)/t% (38)
M RLpea )]

Utilizando (38) es facil llegar al valeor de k

(35) $'— Jreae- 1

| puesto que

y en base a (34)
R e o Y ETe

[F [owam=r gt

Finalmente, teniendo en cuenta (39)

(39)

(1) Anderson, T.W., [ 2 ] pég. 171.El momento de orden h de
la varianza generalizada de una matriz A : A"W[z;"] viene dado

por : . e HACE tm‘]
1=" n [o.
L=t F[A(N’:‘J
Al aplicar esta férmula a (38) téngase presentes estas sustitucio
nes: N e ol

h —— )y bun-p)
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i S [ uien-0])

(38),(39) ¥, = .
\ .zPa.lui-u-llP f r‘[yl{um”_n] nhe

2 C.Qq. d.(4o)

h) La funcién de densidad marginal ‘}(E) adopta la

forma

ue E byl w-p-1) Yy tu-p-1)
14 0 P hsteeess n) g For TOR) 11 (4e-gy)

e e e Lo )

{.(F)

en donde las variables fi satisfacen 45{,4.5 — Yoy ©

La prueba es inmediata teniendo en cuenta que F(g,F) =4(&)-4(F)
en donde4(&) y {tP) han sido obtenidas en los apartados f) y g) . En cuan

to a la condicidén 1y 4, >4 --- 4o esta viene delimitada por +4i= i%
L

i) Si A% WP[Z,u]jB'au),[%h] (independientes) la funcién de

densidad marginal de E* en donde

AtGt R
E*FE. (42)
SE's YU AYYU s (AYSYIYF y Y (aser)Y=I
adopta la forma
2] o lwad v, g AP 4 hZETES
ﬂE‘):”PBP’UL]Z S IE T e (43)
‘?Jyl-( ““'“'ﬁ"rj [I/L (wasu sl )_]

El procedimiento de obtencidn de tal funcidén es totalmente ani-

logo al empleado en el apartado g)

* *
Si partimos de la funcién de densidad conjunta de A y B
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LivZ (433)

- tu-p- A
\Av\'ﬂ r }Iﬁ'f\ r.e (44)

}(ave*) = P (em P(pas) o

puede obtenerse la funcién de densidad conjunta de E‘y F sin més
#
que sustituir en (44) las matrices A’y B en funcibén de E"y Fy mul

(1)

tiplicar por el jacobiano de la transformacibn

U o
(P) P (pi) T, (et P .'I‘ivz " apel wep-t)
rJ-(E‘,F):_QL.__.L__.lE TE] * e/ n&iq{"nu.ﬂwﬂ' (H‘h\ (45)
| x| 42

en donde®(pm)y Plpm)son las constantes de las funciones de densidad de
A'y B", Dada la estructura multiplicativa de (45) el hallar la funcidn
de densidad marginal de E* Gnicamente requiere hallar la constante

de tal funcidn.

Sea

Y lwasu-p) Awi
1) e (46)

afua

Heak 12|

la funcibn de densidad marginal de E% De nuevo el momento de
orden h de |E‘ El nos permite obtener |la constante k

I TS [ e

=g uv Z- e
= [J.n]y % ‘_j - lEfe 2
i ls j | Q/ t;‘T)T"— . dE

y segln la nota (1)de la pagina 146 :

1y (wasla) v, P (wiva-p)
2

np[%[mm«n—f)]
n FlLes-0]

A
= (Qﬂ‘ Z (47)

(1) El jacobiano de la transformacidn (42) viene dado por la expre-
sion:

(AB) _ p|g~|P*? -y
NG I HT(h )

Ver Deemer and Olkin [ 10 ] p&g. 345-367.
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Utilizando este resultado en la integral
¢ S e T uamacp =V b T ETE.'
= V- eeme g Q-1

R_u“)'/tpizg%ﬁ Q_.I/L P attw-p) r{[‘[\/z_(mvharl-:)] 1

2 n F[_Pr.l-\']
y finalmente k= fl PY_LP'P!-—:) ] Z—(u_%vg

-4 et
% (basn-2) ‘-1 Sade.
QJ’-/‘ 1 [_'/_L(m-wwi.-t)]

j) Distribuciones condicionadas de variables aleatorias
normales p+ g-variantes.

Presentaremos aquf una serie de resultados relativos

a las distribuciones condicionadas de variables normales:

12)

Las distribuciones condicionadas de una distribucidn normal no

singular que resultan de asignar valores fijos a cualquier con-

: (1)
junto de componentes son también normales

22) Si(X,Y) es una variable aleatoria p+q-variante con distribucidn
normal de parmetros my >

la distribucidn condicionada de
X con relacibén a

Y en donde estas Gltimas variables son fi_
(1)
jas, es normal de par&metros

(1) La demostracién puede verse en Fz. Trocdniz [ 12] p&g. 29.8 y 29, 9,
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E (%)= nt+ Zn Zi' (g-m) (48)
Zx/s = Zu" Z; 2‘21' Z:LI {49)

32) La expresibn (48) constituye la regresién lineal del vector de
variables X sobre ¥ cuando Y es fijo, Ademés (49) es la matriz
de errores de la regresibn anterior.

oA :
4°) Si los vectores X e Yson independientes Z,3=0 5 2 Eh:B £1)

k) Las matrices

G = DIL .I-lt D-ll {50)

o |
DH-% - Du" Di:. D Da.\ ) (5”
obtenidas a partir de las particiones de la matriz presentada en (6)

siguen distribuciones de Wishart Independientes con parametros

Qe We [ =, 9] (52)
Duae Wp [Z,)n-q] (53)

(2)

cuando se cumplen las siguientes restricciones:

v
a) Y es un vector de variables no aleatorias y por tanto Y es una

matriz no aleatoria.

v
b) cada columna de la matriz X es una variable aleatoria normal p -

variante con la misma matriz de covarianzas siendo las columnas
variables aleatorias independientes.
c) t(&q)ZPEIHTBY en donde B es la matriz de par&metros poblacio-

31
nales en la regresidn del vector X sobre Y que supondremos nula

(1) B representa la matriz de coeficientes de regresibn del vector
X sobre Y.
(2) La prueba de este Teorema puede verse en Khirsagar [ 28] pég. 263
(3) Si B=0 se cumple E(¥%):El)por tanto Y es independiente de X, P es
un vector columna de p componentes.
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d) N > p+q+l

4.4.2, Distribucibén en el muestreo de las correlaciones canbnicas

muestrales.

Los resultados obtenidos en la seccibn 4. 4. 1. nos permiten
llegar a la distribucibén de las correlaciones canénicas muestrales

éstas fueron definidas como las rafces cuadradas con signo positivo

de las rafces de -

(15) | Dia D11 Du-c?Ou| =0 (54)

En el apartado 4.4.1. j) se expuso que las matrices
(50) R= D2 Dy Dai
(51) Dll.:l-= Du" l:)n. D-l‘l Ua,l

son independientes y siguen las distribuciones

@G W‘,[Z:,q] ) Du.qﬁ-wr [Z-,“"’i—.]

de aqul se sigue la siguiente distribucién de su suma“)

Q+Duy=Du e We [Zu, "\] (55)

La ecuacibn (54) también puede escribirse

l @"CL(Q-\- Dn.z)\': @) (56)

La expresidon (56) satisface las condiciones bajo las cua-
les ha sido obtenida la distribucibdn de las rafces caracterflsticas de
1A*-A 8*| =0 en el apartado 4. 4.1. h). Por tanto, adaptando a este ca-
so concreto la funcién (41) Ilegamos a la distribucién en el muestreo de

los cuadrados de las correlaciones candnicas muestrales

£ e ’ 7;‘/.,(‘\-[’-1) t nq-p-1
Fekocy) = Q'PDW L“‘_)] s i, =c§)™ P n (ct-c3) (57
co R Datu-a- G ] R [aend] B [4ian] v

L ’

(1) Vease Morrison, D, [33] p&g. 98. prop. 3.5.
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Recordaremos que esta funcién de densidad ha sido obtenida con
las restricciones impuestas en j) y por tanto constituye un caso

sometido a fuertes |limitaciones.

Cuando el vector X consta de un (nico componente la ex-

presidn (57) nos permite obtener la funcidn de densidad del cua-
(1)

drado del coeficiente de correlacién mGltiple en la regresibdn de

X sobre V siendo ésta

FL%n] c,,g(q-z. ‘(._,})"lﬂaese)

&(cz) =
P % n-g9] P [kd]

(1) Veése 1.5.6.
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4. 4, 3, Distribucidn en el muestreo de los vectores de coeficientes ca-

nbnicos muestrales.

Antes de obtener la distribucién en el muestreo de los vectores

de coeficientes canbnicos muestrales es preciso hacer algunas consi-
deraciones previas :
1. - Unicamente obtendremos la distribucibn de la matriz de coeficien-

te G, Para los sistemas

(]3) E Dn Df-: Oa, - C1D\|] G=0
(14) [ Oa D& Da-c*DnlH =0
ya hemos visto que las matrices D ¥y D.,-JJ;:D;,,, siguen dis-

tribuciones de Wishart independientes. No ocurre lo mismo con
las matrices D,y Das Di? Djya que esta Gitima es singular mo-
tivo por el que no sigue la distribucibn de Wishart, Esto impide
aplicar los métodos expuestos en 4. 4. 1. para la obtencién de
la distribucidn de la matriz H,

2. - La distribucién de G seré obtenida con las restricciones utili-

zadas en el apartado %. 4.1, j) trasladadas a este lugar.

3, - Los resultados expuestos en 4, 4. 1. en los que se ha obtenido
la distribucidn de la matriz E+son directamente aplicables a la
obtencidn de la distribucién de G aunque para ello es preciso

realizar una serie de modificaciones que vamos a exponer a con-

tinuacion.

Tomando como base los resultados de 4. 4. 1. k)cuando se

cumplen las restricciones alll expuestas son independientes las ma-

trices Qy Dy.a y se tiene:
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Q = \3;1— D{': Da,| (= WP [Z'“‘qt[
Dll.ib = Du‘Dn. DI.; 0,“ G\UP EZ{,, h-q]

La matriz G de vectores candnicos es solucibdn del sistema
2
[Q-c (Q‘\‘Du.z)] G=9

Puesto que | as matrices Q 3 Dues satisfacen las condicio-
AN
nes exigidas en 4.4.1. la funcién de densidad de E¥*= (5 viene
dada por la expresidn
1 "'VZ-‘ ET:'EA-
T (w-p) A 1
HE) =k 1€ )T e (59)

i E¥= 6'1 e R = ﬂP[(P""‘B’] z-l%‘ f\_‘/ﬂl
/ .a_l&{m w-i) S PACE +-{)

A partir de (59) es Inmediato obtener la funcién de densidad
de los vectores candnicos G . E| jacobiano de transformacién de G-’

a G adopta la for‘ma(

9 e

26 (60

Utilizando esta Gltima expresidn puede llegarse a la funcién de

densidad de G siendo ésta:

e A e
de)= ke 1eTe [ gt &

\ _;I" o
. \G_l\-(uﬂl @/-Ale?. G'G
(61)

(1) Vease Deemer and Olkin [ 10 ] péag.
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M [Fl( pil "'?)] Z\““/l. n’xpl
oine [hfun-0)

en donde K=

Recordaremos que esta funcibén de densidad ha sido obtenida
teniendo en cuenta la restriccidn impuesta a la matriz E

que hace que la transformacidn empleada sea biunfvoca,
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4.5, Contrastes de hipbtesis en el modelo canbnico.

Dos son los tipos de bloques de par&metros en torno a los
cuales suelen realizarse contrastes de hipbdtesis en el modelo ca-
nbénico tebrico

a) Las correlaciones canbnicas

b) Los vectores de coeficientes canbnicos.

En relacibén a los primeros diremos que los contrastes de hi-
pbtesis acerca de las correlaciones canbénicas entre dos vectores de
variables aleatorias de referencia estan fntimamente ligados a los
contrastes de independencia de tales vectores bajo las hipbtesis de
normalidad en su distribucién conjunta. Son mutuamente implicables
las hipbtesis '"los vectores X e Y : XYé& N?(nu,'z)son independientes! y
'"las correlaciones canbnicas entre X e Y son nulas!', Este es el mo-
tivo por el cual nos referiremos a algunos contrastes de hipbtesis
relativos a la independencia de dos vectores con distribucién conjun

ta normal.

Por lo que respecta al segundo tipo de constrastes es preciso
hacer algunas aclaraciones previas., El modelo canbnico como ya ex-
pusimos en el capfltulo | constituye la generalizacién del modelo de
regresibn lineal. En tal generalizacibén se originan dos nuevos vec-
tores,a los que hemos denominado vectores canbnicos,a través de
combinaciones lineales de los vectores aleatorios de referencia., -
Cuando en dichos vectores se hacen hipbtesis de dependencia lineal
de unos sobre otros obtenemos los modelos lineales multivariantes.
En este tipo de modelos existe un planteamiento previo de causa-efec
to que puede ser objeto de contraste. Es bien sabida la relacién que

liga al modelo canbnico con los modelos lineales multivariantes .
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Trasladaremos  algunos de los contrastes de hipbtesis so-
bre vectores candnicos a los contrastes sobre los coeficientes
de r‘egresién; este cambio viene motivado por el mejor conoci-
miento de las distribuciones de los estadflsticos que se utilizan

para tales contrastes en el modelo lineal,

En las pruebas estadfsticas unilaterales suele ser

frecuente el siguiente proceso:

12 ,- Toma de una muestra y en base a ella construir un estadfls-
tico que contenga el par&metro o parémetros sobre los que
va a realizarse el contraste,

29, -~ Obtener la distribucién en el muestreo de tal estadflstico
cuando se cumple la hipbtesis del contraste,

32 , - Establecer una regibn crftica con un nivel de significacibn

prefijado,

Este proceso seré utilizado en los contrastes de hipbtesis
a realizar en el modelo candnico si bien las distribuciones tebri-
cas que siguen tales estadfsticos utilizados presentan ciertas ca-

racteirfsticas que juzgamos cohveniente comentar a continuacibn.

4,5,1, Distribuciones utilizadas en el contraste de hipbtesis

relativvas al modelo canbdnico.

Estas distribuciones o criterios como comlinmente son
denominadas responden a una serie de generalizaciones al caso mul
tivariante de resultados de la estadlsticaunivariante.Reproduciremos el
siguiente comentario de Ingram Olkin y Herman Rubin(:l?'Si X e

Y son dos variables aleatorias independientes con distribuciones

(1) Olkin 1. y Rubin, H., [ 36 ] pé&g. 261.
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;sze pardmetros m y n; salvo constantes Z y ZH estén distri-
buidas como variables T vy (5 . En el an8lisis multivariante la
distribucién de Wishart juega el mismo papel que la distribucidn ).7'
en el caso univariante; ahora bien, sin embargo, no hay una gene-
ralizacidén natural Gnica de los cocientes anteriores!. Sefaladas
estas caracterlsticas expondremos aquf una serie de distribuiones
de probabilidades obtenidas a partir de distribuciones Wishart in-

dependientes seglin la lbgica incluida en el comentario anterior.

4,5, 1.1, Criterio’ ./\. de Wilks

Una de las distribuiones de probabilidades que serén
utilizadas en las pruebas de hipbtesis a realizar en el modelo canbd-

nico es la distribucién A~ de Wilks, Si Ay B son dos matrices

de variables aleatorias con distribuciones Wishart independientes
AeWpl= nql
B & Wp [Z) q ]

(62)

la variable aleatoria W de la distribucidn J\ se define por la rela-

cion: IA\
| A+ B

En notacibn abreviada si la variable W se obtiene seglin la expre-

(63)

sidn (63) indicaremos :

We —A-(P:q;r‘u)

£n la expresibén anterior los par&metros p, q,n del criterio son
respectivamente el orden comln de A y B los grados de libertad de B

y los grados de libertad de A+ B..
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La utilizacidn de esta distribucibén en los contrastes de hipb-
tesis requiere conocer para cada terna de valores p, gy n el érea
de las colas que en cada valor de la variable W deja su funcibén

de densidad,

La primera solucibdn dada a este problema fue a través de
aproximaciones a distribuciones tales como Xz y &= . Con pos-
terioridad en la década de los sesenta la obtencibén de la funcién
de densidad de la variable de la distribucién —/\~ se revela como
una cuestidn de gran interés ya que son varias las pruebas de hi-
pbtesis basadas en estadfsticos con distribucién _/A. . Martin -
Schatzoff(l) (1966) fue quien primero presentd un procedimiento
de obtencibén de la funcibén de densidad de W aunque no da esta en
forma explfcita.- Este autor ha realizado una tabulacibn de los fac
tores de conversibn a valores en la distribucibn XL (p. q) (para
diferentes niveles de significacién Jo ), de los valores de W,
Con posterioridad K, C, Srredharan Pillai y Arjun K, Gupta(Z)
(1969) han obtenido la funcién de densidad de la variable W am-
pliando la tabulacibén hecha por Schatzoff. Dedicaremos el resto
de la seccibn 4. 5.1, 1.a estudiarla problemética en torno a la dis-
tribucidn _A_ de Wilks, exponiendo en primer lugar las aproxi_
maciones que se han efectuado a tal distribucién y a continuacibn

la derivacidn de la funcibdn de densidad de |a variable W,

(1) Schatzoff, M. [45] pégs. 347-358,
(2) Pillai, K. C. y Gupta, A,, [ 39 ] pé&gs. 109-l18.
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4,5,1.1. 1 Distribucibdn aproximada del criterio AL de Wilks.

Son varios los autores que han obtenido las distribuciones
a las que se aproxima la distribucién de la variable w de Wilks

Citaremos las debidas a Bartletf y Rao,

1 .
Bartlett( ) obtuvo el slguiente presultado

-[n-% (p+q+1)] by, w0
5 = 2 -
se distribuye aproximadamente como X ( pxq) . Esta aproxima-
cibn es suficientemente buena para las aplicaciones précticas, cuando
los par&metros de la distribucién -A satisfacen

w P A _ (p+rq+1)
il s w.-u-_fT

ha dado esta aproximacién a la distribucién _A. :

Rao(z)

wsrdA 4. w”
2v 7Y

se distribuye aproximadamente como 'F' [.3\,-} ms-\-%z(]

en donde .
v 0y, 5 A=-(Patly i os= (et n)” ke

Estas aproximaciones, en su dfa jugaron un papel impor-
tante dentro del anélisis multivariante por facilitar la aplicacibén de
una serie de tests basados en el criterio A . En la actualidad al
estar tabulada tal distribucibén su uso es menor ; no obstante la apro

(3)

ximacibn debida a Bartlett es de gran precisibén.

(1) Bartlett, M. S, [ 4 ] pag. 180,
(2) Rao,C.R.[ 40 ] p&g. 177.
(3) Khsirsagar, R. [ 28] pé&g. 301,
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4,5,1.1,2, Distribucidn exacta,

La obtencibn de la funcién de densidad de la variables
w de Wilks definida en {63) estd basada en un conjunto de propo-
siciones previas que constituyen los puntos de partida de los pro-
cedimientos ideados por Schatzoff y Pillai-Gupta para llegar a tal
funcibébn. Estas proposiciones son las que en forma de teorema ex—

panemos a continuacibn;

Teorema 1. La variable w del criterio. A_ de Wilks se distribuye

como

W= X, %3 ---- Xp (64)

en donde X, son independientes y tienen distribuciones

¥t 6 (3 [ g, 9]

Teorema 2. Ws./\.(p,q‘n)y W&—A(ﬂ.?, mq—p)tienen la misma distribucién(Z)

Teorema 3, La variable Wa _A_(2r, q,n) se distribuye como

w=Y%...gt

en donde Yi: i=172... rson independientes con distri

(1) La prueba de este Teorema puede verse en Khsirsagar, A, [28]
pags. 292-y siguientes. Expondremos aquf una sfntesis:
Si se considera la transformacibn:
A+B=z=CCY, A= CLCT en donde C es la matriz triangular'l ower!
de la descomposicién de A+B, la variable W puede expresarse en
funcidn de las variables de la matriz L como sigue;

- layv icHLllcTI=__ TR
(VoY1 lelict]

Un primer paso lo constituye el obtener la funcidn de densidad
conjunta de CCTy L. y a continuacibén la marginal de L. . Obtenida
esta (ltima una nueva transformacidn L= TT en donde T es una ma-

triz triangular "lower' permite demostrar: .
2 ’
w= 1L ITT= 0 ¥ . tie o [eand ]

en donde t i son los elementos diagonales de T
{(2) Anderson, T.W,, [ 2 | p&ag. 193.
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buciones ([ n-a+4-20, q']

La variable W e_A (2s+1, q,,n) se distribuye como
2
W= 52 - s Dsu

en dondedl:izi...5 estén independientemente distribuidas

como (3 [n-qd-&;‘,q] y <3gy esté Independientemente
1

distribuida como (5 C hn-gsr-p), a9/ ] (1)

Teorema 4. Si ST y 52 son dos variables aleatorias 18,1>0;8500 ¥

sus funciones de densidad salvo constantes son de la
R A4S b . -
forma S €y @°%%  |a funcién de densidad de la

variable suma VvV = 8,+Sz2 viene dada por |la expresibn

-}(U) _ eva:uk éf-—b)ua“

Segln las valores da los par&metros a y b la funcién de

. ; . .. : 2
densidad anterior tiene las siguientes exprestones( )

bU Htl
a=zb *(0’): e U

—

K+ )

Hel

ST o B Y AT

i (kve)l (ace)” b=/ " (65)

(1) Vease Anderson, T.W, [ 2 ] pég. 195,

(2) f(v) puede obtenerse a través de una variable auxiliar seg(n el
siguiente proceso

(a-b)
= SaSe Ji,(u'u-) £ B Q/G‘re v
u=5s

o) = ]:- T wae,"“'“udq

(=-o)u
&% y wo) = e fouke du
v, L«@
S . i
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a) Procedimiento de Schatzoff.

El procedimiento ideado por este autor para obtener fa fun—
cibn de densidad de |la variable We_A(pq,n) estd basado en los
resultados de los teoremas ! y 4 de este apartado. En sfntesis
consiste en transformar la expresidn (60) en una suma de varja—
bles y a partir de ahf sucesivas aplicaciones del resultado ob-
tenido en el teorema 4, permiten llegar a la funclén de densidad
de W. Aplicando este proceso Schatzoff ha llegado por inducibén a
la siguiente conclusibn, La funcién de densidad de la variable W de

la distribucibn A adopta la forma

(1)
e) s, ¥, (n-2y)
-}(W) « [fire] gﬁw (-%w)kr (66)
en donde R = A

B[ alna-ten), 4 q]

y las constantes m, I, vy kj son enteros determinados por p,qy
J

n. Detallaremos las etapas seguidas para obtener f{w.

Cuando p=1 el teorema | permite afirmar que f{w) es la fun-

cibn de densidad de la variable de la distribucidn A .
Supongamos que (66) se cumple para p=N

Hallaremos la funcién de densidad f(w) para p=N+1. Si en (64)

se realiza la transformacién:

. - 3¢
32‘-'—-9‘3"( J xi= €&
—‘QsW'-"— B|$3L4----+‘5P

y para este caso concreto

— Vg W= 4Gt - - - Gua
03 (67)

(1) Emplearemos el superfndice p para referirnos a la funcibén de
densidad de V cuando ésta es producto de p variables aleato-
rias de la forma (64),
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| _ xht“'Q":“]"(|_XIq/‘_|
B Cham-a-t1),%]

como +(3‘C) =

la transformacibn 3;:-%)({' conduce a la funcibn de densidad de y;:

. ) -4 (u-9-Tn) -1], e
'}(‘:Sll': R e Z“:o (‘h.:) o™ l‘e— 3:11!66‘3‘

S1 suponenos conocida la funcibén de densidad de la varia-

ble W la expresiébn (67) puede considerarse como suma de dos
variables aleatorias -—%wm), Yua | cuyas funciones de densidad
son de la forma s.ke“ y Q“ ; por tanto es aplicable a estas fun-
ciones el proceso sefialado en el teorema 4, para obtener la funcibn
de densidad de |la variable suma. Operando en este sentido y reali-
zando la consiguiente transformacidn posterior en (66) Schatzoff
Illega a la funcibén de densidad —f(u:)km\) resultando ser ésta de la

misma estructura que la expuesta en (66).

La funcidn de densidad de |la variable W ha sido obtenida
para el caso en que el par&metro q es par, hecho que da lugar a
que las series particulares de la forma (65) que en este caso in-
tervienen sean finitas, Cuando q es impar vy p es par, el teorema
2, permite afirmar que la funcién de densidad de la variable W si-
gue siendo de la forma (66) aunque es necesario realizar en ella
el correspondiente intercambio de par@metros. Cuando p v q son

impares no puede aplicarse el proceso que aqul se ha expuesto.,
b) Procedimiento de Pillai-Gupta.

Pillai y Gupta han realizado una notable mejora del método de
Schatzoff en el sentido que disminuyen el nllmero de reiteraciones
en la aplicacidn del teorema 4. P artiendo del resultado del teorema
3. cuando p =1y 2 la funcibén de densidad de W es la de las varia-
bles de las distribuciones (3['\_:-;-3' %, ]y cuadrado de B(\n-ﬁ-i,q)

respectivamente.
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W= X)- Xz Xy = &+ X3

las transformaciones Ya= -Qﬁ X3 vy ‘,j',: Qﬂz‘ permiten obtener
[
— V,s w= Yi+Y;a

Puesto que las funciones de densidad de ¥%' vy Y1 son de la forma
expuesta en el teorema 4, su aplicacibn conduce a la obtencién de
la funcidn de densidad de —%w y a través de la consiguiente trans_
formacibn a .}(u:) : we A (3,9,n)
De la misma forma si p=4

W= X, X3 X3-Xyz 2,-Z=z
utilizando ¥z - Qﬂd. 3 Yre- 93:{,_

- % W = Y|'+ Y.‘.a,.

Una Onica aplicacibdn del teorema 4, permite llegar a w):we-A(y,en)
f

Cuando p > 4 puede llegarse a expresiones anélogas pero con més

sumandos
Para p=5 = QSN = veel+ Ty
1" p=6 _ Qau: = VivarYh

En cualquier caso el nllmero de sumandos de estas expresiones es
siempre menor que el que resulta de emplear el procedimiento de
Schatzoff, lo cual supone una disminucidén en el nlmero de reitera-

ciones en el resultado del teorema 4. para obtener d.(u‘))

Pillai y Gupta han obtenido en forma explfcita la funcibn

de densidad de la variable We-A-(P,q.n) 'p=3486 independientemente
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de que el par&metro q sea par o impar. Estos autores han com-
pletado una tabulacibn realizada con anterioridad por Schatzoff

empleando para valores de p elevados la aproximacibn de Rao

expuesta en el apartado anterior.
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4,5,1,2, Criterios de Pillai

Otros criterios obtenidos a partir de matrices con
distribuciones de Wishart independientes en los que estén
fundamentados algunos contrastes de hipbtesis relacionados
con el modelo canbnico son los debidos a Pillai. Como en el
caso del criterio A.de Wilks el Ilevar a la préctica tales con
trastes requiere conocer las distribuciones tebricas de los

criterios.

En este apartado expondremos las definiciones de
los cuatro criterios debidos a este autor asf como sus dis-
tribuciorres aproximadas . Supondremos que |las matrices A

y B que intervienen en sus definiciones poseen distribuciones

independientes : Ae Wp [Z'J n-9) 5 BeWp ‘:Z’ q.]
Criterio 1.

La variable aleatoria v, del primer criterio de Pillai se defi-

(1) '

ne por la relacibn

-1
A, = ’*‘\r B[A"‘S] (71)

Si se considera el det erminante

| 8(a+B) L AL]= 0 (72)

ya que las matrices A y B son definidas positivas y simétricas
las rafces de (72) son positivas y si se expresan ordenadas en

forma decreciente en una matriz diagonal constituyen la matriz

(1) Pillai, K.C. [ 37 ] pég. 495.



168

R
diagonalizada de B(A+B) . Puesto que la diagonalizacibn conserva la

traza, otra forma de expresar el criterio de Pillai, es como sigue:
- A
A, = > At (73)

La distribucibn de este criterio ha sido estudiada por su autor
habiendo llegado al siguiente resultado: la distribucién de |la variable
v, se aproxima a la distribucibn (3 de primera clase siendo su fun-
cién de densidad

K U'|Pl1mw+”/2‘-‘(|-9_1 planven) -4
¢ (74)

eaia -1
z R’: [ rf( \M*-PH)/-Z ﬁ[ P/L(:zm—pn); I'/,_(-zu.;?.u)]]

w= K@-p-1) ke hln-pasz)

En la practica esta aproximacién es buena si cuando p=2 ; m+k 2 30.
Para valores de P2 , las condiciones para utilizar tal apro-
ximacidn requieren que por cada aumento de p en una unidad m+k lo

haga en 10,

En una publicacibn posterior (1) Pillai estudia las distribu-
ciones de ciertas funciones de las rafces de la ecuacidén (72). Tenien-
do en cuenta que el criterio A= de Wilks es la potencia p-&sima de
la media geométrica de tales rafces y que su primer criterio es p veces
la media aritmética establece tres nuevos criterios basados en |la me-
dia armdnica y otros tipos de funciones de las rafces anteriores. A es-
tos criterios los denominaremos II-111 y IV de Pillai. Los expondremos

a continuacibn:

(1) Pillai, K.C. [38] pégs. 117-119,
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Criterio Il,

La varijable aleatoria v_. del segundo criterio de Pillai se define

2
por la relacibn
P
vas
> = (75)
L 1= A{
en donde £{:iz)... p son las rafces de la ecuacibén (72).

Pillai ha demostrado que la distribucibén de la variable v,

se aproxima a |la que tiene por funcibén de densidad

R plawsp) /o -4
$(@) = AL (a=5) /
R [exer, % Plamsp+t)

(76)

en donde, HKs) (n-p-9-2) - w= ) (q-p-)

L.a condicién para utilizar esta aproximacidn es anéloga
a la expuesta en el criterio I haciendo cumplir a k+p los requisi-

tos exigidos a m+k,

Criterio IlI,

L.a variable aleatoria v3 del tercer criterio de Pillai queda defini-

da segln la siguiente relacidn

'\)- __(P_____————'

3= 77
= e e

en donde, Af:izt...p son las rafces de la ecuacién (72).

También su autor ha estudiado la distribucibn aproximada de

Vq Ilegando al siguiente resultado:
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pur (1= O plavsp+i) -4
Jtos) s Nan - 378 0<U3<l  (78)
ﬁ[pw-o-l} %(-mtpu)]

La condicibn para aplicar esta aproximacibén requiere que m +p

cumpla los requisitos exigidos a m +k en el criterio [,

Criterio IV.

Se define la variable aleatoria v4 de este criterio como:

P

Vy= —
4 = U (79)

en donde, ©;:1=4,2... p son las rafces de la ecuacidn

=1
| eA'-®I]-=0 (80)
L.a distribucibén de la variable Vy puede obtenerse de la
anterior teniendo en cuenta que Oy = J» ; esta resulta ser
-J3
5 P _{}(munwﬂ)/J ']
H) = ——2 (1+0y)
04y e (81)

M:p i, "/L(J.mrﬂ)]
con idénticas condiciones para su utilizaciédn que las exigidas en

el criterio Il

Las funciones de densidad de las distribuciones a que se
aproximan las variables de los cuatro'criterios estan tabuladas por
lo cual no presenta ninglin inconveniente su utilizacidn en las prue-
bas de hipbtesis basadas en estadfsticos con tales distribuciones.
En apartados posteriores incluiremos la utilizacién de estas distri

buciones en el contraste de hipbtesis relativas al modelo canbnico
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4,5,1,3, Criterio de Hotelling,

Si A v B son matrices con las caracterfsticas sefialadas
en el epartado4,4%;-1, a) se define la variable aleatoria del criterio

de Hotelling a través de la siguiente expresibn:

"t: +\f‘ BA-i (82)

: S Be 12"
En notacibén abreviada diremos que o
De forma anéloga a los criterios anteriores esta variable puede ex-
presarse en términos de las rafces caracterfsticas de una ecuacibén

determinante: en este caso

La variable de este criterio en funcidn de tales rafces resulta ser:

¢
t= = o
L=
. .. (1)
pudiendo expresarse también
AR
L % 1+A1
en donde, A{: tL=1,2... p. son las rafces de la ecuacibén (82).

La distribucidn de la variable t definida en (82) ha sido
estudiada por varios autores |llegando a la funcibén de densidad exac_
ta para ciertos casos particulares. En relacibén a las aproximacio--

(2)

nes una que resulta de gran utilidad es la siguiente:

t BA' 5 X(pq)

(1) Vehse 4.4.1. b).
(2) Veése Morrison, D, [33], p&g. 198,
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4,5,1.,'4, Criterio de Roy

Se define la variable aleatoria del criterio de Roy como
la mayor rafz de la ecuacibn:

| & - 4(A+B)] = 0 (eal

en donde, A y B son matrices con las caracterfsticas sefialadas’

en el apartado 4, 4,-1, a)’

La distribucibn de la mayor rafz de la ecuacidn (84) ha
sido obtenida por Roy a partir de la distribucibén conjunta de las
rafces de esta ecuacibn, Con posterioridad D.N. Nanda ha ob
tenido la distribucibén de la mayor, menor y cualquier rafz inter-
media de (84). En un primer trabajo 1ruzlllt’.’n las distribuciones de
tales rafces para valores dep =2,3,4, y 5, en base a considerar
el Gltimo producto de (41 ) como un determinante de VVandermonde

IR =
ﬂ (Ai-43) = ‘"h” ‘P

; ey (85)
423 b

A través de sucesivas transformaciones |llegd a la distribucibén
de la mavor rafz caracterfstica de (84). En una segunda publica
) , . . N
caclén(este autor presenta soluciones asintbdticas de la distribu-

cibn anterior,

3)
Hecks ( ha tabulado esta distribucién facilitando

asl su aplicacién en determinados contrastes de hipbtesis.

(1) Nanda, D.N, [ 34 ] p&g. 48-57,
(2) Nanda, D.N. [ 35] pag. 340-350.
(3) Hecks, D.L[ 18] pég. 625-642,
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Las distribuciones de todos los criterios incluidos en el
apartado 4. 5.1, se han estudiado para el caso que suele conocer
se en la |literatura estadlstica como '"null case!', Esta denomina-
cibn est& fundamentada en el hecho de haber supuesto que la ma-
triz B sigue la distribucibn de Wishart centrada. Hasta aquf al
hablar de tal distribucidn nos hemos referido siempre a este caso
es decir, a la distribucién de la matriz B = E'E en que cada co-
lumna de E poseen distribuciones normales multivariantes inde-

pendientes de vector de medias nulo.

La distribucién de estos criterios tambié&n puede derivar-
se cuando la matriz B ha sido obtenida como producto de dos matri_
ces de variables aleatorias de la forma E' E pero cuyas columnas
no son de media nula, En este caso suele decirse que la distribu-
cibn de B es Wishart no centrada., Si se obtienen las distribu-
ciones de los criterios anteriores utilizando una matriz B de las
caracterfsticas anteriores suele decirse que tales distribuciones

se refieren al'"mnon null case!l ,

La distribucibn de los criterios expuestos er. - 4,5, 1,
con las caracterfsticas seffaladas en el parrafo anterior ha sido
obtenida sblo en alguno de ellos y plantea serias dificultades. En
los tests de hipbtesis que utilizaremos en el modelo canbnico (ni-
camente nos referiremos a la distribucibén de los criterios como -
"null case!'", El motivo de este comentario ha sido Gnicamente el
poner de manifiesto algunas de las restricciones supuestas en la
obtencibén de las distribuciones de los criterios anteriores y la de
sefialar un campo de trabajo cuya teorfa no ha alcanzado su desa-

rrollo completo.
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4,5, 2. Contrastes de hipbtesis relativos a las correlaciones

canbnicas

Suele ser frecuente en los contrastes de hipbtesis acerca

de las correlaciones canbnicas establecer las siguientes etapas :

a, - Contraste de la hipbdtesis de que todas las correlaciones canb-
nicas poblacionales son nulas.

23, - Si la hipbtesis anterior es rechazada se |Ilevaré a cabo el

contraste de la hipbtesis de que las Gltimas p-1 correlacio-

nes candnicas poblacionales son nulas, Se continua el proceso

en la medida que van siendo rechazadas las hipbtesis de la for-

ma anterior hasta el contraste de la hiodtesis de que ia Gltima

correlaciéon candnica es nula.

Nos referiremos en primer lugar al contraste de la hipb-

tesis del apartado 12, vy a continuacibén en forma genérica al resto.

4,5.2. 1, Contraste de la hipbtesis de que todas las <orrelacio-

nes candnicas poblacionales son nulas,

Cuando X e Y son dos vectores de variables aleatorias
con distribucidn conjunta normal las siguientes hipbtesis son equi-

valentes:

a) Los vectores Xe Yson independientes.

b) Los coeficientes de los modelos de regresibn lineal
multivariante de X sobre Y e Y sobre Xson nulos.

c) Las correlaciones canbnicas poblacionales entre X

eY son nulas.
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Para realizar el contraste de cualquiera de |las hipbtesis
anteriores tendremos en cuenta alguno de los resultados expuestos
en 4.4,1, tal como:

Las matrices Qy D 1 tienen las distribuciones:

11,2 1"
Q=02 05 Dy & Wp [ﬁ:u, q]
Dina = Dn-Di D5 Da € WP[-_E,,IH-Q-]

y ademés tales -matrices ; son independientes cuando las particio-
nes de la matriz D se han obtenido con muestras de tamafio N= n+1
procedentes de dos vectores de variables aleatorias independientes

con distribucibdn conjunta normal, Cuando &sto es asf, el estadfstico

1D )
|Ona+ Q|

e_/\-(P,q,n}

(86)

Puesto que las correlaciones candnicas son soluciones del determi-

nante

‘ Di ';:. Dai - 2D I B (87)

teniendo en cuenta |las expresiones de Q y Dur en términos de las

particiones de D (86) puede expresarse:

(4-c%) e A (pan) (88)

l1_\‘2 ]

Procediendo de forma similar puede |legarse a otros estadfsticos

que sean funcion de las correlaciones candnicas muestrales cuyas
distribuciones en el muestreo cuando se cumple la hipbtesis del

1 : .
contraste (1) sean las de los criterios expuestos en 4,5, 1,1,

E| estadflstico:

P
+ Q [Q +0u-%—]-l= + D Di‘c Da D.;l: g. Czu

-

(89)

(1) En este caso el cumplimiento de la hipbtesis del contraste va

incluido en suponer que Q y D,,;» siguen distribuciones de Wishart

independ ientes ,
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se distribuye en el muestreo seqlin el primer criterio de Pillai

Igualmente

P

}—ET'}‘": (90)

se distribuye seglin el segundo criterio de Pillai

P
> Ve fon)

se distribuye seglin el tercer criterio de Pillai
.P
= 4-ck (92)

Ty C Ei ‘

se distribuye segln el cuarto criterio de Pillai

‘PZ =X (93)

[ Aech

se distribuye segln el criterio de Hotelling

Cualquiera de los estadfsticos (88), (89), (90), (91),
(92) y (93) puede utilizarse para el contraste de la hipbtesis de
que las correlaciones canbnicas poblacionales entre los vectores
X eV son nulas. El procedimiento a seguir serfa el que exponemos

a continuacibn:

A partir de una muestra de tamafio N» p+ g+ 1 de los dos vectores
de variables se calculan las correlaciones canbnicas muestrales
y en base a ellas el valor que toman los estadfsticos (88)...(93).
Tales valores se comparan con &l cuantil 4 — ) de las distri_
buciones de probabilidades que siguen en el muestreo el estadis-
tico utilizado . . Si el valor obtenido en el estadfstico supera al
valor de la distribucidén se rechazaré al nivel-de sigpque las mues
tras obtenidas proceden de vectores con correlaciones canbnicas

poblacionales nulas. L.a cuestién asf planteada es simple y de apli-
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cacibn inmediata cuando las distribuciones tebricas estan tabula-
das. Una cuestibn a tener en cuenta en este tipo de contrastes es

la siguiente: ;Cuéll de los tests expuestos se emplearé para el con-
traste de la hipbtesis de que las correlaciones candnicas entre dos
vectores son nulas? Enjuiciaremos esta interrogante bajo el siguien
te comentario de Pillai“) "es conveniente que los es:adfsticos a emplear
estén basados en funciones de las rafces muestrales por ser estas
Gitimas invariantes ante ciertas transformaciones lineales; otra -
cuestidn a tener en cuenta es la disposicidn o no de grandes mues-
tras que puede afectar a |las aproximaciones que se nagan en la dis-
tribucién del estadfstico. Ademés hay que considerar propiedades

tales como insesgadez, admisibilidad, etc.

Hemos dejado para el final de este apartado el contraste
de la hipdtesis de independiencia entre dos vectores de variables
basado en el criterio de Roy . EI test para tal contraste estd cons
truido en base al principio de unién-interseccién. Lo expondremos

a continuacibn:

Consideremos dos combinaciones lineales de los vectores de referencia.

-
J‘,;; ET;  Zagt i“ Za (94)
A Za

El coeficiente de correlacibén entre las combinaciones lineales
anteriores es funcibn de a y b

aZub
Atap) = - (95)

Va-‘ZlC! b2 b

La hipétesis de quefuso es equivalente a que todos los coeficientes

de correlacidn entre las infinitas combinaciones lineales de la forma

(94) son nulas.

(1) Pillai, K.C. [33] p&g. 117 -121,
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La estimacidn del coeficiente de correlacibén (95) viene

dada por la expresibn:

a'Si b
¥(ab) = = (96)
c™SnG b"Sub
Aceptaremos la hipbtesis de independencia si v¥(a,b) ¢ v%

siendo \r}o et cuantil 4 - o d= la distribucidn tebrica del coefi-
ciente de correlacibdn ¥* cuando la hipbtesis del contraste es
cierta},par‘a un ) prefijado. La regibn de aceptacidn para la

hipbtesis anterior es la interseccibn:
2 2
n [V’ ("ﬂl—”)] g \rp (97)
a,b

siendo equivalente a

Max vilab)

a, b
- 1 -
El maximo valor dev(b)se obtiene cuando ¥ es la mayor corre-
lacidn canbnica muestral entre X e Y con lo cual queda justifica-
do la utilizacidn de C* como estadfstico para el contraste de la

hipbdtesis de independencia entre dos vectores,

8.5, 2: 2 Contraste de la hipbtesis de que parte de las corre-

laciones candnicas poblacionales son nulas,

Cuando la hipbtesis de que todas las correlaciones
candnicas poblacionales son nulas ha sido rechazada puede en-
sayarse la hipbtesis de que las (ltimas p-r correlaciones ca-

» -
nonicas son nulas,

En la definicibén del modelo canbnico muestral se

puso de manifiesto cdmo la matriz D,, es de rango p £ q aun-

que ésta se haya obtenido con muestras procedentes de dos vec-
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tores de variables aleatorias con matriz 2. de rango v<{p. Nos
corresponde en este apartado fundamentar el contraste de la hipb-
tesis de que dichas muestras proceden de vectores con sblo r co-

rrelaciones canbnicas poblacionales no nulas.

El procedimiento para obtener los tests que nos permitan
realizar el contraste de esta hipbtesis es similar al expuesto en
s e Nos centraremos aqul en los tests basados en el crite-
rio /\ de Wilks.

(1)

El estadfstico

F
> (a-ct)e A (p-v, avy nov)
: (98)
=V
lo cual permite |levar a cabo el anterior contraste. Ademés |a
' 2
distribucién de este estadfstico se aproxima a X segln la si--
L 2
guiente relacién —-(n—'/g_(P+q+i‘)) 0% il (v-c®) =» P (-vIxig-v))
L=
Lawley ha estudiado una serie de aproximaciones para
la distribucién del estadfstico (98) siendo un caso particular de

éstas la obtenida por Barttlet, Citaremos las dos siguientes:

12, - Cuando X e Y son dos vectores aleatorios
L g f 2 ’Z
~Drectans 2 2 T 1,060 5 X fieed] o0

Si las primeras correlaciones candnicas poblacionales son

¢
myn, > 2'1 = con lo cual la expresidn (99) coincide con la
iz i

de Bartlett.

(1) Ve&se Kshirsagar, A, [28], p&g.326.
(2) Lawley , D.N. [29], pag. 128-136.
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22, - Si Y es un vector no aleatorio la aproximacién obtenida

(1)

por Lawley es en este caso

U s 2
= [n-lo(pras)+ Z Vat ] Y M O-cl)5 X fie-xta (100)

en donde Bi son los elementos bil correspondientes

a la matriz de los coeficientes de regresidn de Xsobre Y,

Cuando los elementos de bi; son de elevado valorz,'ér'. pue-

de considerarse despreciable. Si en lugar de Bi se sustitu

: A 2z
yen los valores estimados;Bi= &, con lo cual:
. \-C

.
[n-Jaterarn + 2 el ] b R -c8)o 2Tl (101)

e L=y Lovrt

4,5, 3, Contrastes de hipbtesis relativas a los coeficientes del

modelo de regresidn lineal multivariante de Xsobre Y

End4,5. 2.1, hemos sefialado que las hipbtesis de nuli-
dad de coeficientes de correlacién canbénica poblacionales entre X e
Y y nulidad de los coeficientes de regresidén en el modelc de regrer
siébn lineal multivariante de X sobre Y son equivalentes, por tanto,

2 =
para contrastar la hipbtesis B:[o},( ) nos referiremos a 4. 5. 2. 1,

Los contrastes acerca de los coeficientes de regresidon

que aquf estudiaremos serén los siguientes:

N 9
12 .,.-Si B-= [Bﬂ‘ab] la matriz Be es una matriz predeterminada BY

22 , - Como caso particular del anterior la matriz Be-= [01

(1) Ve&se Lawley, D.N. [ 30 ] pé&g. 66.

(2) Denominaremos B a la matriz de coeficientes del modelo de
regresibn lineal multivariante de X sobre Y, Tal matriz en tér
minos de las particiones de la matriz de covarianzas adopta
la forma 8’2;2:1‘. Veése 2, 1,
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4,5,3.1. Contraste de |la hipbtesis de que la matriz Ba es una

. .. *
matriz prefijada Ba

Disefiaremos la prueba estadfstica para el contraste
de esta hipbtesis mediante el procedimiento de razén de verosimi-

(1)

litudes . Tal procedimiento consiste en obtener el estadfstico
para realizar el contraste como cociente entre el méximo de la
funcidn de verosimilitud de la muestra v el m&ximo de la funcidn °
de verosimilitud de |la muestra cuando se cumple la hipbtesis del

contraste, Para el caso que aquf nos ocupa dichos méximos resul_

(2)
tan ser:
v. pN
l/&N -/P
Masel ey I Du.z.)‘ : p:l 3 D2z Dy-D,20: 05, (102)
(ar) %
Yy
A T A . A kpWN
MaxU'. | Ouar (BB, (8:63)]7 5
9, q : D__M-h: Daa- Db Digh Dba
Daw Daula A " @
en donde 0,;,= Do Db:] n Ba-'—[o‘f-\-—om DLf.,D.J'D;Q,;. 2 Dyes [ 0wl D.:J

; - +
Obtendremos el estadfstico para contrastar la hipbtesis Be = Be
a partir del cociente entre (102) y (103),Si denominamos U a tal co

ciente

%’ I Dll-% ] _ an.t\
| Duz # (B8 Duunl A B)] 1PN

Para |llevar a cabo el contraste de la hipbtesis anterior es ne-

(104)

cesario conocer la distribucidn en el muestreo del estadfstico

(104). Puesto que las matrices Dy y D:-.z poseen distribuciones

(3)

Wishart independientes:

(1) Veése Fz, Trocbniz, A, [127] Cap. 35,
(2) Ve&se Anderson, T.W, [ 2] pag. 188
(3) Veése Anderson, T.W, [ 2] p&ag. 191
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D € Whp [Zu, n-q-l
Dz = We L=, ‘qz.]

el estadfsticoA tiene en el muestreo la distribucidn . .

Ae -/\- (P/ql/n')

Fijado este resultado el contraste se llevar a cabo
como sigue: a partir de una muestra de tamafio N se evaluari
el estadfstico (104) si el valor resultante supera al cuantil -
{-&de la distribucibén A para un nivel de significacidn determina-
do % se rechazaré a tal nivel la hipbtesis de que la muestra proce-
de de dos vectores de variables aleatorias en que los coeficientes

B de su modelo lineal asociado son la matriz B:,
a

4,5,3,2. Contraste de |a hipbdtesis de que |la matriz de coefi-

cientes de regresibn Baa Lol

Como ya indicGbamos en la introduccibén este contras—
te constituye un caso particular del anterior en que la matriz B:
prefijada es una matriz de ceros, Con &l se trata de averiguar qué
compoiientes del vector y puede considerarse que no tienen ningu-—
na contribucidn en la "explicacién! de la matriz de covarianzas del
vector X, El estadfstico a utilizar es anélogo al anterior si bien

. -
la matriz Dz se reduce en este caso con creto a

D:ol = D"-z—"" ( é“ an.b%& )

Daremos una justificacién intuitiva de tal estadfstico: el numerador
contiene el determinante de la matriz de errores de regresibn cuan
do no se ha efectuado ningunarestriccibdn en loscoeficientes, Es decir

ia diferencia entre las matrices Dy y D,,D;,0,,. EI denominador su
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pone la diferencia entre Duy la reconstruccién de esta matriz por
. - =) -
la regresion de X sobre Yor Yawa*++ - YieS decir D, Duy0,,Si los com-
ponentes = vy, .... yson independientes de X, esta matriz muestral !
L]
”
tendra unos elementos prdximos a los de D, Di} Dy por tanto una

P - o - -
evaluacion del estadistico conducird a un resultado prc';xlmo a

la” unidad . Una prueba estadfstica més concreta se realizaré
comparando tal cociente con el valor del criterio _A_ (p, q,n) para
un determinado nivel de significacién, Si el cociente supera al va-
lor en la distribucién _A. se rechazaré a tal nivel que los coeficien

tes de regresidn Ba son nulos,

Haremos un Gltimo comentario en torno a los coeficientes
del modelo de regresidn lineal multivariante de ¥ sobre X Dificul-
tades de tipo préctico son las que impiden el disefio de pruebas pa-
ra el contraste de hipbtesis relativas a tales coeficientes, Estas
dificultades son las mismas que en 4, 4, nos impidib obtener la dis-
tribucidn en el muestreo de los vectores candnicos H y pueden sin-
tetizarse en que el numerador y denominador del estadfstico (104)
no siguen distribuciones Wishart, No tenemos referencia de que se
haya estudiado la distribucién en el muestreo del estadfstico que re
sulta de dividir los m&ximos de la funcién de verosimilitud en el ca-

so que aqufl heiros mencionado.



CAPITULO V: Los modelos muestrales de los modelos ca-

nénicos parciales.
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5. 1. Introduccibn

Si el modelo muestral en el an8lisis canbnico cl&sico ha tenido
un tratamiento adecuado por lo menos en el '"null case'' y con distri-
buciones normales no podemos decir lo mismo de los modelos muestra-
les asociados a los incluidos en el anélisis canbénico parcial. La téni-
ca seguida por sus autores ha sido la de exponer el modelo matemético
y si acaso referirse a algln test de hipbtesis en relacibn a los par&me-

tros poblacionales.

Creemos que han sido dos las causas del estado actual que presen-
ta la estadfstica de la inferencia en estos modelos: su reciente aparicibn
dentro del anélisis multivariante y las dificultades de estudio que es
te tipo de desarrollo lleva consigo. En relacién a la primera diremos que
modelas canbnicos tales como los G] y G2 expuestos en el capftulo Il -
datan de fechas todavfa muy recientes por lo que es presumible que se
esté todavfa trabajando en las distribuciones en el muestreo de los es
timadores de sus par&metros. En cuanto a la segunda czusa es bien sa-
bido los problemas de tipo matemético que se plantean en el desarrollo
de toda teorfa muestral dentro del anélisis multivariante, en este caso
tales problemas se ven acrecentados al referirse a vectores de varia-

bles aleatorias obtenidos de los originales a través de sucesivas trans-

formaciones,

Daremos por descontado que todos los desarrollos efectuados en
este tipo de modelos se han realizado bajo la hipbtesis de normatidad
en la distribucibn de probabilidades conjunta de los vectores de varia-
bles aleatorias que intervienen. Esta hipdtesis goza de singular impor-
tancia en la interpretacién de los resultados obtenidos en los modelos
parciales en términos de las matrices de covarianzas de las distribu-

ciones condicionadas,
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Distinguiremos en este capfltulo dos partes bien diferenciadas:
La primera de ellas estaré dedicada al estudio del modelo muestral
del anélisis canbnico parcial de Rao, R.B. Este autor en la expo-
siciébn de tal modelo Unicamente hace referencia al procedimiento
de obtencibdn de estimadores de méxima verosimilitud para las co-
rrelaciones canbnicas parciales. Posteriormente Timm y Carlson
presentan un test de hipbtesis para el contraste de que las corre-
laciones canbnicas parciales poblacionales san nulas. Completare
mos en este trabajo una serie de cuestiones relacionadas con el
modelo muestral del anélisis canbnico que fue éxpuesio por -
Rao; expondremos el procedimiento de |legar a estimadores de méa-
xima verosimilitud de los vectores canbnicos parciales asf como
las distribuciones en el muestreo de los estimadores de méaxima ve-
rosimilitud de las correlaciones canbnicas parciales y de los vec-
tores canbnicos obtenidas con un conjunto de restricciones anélo-
gas a las que se utilizaron en el 4, 4,2 y 4, 4,3; también expondre
mos un conjunto de pruebas de hipbtesis relativas a las correlacio-
nes canbnicas parciales; éstas estarén basadas en los criterios in

troducidos en el capfltulo IV,

La segunda parte |a dedicaremos a exponer los resulta-
dos muestrales a que se ha |llegado en el resto de modelos canbnicos

parciales, S e, 5

Aunque este capftulo est& dedicado a la inferencia en los
modelos parciales no queremos terminar este trabajo sin hacer
una referencia al modelo muestral del anélisis canbnico genera-
lizado, Citaremos un comentario de Paul Horst a tal efecto !''nin-

glin intento ha sido hecho en obtener test de significacién para es
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tos modelos; es probable que tales derivaciones serfan de
bastante dificultad'". Aunque ha transcurrido cierto tiempo
desde que Horst presentd sus modelos canbnicos generaliza-
dos no hemos encontrado en la literatura sobre el tema ningu

na referencia que trate la cuestibébn aquf considerada.

Puesto que toda la problematica de los modelos
candnicos generalizados gira en torno a la interdepen dencia
entre més de dos vectores de variables aleatorias expondre-
mos los tests de hipdtesis para llevar a cabo el contraste de

tal independencia.
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5. 2. El _modelo muestral del anélisis candnico parcial de Rao.

5,2.1, Consideraciones preliminares

Sean (X} Y¥7 27 ) vectores de variables aleatorias definidas
conjuntamente con distribucién N (w,Z) de dimensiones p qr: p ¢ q
y consideremos una muestra de tamafioNsmwi)pigev Dicha muestra pue-
de ser expresada en la siguiente matriz:

_DCu Ags -+ Xy T

b T 47 BT \1_It
: : 3 o
Xip Xap--- Xup
W i~ i b4 .
AR R
2y P - z‘ll 7

[ S dar - - 3wy]
Teniendo en cuenta las matrices introducidas en el apartado 4. 1

la matriz de covarianzas muestral entre (X' %%, 27) da lugar a:
;s YV g

S- RLW[I Enu]w

(2)
Denominaremos D a la matriz
_ LT u] i
D:=WLT-Ew | w (3)
_ D
~* ™~ (4)

La expresidn particionada de la matriz W permite obtener las par

ticiones de la matriz definida en (3)

Eun][x | ¥ \Z] (5)

D-

N(l'(cIX(
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iﬁ‘%“]f )?[I- -ET:;']?— REI—ET:;JE ’—Du Du. Du—

D = [¥[r-Su]¥ v (- Bun " ¥{r-efs (6)

= | Da D Ve
2[FEfx 2[1- F%]F:‘éb-ﬁ-,?]i Da Du Oy

|-

y por (4):
Siu S 5|3 D"/N D'};‘ 0'2‘
Sy S on | e D2y, Duy, Oy (7)
Sa S Sn Dlyn Oty Doy

5.2. 2. Definicibn de las correlaciones vy vecfores: candnicos

parciales muestrales

Definiremos tales correlaciones y vectores de forma
anéloga a como se hizo en el modelo poblacional, es decir,
sustituyendo las particiones de |la matriz de covarianza pobla

cional por an&logas particiones obtenidas a partir de la ma-

triz D.

En base al comentario anterior denominaremos vectores

candnicos parciales muestrales a |os vectores

»::- GTQx
o= H Gy (8)

en donde G y H son las soluciones de los sistemas

[Dn.; D:z:.s Davs - o D"-3] G =0 (9)

[ Dara Dira Dus - o Du.;] H =0 (10)

3 Diy.s = Dig-Dia D3y Dyy  ; {,3- 4,2
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y los vectores de variables @y, e" :

Q;\I X - Z.:Z-I;';z
Cr= Y- Z2s Z332. (11)

Igualmente se denominan correlaciones canbnicas parciales
muestrales a |las rafces cuadrados con signo positivo ordenadas en
forma decreciente de las soluciones comunes a las ecuaciones deter

minantes :

' \ Diz.a D-:.:L?. D.u.g-c-z Dn.a\ =0

‘ Dai.a D-I:'& D23 - D!I-'S\:O (12)

5.2.3. Estimadores de mlxima verosimilitud de las correlaciones

y vectores canbnicos parciales,

La obtencibén de estimadores de méxima verosimilitud para
las correlaciones y vectores candnicos parciales est& basada en

una serie de resultados que vamos a exponer a continuacidn:

12, - La matriz NS = D constituye un estimador de méaxima
S . 1)

verosimilitud de la matriz N> (
22, - Si se considera la matriz de covarianzas entre los

vectores de variables ( @x, ey.)

23 - Zu.g 2_\2-3

Z-.J Z:.?. “ 3)

el estimador de méaxima verosimilitud de NX es |a

matr‘iz:(z) Disg = [Dn.‘s D.:..-;]

PDai.y D

(1) Ve&se nota (1) de la pagina 30,
(2) Ve&se Anderson, T.w., L2 ] pag. 181,
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32, - La transformacibn de las variables aleatorias
contenidas en la matriz D a las variables con-
tenidas en las matrices G, Hy C segln las si--

guientes ecuaciones:

GT D_ll-’b G = Ip G e :
H*Daa G=Cc* C=[C‘\0_J?= 0"-0 o]
HT DnnaH = Iq £ Sed

es una transformacidn donde coinciden el nlmero de

(1)

ecuaciones y de nuevas variables

Los resultados contenidos en los puntos 22 y 32 permi-
ten la aplicacibn a este caso concreto del teorema fundamental de
4.3. - I\, Por cumplirse las hipbtesis de tal teorema G, Hy C son
las matrices que contienen los estimadores de maxima verosimili-
tud de las correlaciones y vectores de coeficientes canbnicos par-
ciales.

5. 2. 4. Distribuciones en el muestreo de las correlacio-

nes y vectores de cecficientes candnicos.

5.2.4.1. Introduccibn

Utilizaremos en este apartado un conjunto de resultados
que ya fueron presentados en 4. 4, 1, que nos serviran como base
para la obtencidén de las distribuciones que aqul nos ocupan, En

particular nos referiremos a los siguientes:

S A‘-y B"son dos matrices de variables aleatorias con distribu-

ciones independientes
AY < Wp [f, W‘]
8‘ < W? EEI Vl]

la distribucidn de las rafces caracterfsticas y vectores asocia-

Poa-p
(1) La afirmacibn anterior es cierta si en la matriz Hy : H: [H.ll-lJP
se exige a sus elementos las mismas restriccciones que en el

apartado 4. 3. Cap. IV,
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dos al sistema:
[ A*- ¢ [aA%87]] Y=0

tienen las siguientes funciones de densidad:

+ . nl’aﬁ F[,‘(,,(M*-l-f)] P hx(u—r-l;}l ‘{‘_le) .
e ] (-1 -
fl P Caton-0)] PLatwn-0] P Ly(en] ot E;‘H‘ B (1a)
i
en donde F = -h_.O Yy 41240 4u--2320
(s +y

] sl vt ey LRI Y
)N T Leew 0] -2t e “Pe

o
f\“‘mP P [A(u.u-;-t‘- ;)_]
(15)

La obtencibn de las distribuciones en el muestreo de las co-
rrelaciones y vectores canbnicos parciales requiere demostrar que

las matrices:

D g < Dus Duas Das
Du.: Dit.; Da.l.'s

poseen distribuciones Wishart inde pendientes con par&metro comln. I,,
La demostracidn de este resultado exige una serie de hipbtesis bas-
tante restrictivas y es para el caso en que se cumplan tales hipbte-

sis para el que obtendremos las distribuciones ya citadas. Igualmen

te para llegar a tal resultado es necesario el estudio de las -
distribuciones en el muestreo de algunas matrices de variables alea

torias que van a ser expuestas en el apartado siguiente,

5.2.4,2, Distribucidn en el muestreo de ciertas matrices de varia-

bles aleatorias

Consideremos la matriz D obtenide con muestras con las
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caracterfsticas sefialadas en 5, 2. 1,

12, - La matriz D (a!_-r) WP*‘{*" [.Z, h-_\

(2)

22, - La matriz

Du Dy | 6T 3] [
[01. o,,}_ [Du] D3 [0 Dz:J € WM [2:5, n_‘]

(16)

cuando D,y D2y D"; se han obtenido a partir de una

matriz Z de elementos no aleatorios.

32, - Si D es una matriz obtenida a partir de una muestra

de tamafio N procedente de una distribucidn normal
N (s..zl)
B Bt 2
Cuando a) N> p+q+l
b) v es un vector no aleatorio

C) Eu_ =

* —" - - - -
Las matrices Dyay D,, Du-Dt-l siguen distribuciones

Wishart independientes

Da0RDy & Wp [Zp, g

17)
Ouz & W, [z'") n—q] (

Operando en (16) se obtiene

(1) La obtencidn de la distribucidn en el muestreo de la matriz
D cuando &sta se ha construido con muestras de tamarfo N de

un colectivo N pssv(™,X) puede verse en Anderson, T, W.,[ 2 ]
cap. 7.

(2) Ve&se Khsirsagar, A. [28] pég. 109,
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0“_'5 Dl&.S e w [Z.s} n-v—]
011_3 Ou.‘l

La aplicacién del resultado del apartado 3 a esta matriz nos

permite realizar la siguiente afirmacibén:

Du.a-Dus Dirs Dus W, [Zu.sj n-v-—q] (1e)

Diz.a Dty Daa € Wy EZH-:,"Ij o

y ademés son independientes cuando se cumplen las siguien-
tes hipbtesis

a) N-v » p+q+i.

b) €4.es un vector no aleatorio

c) =i2.3=0

5.2. 4. 3. Distribucidn en el muestreo de las correlaciones

canbnicas parciales muestrales.

Las distribuciones de las matrices estudiadas en el
apartado anterior nos va a permitir llegar a la distribucidon
en el muestreo de las correlaciones candnicas parciales mues-
trales cuando &stas se han obtenido con muestras procedentes

de vectores @x V Q.x‘ independientes.

En efecto, considerando la ecuacibn determinante

Dn.a Dz_z‘.a Daiz ot D \ =0
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y los resultados obtenidos en (18) v (19) es inmediato obtener
la funcibén de densidad de tal distribucibén sin més que realizar
los cambios convenientes en los par&metros de la funcidén (14),

Esta resulta ser:

' o
n*% l;(,l"['/z‘“*ﬁ-”'*ﬂ P o2h(apd) WP
= nec: n(-c) QT(C%"C-'E?\ (20)

i P[(nvar-0)) P Latan] ea ]

Het-cp)

5.2.4.4, Distribucibn en el muestreo de los vectores de coeficien-

tes-.canbnicos parciales,

Por idéntico motivo que en el modelo canbdnico de dos
vectores de variables aleatorias Gnicamente obtendremos aquf los
vectores canbnicos contenidos en la matriz G que satisface la ecua

cibn

[ DlLaD;.IZ; Da.l..g "C:‘ Dll.‘;] G"—‘ O

De nuevo los resultados obtenidos en (18) y (19) permi-
ten llegar a la funcibn de densidad de tales variables a partir de
la funcién (15) sin mas que realizar la adaptacién necesaria en sus

par&metros. Procediendo de esta forma llegamos a la siguiente

funcidn
o & .1
i P Les1-0)] ~@) yot (avep) ghZia G
(6)= L Zus 30 IGJ\ 3 e (21)

Q:',u-v--z)q FUL(“'H':B
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5.2.5. Pruebas de hipbtesis an el modelo canbnico parcial

E| conjunto de resultados a que se ha |legado en el apar-
tado 4.5. nos va a permitir fundamentar una serie de contrastes

de hipbtesis en torno a los par&metros poblacionales del modelo.

Un resultado basico en el que nos apoyaremos en todas
las cuestiones que aqul vamos a tratar es el que hemos puesto de
manifiesto en las expresiones (18) y (19). Los comentarios ante-
riores nos permiten la construccidén de una serie de estadfsticos
que vamos a exponer a continuacidn y que utilizaremos en los con

trastes de hipbtesis acerca de las correlaciones canbnicas.

5.2.5.1. Contrastes de hipdtesis relativos a las correlaciones

candnicas parciales

5.2.5.1.1, Contraste de la hipbtesis de que todas las correla-

ciones candnicas parciales son nulas

Los resultados obtenidos (19) y (20) permiten fun-
damentar los tests de hipbtesis que utilizaremos en el contraste
- =t N
que aquf nos ocupa. Puesto que las matrices Du.a y Dia Dias :),;,m
poseen distribuciones Wishart independientes en base a ellas pue-
den construirse una serie de estadlsticos cuyas distribuciones en

el muestreo son los criterios expuestos en 4,5, 2, 1,

Ya que las matrices anteriores (nicamente siguen

las distribuciones citadas cuando se cumple la hipbtesis del con-
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traste (correlaciones canbnicas parciales poblacionales nulas)
es inmediato llegar a los tests estadfsticos para realizar |a prue

ba mencionada, ‘

< " 1
Entre la variedad de estadfsticos que pueden formarse( nos
referiremos aqufl a los que siguen en el muestreo distribuciones de

uso mas frecuente como son:

f

ﬂ (i-C%)é_A_(P,‘i, n.-v) (20)

1=\

4 . 7L
G & ﬁ‘\'
= A+cd © (21)

Lat
Cualquiera de estos dos estadfsticos puede utilizarse para
el contraste de la hipbtesis del enunciado. Procederemos como si-
gue: Si evaluados a partir de una muestra (20) y (21) superan a los
valores en las distribuciones respectivas a un determinado nivel de
significacién )@ se rechazaré a tal nivel la hipbtesis de que las
muestras proceden de vectores de variables aleatorias con correla-

.

ciones canbnicas parciales poblacionales nulas,

E| contraste puede realizarse también en base a las apro-
ximaciones estudiadas del cpijiterio A sin més que realizar la
conveniente modificacibn en sus parametros. Procediendo de esta

forma se llega al siguiente resultado:

[( )- Pﬂu] Ln F( (1 C@) b )(Z( ; ) )
- (n-v T i A P9 (22

(1) También en base a las rafces de la ecuacién | Dua Dit.a Dary-C Dus|=¢
pueden construirse estadfsticos que sigan en el muestro los cri-
terios de Pillai y Roy, y a partir de ellos realizar el contraste
que aqul nos ocupa,
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5.2.5. 1.2, Contraste de la hipbtesis de que parte de las correla-

ciones canbnicas parciales son nulas

Cuando ha sido rechazada la hipbtesis anterior puede
ensayarse la siguiente: ''las Gitimas p-s :s¢pcorrelaciones candni

cas parciales poblacionales son nulas!'l,

Una simple correccidn de los par&metros en la distribu-
cidn del estadfstico (98) permite Ilegar a la del que seré utilizado

en el contraste de esta hipbtesis;tal es :

P
> (|..C:f) e A (p-v, g-v, n- v*—s) (23)

=341

. . . . 4
que puede aproximarse a la distribucidn /Y, seglin la expresibdn

=z
o [h_\r- Y, (P+a )] L _HWU-C-!‘.] = x‘lKP“"H‘\-")] (24)

De la misma forma podrfan obtenerse para este caso concreto las

(1)

dos aproximaciones debidas a Lawley -

5. 3. El modelo muestral en el resto de modelos parciales

Nos referiremos aquf al modelo muestral de los modelos cand—

nicos biparcial GI y G Un tratamiento paralelo al realizado en el

2.
modelo de Rao podrfa efectuarse previa prueba de que las matrices

de variables aleatorias que intervienen en |la definiciébn de las corre-
laciones canbnicas muestrales de este tipo de modelos siguen distri-

buciones de Wishart independientes,

(1) Veése las expresiones (99) y (100) de este capftulo.
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Unicamente expondremos aqufl una serie de tests de hipbtesis
que para sus respectivos modelos han elaborado Tirm y Carlson vy
Sik =Yum -~Lee. Todos ellos est&n referidos a las correlaciones
canbnicas entre vectores de variables resultantes de eliminar |las

influencias lineales supuestas,

12 Tests de hipbtesis acerca de las correlaciones candni-
cas biparciales,
Para el contraste de la hipbtesis de que las correla
ciones canbnicas X, y )(2 después de eliminados los
efectos lineales supuestos en G -Ill son nulas , Timm

(2)

1 - " .
y Car‘lson(czms:der‘an el siguiente estadflstico

? (h.?.)
[:(N- wex (N3, My) -\ )— “_3_“;1;:_&‘ In !1('"’ Cll..) (25)

T
mostrando que se aproxima a la distribucién X (W)

22 Tests de hipbtesis acerca de las correlaciones cand—
nicas G G
1Y Pa
Para el contraste de las hipbtesis que aqul hemos

. ; 2 s
mencionado Sik - Yum --I_ee( ) propone los siguientes
estadfsticos:

- z(6.)
[N-V\S-W\a)‘{“wni)'— 'L.'*!“_E:qhﬂ("cl ) (26)

(&1}

(Ge)
[N_n;-luh)‘(“‘i]nB) = y.ll.ﬁq{r-l] Llﬂﬁl( |—sz ) (27)

(1) Timm y Carlson [48 ] p&g. 165-196
(2) Ve&se la notacidn utilizada en 2. 2. 3. y 2.2.8. v 2.2.5,
(3) Sik-Yum-tee [47], phg. 417-421.
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2
Cuya distribucidn en el muestreo se aproxima a X (nix ne)

5. 4. Referencia al modelo muestral de los modelos candnicos

generalizados

A falta de un desarrollo especffico de los modelos muestrales
del andlisis candnico generalizado expondremos aquf un aspecto re-
lacionado con esta cuestibn tal como es el contraste de independen-

cia entre un conjunto de més de dos vectores de variables aleatorias,

1 ; . e
Wilks( ) ha obtenido: el estadfstico para el contraste de : _
esta hipdtesis mediante el procedimiento de razén de verosimilitu—

des. Expondremos una sfntesis de tal procedimiento: Si (X' ,)(2. . .3(]()

42 Npe ey con

distribucidn conjunta normal de par&metros {m, S ) la hipbtesis de

son vectores de variables aleatorias de dimensiones n

que(xI,Xz. - .Xk\ son independientes es equivalente a |la de que las par
particiones de 2 - ZJ-= [0] Vi#7. Si a partir de N observaciones
de los vectores X' ,Xz. - .Xk se construye la funcidn de verosimilitud
de la muestra el cociente de los méximos de tal funcién cuando no se
hace ninguna restriccibén y cuando se incluye en ella el cump!imiento

(2)

de la hipbtesis del contraste resulta ser:

I N
| D4
1 1D:e]

siendo Dii las particiones diagonales de la matriz D definida en

4,1, (6).

Para |levar a cabo el contraste de la hipbtesis que aquf nos

ocupa es necesario conocer la distribucién en el muestreo del es—

(1) wilks, S.S. [ 52] p&g. 309-326.
(2) Anderson, T.W. [2], p4g. 230-233,
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tadfstico (28). Entre las aproximaciones dadas a tal distribucién
citaremos la siguiente:

YA
_V}_L.n 2(/{‘——> X’z(+) P N=na)
R (29)

. : 1 .
cuando la hipbtesis del contraste es cner*ta( ) ; siendo

Si a partir de una muestra se evalua el estadfstico (28)
1
la comparacibn con el valor en la distribucidn /Z(ﬂa un determi-
nado nivel de significacién [ permite establecer la regla de

decisidn de la prueba.

t <
]
Si %""A > Xplt) se rechazara la hipbtesis de que las mues-

tras proceden de vectores de variables aleatorias independientes

(1) Ve&se Morrison, D., [ 33] pé&g. 212.
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CONCLUSIONES

Dentro del capftulo dedicado a las conclusiones de esta me-
moria distinguiremos dos tipos: Las que constituyen resultados de

carécter general dentro del anélisis canbnico y las que contienen

nuestras aportaciones al anélisis canbnico.

A) CONCLUSIONES DE CARACTER GENERAL

PRIMERA: La mayor parte de los métodos del anélisis mul-
tivariante pueden agruparse en dos grandes bloques: Anélisis exter
no e interno. En las técnicas que constituyen el anélisis externo se
estudia la relacibén entre un vector de variables X (puede ser o no
aleatorio) y otro vector externo Y (fdem) , mientras que las inclui-
das en el anélisis interno tienen por objeto analizar la relacibn y
variabilidad entre los componentes de un Gnico vector X (modelos

de componentes principales y factorial).

SEGUNDA: EI anélisis canbnico es la técnica por excelencia
del anélisis externo y constituye un marco genérico en el gque que-
dan incluidos otros tipos de mé&todos multivariantes como son:

- Anélisis de varianza y covarianza multivariantes. En este
caso el vector externo Y est& formado por componentes que son va-
riables "dummy!!,

- Andlisis discriminante multivariante. A este mé&todo se lle-
ga cuando se supone que el vector X es el que tiene componentes
"dummy!''. En este caso los componentes del vector canbnico V cons
tituyen las funciones discriminantes.

- Tablas de contingencia. También pueden formularse como

caso particular del anélisis canbnico en donde tanto el vector X co-

mo Y tienen componentes "dummy!'",
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TERCERA: EI anélisis canbnico introducido por Hotelling
constituye la generalizacibén natural del modelo de regresidn mGlti
ple extendido este al caso en que el regresando lo constituya un -
vector de variables aleatorias. Las primeras variables canbnicas
son las combinaciones lineales de los vectores de referencia X, VY
que tienen correlacibn mdxima; la s segundas variables canbnicas
son las combinaciones lineales de los vectores de referencia inco-
rreladas con las primeras y que tienen correlacidn méxima; las r-ési
en donde J = ?-!'3.?_9} es

12 nl Zae
la matriz de covarianzas conjunta de los vectores X e Y ), son las

mas variables canbnicas (r= rango de X

combinaciones lineales de los vectores de referencia incorreladas

con las previamente obtenidas que presentan maxima correlacibén.

B) CONCLUSIONES QUE CONSTITUYEN NUESTRAS APOR-

TACIONES AL ANAL ISIS CANONICO.

PRIMERA: Si uI y v'

| sobre Y y de v' sobre X en donde X e Y son

los vectores aleatorios de referencia, tienen unos coeficientes de -

son las primeras variables canbnicas

las regresiones de u

regresibn que son proporcionales a la primera pareja de vectores de

coeficientes canbnicos {m II) siendo el factor de proporcionalidad

l’
en ambas regresiones la primera correlaciébn canénica /(. . Ademés
el cuadrado de los errores de regresién en ambas regresiones es Ai- A
Anéloga propiedad cumplen las segundas ... r-ésimas variables ca-

nbénicas .

SEGUNDA : Los vectores canbnicos son entes matemé&ticos
que pueden no tener significaciédn en términos de variables concretas.

Los métodos de rotacidn permiten hallar vectores transformados de



205

los canbnicos que conserven susprincipales propiedades y cuya iden-
tificacibn, debido al contraste creado entre los elementos de los nue-
vos vectores de coeficientes, sea més féacil, Cuando se transforman
ortogonalmente y con la misma matriz de transformacibn, los vectores
canbnicos se conserva la incorrelacién intra-grupos asf como la traza
de la particién inter-grupos de la matriz de covarianzas conjunta. Fi-
jadas estas caracterfsticas de la transformacién ortogonal com@n para
su chlculo no existe inconveniente en uttlizar los procedimientos de ro-

tacibn ortogonal del anélisis factorial.

TERCERA : EI| modelo canbnico parcial mas general de los ex-

puestos en la literatura estadfstica (Modelo Gz—bipar‘cial de Sik-Yum-L ee)
puede generalizarse bajo una estructura de dependencias a la que hemos
denominadd'extensidn lineal del modelo de Rao!". Seglin esta generaliza-
cibn el modelo canbénico parcial L(3) es el modelo de Rao, L(5) es el mo-
delo Gz—biparcial de Sik-Yum-Lee y L(7) modelo que hemos desarrolla-

do en esta memoria incluye como casos particulares a los anteriores.

CUARTA: Igualmente el modelo Gz—biparcial puede generalizar-
se bajo otra estructura de dependencias a la que hemos denominado '"ex-
tensibn circular del modelo de Rao!'. En base a esta generalizacibn el
modelo C(3) coincide con el de Rao; C(5) coincide con el Gz—biparcial
y C(7) modelo que hemos desarrollado en este trabajo incluye como ca --

sos particulares a los anteriores y al modelo L(7).

QUINTA: Las extensiones lineal y circular del modelo de Rao
pueden sintetizarse en forma genérica en los modelos L(2n+1) y C(2n+1)

que aquf han sido expuestos. Tales modelos coinciden para n= 1y 2;
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si N>2 los modelos canbnicos que se originan tienen estructuras
de dependencia asociadas en donde la del modelo L(2n+1) siempre

esté incluida en la del modelo C(2n+1).

SEXTA : EI anélisis canbnico de Hotelling no puede gene-
ralizarse a més de dos vectores aleatorios de referencia sin pér-
dida de alguna de las propiedades de los vectores canbnicos como
es la incorrelacibn entre componentes de distinto ordinal al consi-

derarlos intergrupos.

SEPTIMA : Los modelos canbnicos generalizados admiten
una nueva extensidbn como es la consideracibn en tales modelos de
vectores de variables aleatorias en los que se han eliminado las -
influencias lineales de otros. A estos modelds presentados en esta
memoria los hemos denominado modelos canbnicos parciales gene-
ralizados. Con la anotacidn ya introducida hemos expuesto los si-
guientes: L (3)-C(3) generalizado, parte y biparcial generalizado,
G] generalizado, L(5)-C(5) generalizado. También pueden exten-
derse las estructuras de los grafos de los modelos L(7) ... L(2n+1)
y C(7) ... C(2n+1) sin m&s que considerar bloques de vectores alea-

torios.

OCTAVA : Cuando las correlaciones y vectores de coeficien
tes canbnicos parciales muestrales se obtienen como soluciones de
los sistemas:

[ Di23 D3z.e Dana - ¢? Du.s—j G=0 ! G Du.36= Ip

L Dans Dits Dies -2 Dzz.s] H=o0 : H DausH = I‘t
las matrices de variables aleatorias C G y H constituyen estimadores
de méxima verosimilitud de las correlaciones y vectores de coeficien

tes canbdnicos poblacionales _A., L y M,
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NOVENA: L. as distribuciones en el muestreo de los estima-
dores de m&xima verosimilitud de las matr*ices./\. y L del modelo
canbnico parcial de Rao pueden obtenerse en forma similar a las
de las distribuciones de estos estimadores en el modelo canbnico
de Hotelling en base a que las matrices de variables aleatorias
Dia-Diaa D{;,;D,uy Du; D3ty Daws que intervienen en la defini-
cibn de las correlaciones y vectores canbnicos parciales mues-
trales poseen distribuciones de Wishart independientes cuando
tales matrices se han obtenido con muestras de vectores que pre-
via eliminacidén de las influencias lineales de otro son independien-
tes y con distribucidn conjunta normal, EIl resultado anterior nos

ha permitido obtener las dos conclusiones siguientes:

DECIMA : La funcidén de densidad de la distribucibén en el
muestreo de las correlaciones canbnicas parciales muestrales cuan
do éstas se obtienen en vectores con las caracterfsticas sefaladas
en la conclusidn anterior es la misma que funcibn de densidad de la
distribucién en el muestreo de tales correlaciones en el modelo de
Hotelling. Unicamente hay que sustituir en esta Gltima el par&metro
N por N-r en donde N es el tamafio de la muestra y r el nlmero de

componentes del vector aleatorio cuya influencia lineal se elimina,

UNDECIMA : La funcibn de densidad de la distribucidén en el

muestreo de la matriz de vectores de coeficientes canbnicos parcia-
les G también puede obtenerse a partir de la funcibn de densidad de

las variables contenidas en idéntica matriz en el modelo de Hotelling
sin m&s que sustituir en esta Gltima el parédmetro N por N-r y la ma-

triz W por Z\.3
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