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Resumen

El objetivo de esta tesis es el estudio y desarrollo de nuevas métricas que
amplien la forma tradicional de medir la distancia entre casos, siendo de
aplicacion en algoritmos de clasificacion como k-NN vy, plausiblemente, en
otros como las maquinas de vectores de soporte (SVM).

Su aplicacion estd ligada a problemas de clasificacion en los que los casos se
puedan expresar mediante un conjunto de atributos, los cuales seran
representados como colecciones de valores numéricos (vectores). Partiendo
de un conjunto de casos empiricos previamente bien clasificados, se elegiran
u optimizaran los parametros de la métrica, la cual serd posteriormente
aplicada para calcular la distancia entre dos casos cualesquiera (y asi poder
evaluar la similitud entre ellos).

En esta tesis se ha disefiado en primer lugar una métrica, denominada BTW,
inducida por una transformacién. Propone una misma expresién matematica
para realizar el calculo de las distancias en todo el espacio de los atributos (es
pues una métrica global). También se ha propuesto otra métrica, a la que se
le ha puesto por nombre LOM, cuyo célculo de la distancia depende de un
conocimiento “a priori”, y en el que dicho calculo varia dependiendo de la
localizacién de ambos casos (es una métrica local).

Estas nuevas métricas estaran orientadas, bien a disminuir el tiempo que se
tarda en buscar los vecinos mds proximos a uno dado y la cantidad de
memoria requerida para almacenar la informacién que permite realizar esta
tarea (métrica BTW); bien a mejorar la precisiéon de los algoritmos de
clasificacion (métrica LOM).

Las prestaciones de la métrica BTW y su algoritmo asociado han sido
evaluadas mediante problemas reales que nos permiten asegurar que,
manteniendo una alta precisién en la clasificaciéon, se consigue reducir el
espacio de almacenamiento y el tiempo necesario para encontrar los vecinos
mas proximos de un caso dado.

Para la métrica LOM se ha disefiado un problema sintético que, resuelto
mediante un algoritmo de clasificacién basado en los vecinos mas préximos,
permite comprobar una mejora en la precisiéon de la clasificacion (al comparar
sus prestaciones respecto al mismo algoritmo cuando usa una métrica
euclidea).



Abstract

The objective of this thesis is the study and development of new metrics which
modify the traditional method of measuring the distance between two cases.
They could be used in classification algorithms such as k-NN and, probably,
in some others like Support Vector Machines (SVM).

Its application is bound to classification problems in which the cases can be
expressed by a collections of attributes (that are represented as vectors of
numerical values). From a set of well-classified empirical cases, the metric
parameters will be optimized, and this metric will be later applied to calculate
the distance between any two other cases (and this way, evaluate the
similarity of the two cases).

In this thesis, first of all, a metric induced by a transformation, called BTW,
has been designed. This metric poses the same mathematical expression to
calculate the distances in all the attribute’s space (it is a global metric).
Secondly, a metric called LOM is also proposed, its distance calculation
depends on a beforehand knowledge, and distances between cases vary
depending on the location of both (it is a local metric).

These new metrics will be oriented on the one hand (BTW metric), to decrease
the time to find near neighbors and reduce the required memory to carry out
this work. On the other hand (LOM metric), to improve the precision of the
classification algorithms.

The benefits of the BTW metric have been evaluated with real problems. Their
analysis allow us to claim that, maintaining a high precision in the
classification, both, the storage and time to find the nearest neighbors to a
given case, are reduced.

For the LOM metric, a synthetic problem has been designed. This problem,
solved by a nearest neighbor classification algorithm, lets us validate an
improvement in the precision of the classification (when comparing it to the
results of the same algorithm using a Euclidean metric).
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Laburpena

Tesi honen helburua, kasuen arteko distantzia neur dezaketen edota k-NN
motako sailkapen algoritmoetan, eta ziur aski oinarri bektorezko makinetan
(SVM), aplikagarriak diren metrika berriak ikertu eta garatzea izan da.

Metrika berri hauen aplikazioa, kasuak ezaugarri multzo baten bidez adierazi
daitezkeen sailkapen arazoei lotuta dago. Ezaugarri hauek, balio numeriko
sorta gisa azaltzen dira (bektoreak). Aurretik sailkatutako kasu enpiriko
multzo batez abiatuz, metrikaren parametroak optimizatuko dira. Geroago,
metrika hau, edozein bi kasuen arteko distantzia neurtzeko aplikatuko da
(modu honetan, bi kasuen arteko antzekotasuna ebaluatu ahal izango da).

Tesi honetan, lehenik eta behin, transformazio batez induzitutako metrika
diseinatu da, BTW izenekoa. Metrika honek, adierazpen berdina erabiltzen du
espazio osoan, ezaugarrien arteko distantzia neurtzeko (metrika orokorra).
Bestalde, beste bat proposatu da, LOM izenekoa, non bere distantzia
neurtzeko kalkulua “aurre- ezagutza” batetan oinarritu eta kasuen arteko
distantzia, ezaugarrien balioen arabera aldatzen den (tokiko metrika).

Metrika berri hauek, helburu bikoitza dute. Alde batetik, balio baten
ondokoena aurkitzeko denbora eta beharrezkoa den informazioa biltzeko
memoria espazioa murriztea bilatuko da (BTW metrika). Bestetik, sailkapen
algoritmoen zehaztasuna hobetzea (LOM metrika).

BTW metrikaren prestakuntzak, benetako arazoen bidez aztertu dira. Hortaz,
sailkapenean zehaztasun handia mantenduz, metatze-espazioa eta
“auzotarrak” bilatzeko denbora murrizten dela ondoriozta dezakegu.

LOM metrikarako, arazo sintetiko bat diseinatu da, non ondokoen
“auzotarretan” oinarritutako sailkapen algoritmo baten bidez, sailkapen
honen zehaztasun hobekuntza bat erakusten digun (algoritmo bera metrika
euklidearekin erabiltzean lortutako emaitzekin konparatuz).
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Motivacion personal del doctorando

Corria el final de los anos ochenta del siglo pasado cuando yo participaba,
como ingeniero novel, en el desarrollo y puesta en marcha del sistema de
fabricacion flexible (FMS) que el centro de investigacion Tekniker
(actualmente IK4-Tekniker) disefiaba para ser explotado por Fatronik System
(actualmente parte de Tecnalia Research & Innovation) en la localidad
guipuzcoana de Elgoibar.

Mi superior de aquella época, Ifiaki Yanez, uno de los pioneros en este pais
de la informadtica industrial y extraordinaria persona a la que siempre estaré
agradecido, decididé que, aparte del sistema de comunicaciones industriales,
me hiciera cargo también del “diagndstico” de aquella célula flexible.

Para mi signific6 un auténtico reto; la solucion al problema de las
comunicaciones entre ordenadores y maquinas, problema que era secuencial
y deterministal, no era aplicable en el nuevo escenario. El conjunto de datos
que se podia recoger de una maquina era muy limitado (ya que no habia
sensores especialmente dedicados a ello), asociar las distintas combinaciones
de los valores de estos sensores a diagndsticos concretos no era sencillo: no
existia experiencia previa, el desvio de un sensor de su “habitual” valor no se
correspondia siempre con el mismo problema, cada dia aparecian mas y mas
situaciones a diagnosticar...

Era la época en la que estaban apareciendo los “Sistemas expertos” basados
en reglas (con “Lisp” a la cabeza de los lenguajes que explotaban este
paradigma). Por otra parte, los cientificos japoneses propugnaban que el
lenguaje “Prolog” iba a ser la base de su inmediata “quinta generacién” de
dispositivos informaticos (que convertiria las maquinas en entes que, mas que
calcular, se comportarian de forma inteligente. Revolucién que, como
conocemos, nunca llegd a plasmarse).

Aquel reto que por falta de financiacion no se pudo plasmar
convenientemente en el FMS citado, supuso para mi la fascinacién por un
nuevo campo completamente desconocido, y al que dedicaria muchos cientos
de horas de estudio en las siguientes décadas.

1Y cuyos criterios de calidad en la ejecucion eran, aparte del trasvase de datos, no dejar
de contemplar ninguna de las multiples posibilidades que pudieran darse (en caso de
que algo no transcurriese de acuerdo a lo “habitual” en la comunicacién), ofreciendo
una respuesta que permitiera recuperar el flujo fiable de informacion lo antes posible.
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El inicio del nuevo siglo supuso mi llegada a la Universidad de Deusto y el
planteamiento de realizar una tesis doctoral cuyo campo iba a estar
relacionado con aquel interés que permanecia latente.

La perspectiva con la que se contempla una herramienta en un buen ntimero
de sectores de la industria y en la Universidad es completamente diferente.
Mientras que en muchas de las industrias que nos rodean el objetivo es que
las “cosas funcionen lo suficientemente bien”, con elementos ya probados, y
sin incurrir en grandes gastos; la Universidad estudia con detalle el estado del
arte, las partes a mejorar, donde estan las fronteras del conocimiento y de su
aplicabilidad... Mi primer planteamiento fue el realizar un sistema experto de
diagndstico industrial (aunque ya en esa época su interés empezaba a decaer)
basado en algun algoritmo de tipo k-NN cuya aplicabilidad general lo hiciese
atractivo en el mundo industrial. A cabo de unos cuantos meses me di cuenta
que este enfoque, como tema de investigacion, era mds bien “pobre” y que
habia que volver a replantearse los objetivos.

La literatura cientifica de aquel momento, tal como se puede apreciar en el
siguiente recuadro, apuntaba a las métricas empleadas en los algoritmos de
clasificacién y a su optimizacion como las “fronteras del conocimiento” y
hacia ahi se redirigieron los estudios.

“An area that requires further study is in fast data-based methods for
choosing appropriate distance measures, variable selection and the
appropriate number of neighbors.” [6].

“..., the choice of a distance measure becomes crucial in determining the
outcome of nearest neighbor classification.” [53].

“...The commonly used Euclidean distance measure, while simple
computationally, implies that the input space is isotropic. However, the
assumption for isotropy is often invalid and generally undesirable in
many practical applications.” [54].

“Proximity based classifiers such as RBF-networks and nearest-neighbor
classifiers are notoriously sensitive to the metric used to determine
distance between samples...” [55].

“By the very nature of its decision rule, the performance of KNN
classification depends crucially on the way that distances are computed
between different examples. When no prior knowledge is available, most
implementations of kNN compute simple Euclidean distances (assuming
the examples are represented as vector inputs). Unfortunately, Euclidean

distances ignore any statistical regularities that might be estimated from a
large training set of labeled examples.” [56].
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“... the improved performance with multiple metrics suggest that LMINN
classification could benefit from even more adaptive transformations of the
input space ...” [56].

“The close relationship between NN classification and density estimation
suggests that an analogous performance improvement in classification
error may also be obtained by the proper choice of a distance measure...”
[17].

Por otra parte, el interés de los sistemas de clasificacion y decisién automatica
se ha incrementado notablemente en los tltimos afios. Los actuales sistemas
de mineria de datos, el “Big Data” y, en un futuro préximo, la Internet de las
cosas son y seran grandes demandantes de algoritmos que procesen,
clasifiquen e infieran conclusiones partiendo de datos empiricos.

Después de finalizada la tesis, y aun con mucho campo para investigar por
delante, esta decisiéon la juzgo acertada. Aunque en este campo de la
informatica existen multiples aspectos cuyo estudio resulta apasionante, las
distancias, la “geometria del espacio” que permita obtener las mejores
prestaciones y su optimizacion cumplen con las expectativas que vislumbré
hace casi tres décadas.






1 Objetivo y desarrollo de la

presente tesis

La rama de la informatica conocida como Inteligencia Artificial (IA), cuyo
nombre le fue asignado por John McCarthy [1] en 1955, intenta crear entidades
que sean capaces de resolver cuestiones por si mismas empleando como
paradigma el modo de pensar y actuar de los seres humanos.

Dentro de la Inteligencia Artificial existen multiples campos de estudio
relacionados con la percepcion, el razonamiento, la actuacion auténoma...
Probablemente la IA esté llamada a ser una de las ramas de la ciencia con
mayor porvenir en el siglo XXI, pero presenta tal cantidad de problemas
abiertos que requerira de ingentes esfuerzos en investigacion en las préximas
décadas si se desea conseguir el objetivo expuesto en el parrafo anterior.

Dentro de los multiples problemas de la IA, esta tesis pretende contribuir, por
una parte, a mejorar alguna de las caracteristicas de la buisqueda de casos
existentes similares a uno dado; casos que estardn descritos mediante un
conjunto de atributos numéricos. Y por otra parte, a caracterizar el nuevo caso
con la etiqueta de la clase a la que mas probablemente pertenezca, a la vista
de los casos similares previamente recogidos.

Si la Inteligencia Artificial pretende emular el procesamiento de informacion
que realizan los seres humanos, bueno serd reflexionar sobre coémo estos
aprenden a clasificar objetos.

Cuando un nifio pequefio empieza a identificar distintos objetos, rapidamente
aprende que el “atributo” nimero de patas del animal no sirve para distinguir
entre un perro y un gato, pero el tipo de sonidos que emiten si es un atributo
muy valioso para obtener la clasificacion correcta. Este aprendizaje es
automatico e inconsciente, la ponderacion de las distintas caracteristicas que
su cerebro evalta para avanzar en la comprension del mundo evoluciona
permanentemente. Los atributos que son importantes en unos casos,
presentan menor relevancia en otros. En su mente se va construyendo
progresivamente un mapa que sopesa la importancia de las diferencias entre
atributos en distintos escenarios, las relaciones que se deben dar entre ellos,
cudles son imprescindibles y cudles irrelevantes, etc.

No existe auin una modelizaciéon aproximada del modo de aprendizaje y
razonamiento que llevan a cabo los seres humanos pero en mi opinidn, el
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funcionamiento descrito en el anterior parrafo, seria acertado representarlo
mediante una medida de distancia entre los atributos de los objetos; esta
podria basarse en una medida de distancia no euclidea (cuya matriz de la
métrica dependiera de los objetos a clasificar). Asi pues, para evaluar la
disimilitud entre casos se utilizarian distancias que tratardn de ponderar en
mayor medida aquellos atributos mas influyentes, relevando a un segundo
plano aquellos cuyo uso se revelase poco relevante, innecesario o incluso
perjudicial. No soy el tinico que tiene esta conviccion, en [2] Frank Jakel
exponia:

“There was no a priori reason to believe that mental representations should be
Euclidean. There was ever little reason to believe that measurements of similarity or
dissimilarity were linearly related to the distance or the inner product in a Euclidean
space”.

Asi pues, el estudio que se ha desarrollado en esta tesis se podria encuadrar
dentro del campo de la investigacion basica sobre clasificaciéon, medidas de
distancia, la geometria del espacio y su optimizacién; todo ello orientado a
mejorar la capacidad de los métodos de clasificacion que emplean distancias.
Su destino es que, en un futuro, sus resultados puedan ser incorporados como
parte integrante de algoritmos que sirvan para resolver problemas de
clasificacién automatica.

1.1 Hipétesis de partida

La hipotesis inicial de esta tesis fue la siguiente:

“Seria posible mejorar las prestaciones de los sistemas de clasificacion si en
vez de emplear una métrica euclidea se utilizase otra medida de distancia que
se acomodara a las caracteristicas del problema en cuestion. Esta nueva
medida de distancia podria ser global o local, y deberia poder ajustarse a cada
problema bien mediante un cierto conocimiento previo y/o mediante técnicas
de optimizacion”.

1.2 Objetivos especificos

Para tratar de validar la hipotesis de partida se plantearon los siguientes
objetivos especificos:

O1) Estudio de los métodos de clasificacion que se han utilizado en las
investigaciones y que representan el estado del arte. Ante la
multitud de propuestas en este campo, muchas de ellas efimeras, se
analizardn primordialmente aquellos algoritmos sobre los que existe
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un cierto consenso sobre su calidad predictiva y que han
sobrevivido al paso del tiempo.

02) Estudio de los fundamentos matematicos que permitan crear
métricas avanzadas. En concreto técnicas de optimizacion, con y sin
restricciones, y el funcionamiento de las métricas de Riemann.

O3) Estudio del estado del arte y desarrollo detallado de los métodos
especificos de referencia sobre las métricas globales y locales
utilizadas en la tltima década.

O4) Propuesta, estudio, justificacion e implementacion en forma de
programa informdtico de una nueva métrica global que mejorase
alguna de las caracteristicas de los algoritmos que resuelven
problemas de clasificacion basandose en los vecinos préximos a uno
dado.

O5) Propuesta, estudio, justificacion e implementacién en forma de
programa informatico de una nueva métrica local que mejorase la
capacidad de prediccién de los algoritmos que resuelven problemas
de clasificacién basandose también en los vecinos proximos a uno

dado.

1.3 Metodologia

Dentro de esta seccion se va a exponer el método general para el andlisis y
generacion de nuevas ideas en esta tesis, a continuacién se enumeraran los
problemas y los métodos que se emplearan para validar los resultados y por
ultimo se discutird el método que resuelve la clasificacion cuando se
presentan problemas con multiples clases.

1.3.1 Método de trabajo

El método de trabajo seguido ha consistido en:

e En primer lugar se llevd a cabo un estudio general de los algoritmos
de clasificacién, analizando sus ventajas e inconvenientes. En esta
fase también se estudiaron las bases matematicas que permitian
entenderlos y los recursos de programacion que podrian emplearse
en una futura implementacion.

e DPosteriormente se analizaban en detalle los algoritmos relacionados
con el objetivo especifico que se queria cumplimentar, partiendo de
varias fuentes:

o Libros de referencia (autoridades en la materia). Tienen como
ventaja que proporcionan informacién completa sobre
algoritmos muy asentados, pero presentan el inconveniente de
su falta de actualizacion.
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1.3.2

o Tutoriales de conferencias [3] y contenidos de los cursos que se
imparten en las Universidades americanas mas relevantes
(Berkeley, George Mason...). Tiene la ventaja de que se
actualizan frecuentemente, sus profesores son autoridades
destacadas en el tema, y ayudan a fijar qué es importante y qué
no.

o Articulos publicados en revistas. Buscando de forma jerarquica
es posible encontrar referencias de los avances mas recientes en
el area.

Después del andlisis anterior se enumeraban los campos abiertos, o
en opinién de autor mal resueltos, que dejaban los algoritmos (como
fue el caso con los algoritmos DANN o LaMaNNa). De ellos nacian
propuestas de nuevos desarrollos para esta tesis.

Implementacién en distintos lenguajes de programacion de los
algoritmos de clasificaciéon empleando la nueva métrica. En una
primera fase en Matlab, pero posteriormente en lenguaje C++ (para
aprovechar asi su mayor velocidad de procesamiento).

Eleccion de los problemas de test. Después de una fase de depuracion
y puesta en marcha de los algoritmos, estos eran probados mediante
un conjunto de problemas seleccionados (seccion 1.3.2).

Andlisis de los resultados obtenidos (de acuerdo a alguna de las
técnicas de validacion explicadas en la seccion 1.3.3), cumplimiento
de los objetivos y discusién de sus ventajas e inconvenientes.

Publicacién de los resultados.

Problemas usados en esta tesis

En todo estudio de clasificacion es necesario emplear un conjunto de

problemas que validen o refuten las hipotesis asociadas a la investigacion.

En esta tesis se ha utilizado un conjunto de once problemas habitualmente

utilizados en la literatura cientifica relacionada con la clasificaciéon y se ha
desarrollado uno propio (el denominado “Escuadra diagonal”).

Los problemas sintéticos! que han sido utilizados son:

“Waveforms”.

Escuadra diagonal.

Los problemas reales que han sido utilizados son [4]:

Flores del Iris.

“ Australian Credit”.

La principal ventaja de los problemas sintéticos es que su numero de casos se puede

ampliar a voluntad y siempre es posible disponer de un conjunto extenso de casos de

test.
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e “Breast Cancer”.

e “German Credit”.

o “Glass”.

e “Heart”.

e “Image Segmentation”.
e “Satellite Image”.

e “Shuttle Control”.

e “Vehicle Silhouettes”.

En el anexo Al se describen con detalle los distintos problemas que se han
empleado en el estudio de las dos métricas nacidas de esta tesis.

Para analizar el grado de aciertos que consiguen los distintos algoritmos se
han utilizado alguna de las técnicas que se explican en la seccion siguiente.

1.3.3 Técnicas de validacién

En esta investigacion se han utilizado distintas técnicas para tratar de estimar
la precision de la clasificacion:

e Empleo de un conjunto independiente de casos de test.
e Validacion cruzada.

e “Leave-One-out” (LOO).

e “Bootstrap”.

Cada uno de estos métodos tiene sus ventajas e inconvenientes y en los
siguientes apartados se comentardn sus caracteristicas y en qué estudios se
han empleado.

1.3.3.1  El empleo de casos independientes de test

El disponer de un amplio conjunto de datos que representen de forma correcta
a la poblacion de casos a clasificar es quizas la situacion ideal en cualquier
investigacion, pero no es la habitual porque:

e En primer lugar, disponer de multitud de casos suele ser infrecuente
por el esfuerzo que esto supone (habitualmente técnico y econdmico).

e En otras ocasiones, el conjunto de casos es fijo y cerrado, y viene
proporcionado por una tercera parte (p.ej. el repositorio de problemas
de la UCI [4]).

e Por otra parte, si se disponen de multiples casos empiricos, en vez de
utilizarlos para conocer la bondad de la clasificacion, podria juzgarse
mas juicioso emplearlos como casos de aprendizaje para asi mejorar
el modelo empirico.

Desde un punto de vista técnico, obviando los anteriores inconvenientes, y si

los casos de aprendizaje representasen perfectamente al universo del
problema, este seria el método dptimo para evaluar la bondad del modelo.
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Su principal campo de utilizaciéon se encuentra en aquellos problemas
sintéticos, donde es posible generar un extenso bloque de datos simplemente
aplicando algun tipo de algoritmo.

Hay otros investigadores que lo emplean realizando una particion inicial en
los datos disponibles y tomando un grupo (relativamente extenso) como datos
de test. Esta decision es mas que discutible, ya que renuncian a un conjunto
de casos que podria ser muy util en la fase de ajuste del modelo.

En esta investigacion se ha utilizado este método para la estimaciéon de la
precision de la clasificacion en la métrica LOM.

1.3.3.2 Validacion cruzada

De entre todos los métodos empleados para estimar la precision de una
clasificacion, quizas sea este el mas utilizado en el mundo de la investigacion.

Se basa en dividir el conjunto de casos de aprendizaje en dos subconjuntos.
El primero, denominado <A (normalmente de mayor tamafo), que servira para
ajustar el modelo fy45ir( ) con el que se predice la clasificacion:

fclasif(fp rX:ﬂ) ) X;ﬂ = {xi} , X; € A (11)

donde P son los parametros actuales del modelo, X, los vectores con los
atributos de todos los casos que pertenecen a cA.

Y en otro subconjunto 7, independiente del anterior, que toma temporalmente
el rol de casos de test.

In = fclasif(g') X Xn), Xn €T (1.2)
El valor medio de los aciertos cometidos al clasificar los casos del subconjunto
T sera:
1
E(cf,n(xn)) = m Z Cj;n(xn) , Xn € T (13)
Xn€T

donde cy (x,) es una funcién que se evalta como 1 cuando el caso x,
pertenece realmente a la clase predicha J,, siendo 0 en caso contrario?.

Este procedimiento se repite, volviendo a dividir el conjunto total de casos de
aprendizaje en dos nuevos subconjuntos A y T (distintos de los anteriores).
Se vuelve a calcular la tasa de aciertos con esta nueva distribucidn, y después
de varias iteraciones siguiendo esta metodologia, se promedia el valor de las
distintas tasas de aciertos.

En la practica, lo que se hace es dividir el conjunto de casos de aprendizaje en
K subconjuntos de aproximadamente el mismo tamafio. En la primera
iteracion se usa como subconjunto de test el primero de estos grupos y el resto
se usan para entrenar el modelo empirico, con el modelo estimado y el
subconjunto de casos de test se calcula la tasa de aciertos obtenida. En la

2 En otros casos, y dependiendo del tipo de algoritmo, lo que se mide es el error medio
cuadratico (MSE) entre el valor real de la clase y el predicho.

10
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segunda iteracion se emplea el segundo de los K subconjuntos como casos de
test y el resto se usan para ajustar un nuevo modelo...

A esta técnica se le denomina validacion cruzada mediante K partes o
divisiones (“K-Fold Cross Validation”).

Mientras que en muchos problemas la validacion cruzada sirve para evaluar
la precision de clasificacion de un determinado algoritmo, en otros muchos
escenarios el objetivo de esta técnica es estimar, sin “sobreaprendizaje”3, el
valor de los pardmetros P que optimizan la precision de clasificacion de un
determinado modelo de clasificacién que estd siendo ajustado.

En esta tesis se emplea una validacién cruzada de 10 divisiones en el
entrenamiento de las maquinas de vectores de soporte.

1.3.3.3 “Leave-One-Out” (LOO)

Podria considerarse como una version extrema de la validacion cruzada de K
divisiones cuando se dispone de N casos experimentales y se decide dividir el
conjunto de casos en K = N partes. Asi pues, se emplearan todos los casos
disponibles menos uno (N-1) para ajustar el modelo empirico, y el caso que
resta (supongase que es el n-ésimo) se utilizara para evaluar la precision de la
clasificacion.

Obviamente, evaluar la precision mediante un solo caso proporcionara
resultados extremos (0-100% de aciertos), pero al repetir el procedimiento
para todos y cada uno de los casos disponibles, y promediar los resultados, se
obtiene una estimacion correcta (tan proxima al error real como es posible con
estos datos empiricos).

In = fclasif(?: XN—n, xn)

N
. 1 (1.4)
tasa aciertos;pg = N Z ¢y, (xy)
n=1
donde fdasif(?, Xnon, xn) proporciona la clase estimada para el caso x, (de
acuerdo al algoritmo de clasificacion) en el que Xy_, representa el conjunto
de los casos de aprendizaje excluyendo el caso n-ésimo;.

Luntz y Brailovsky [5] probaron que la tasa de aciertos LOO es un estimador
no polarizado.

Uno de sus principales inconvenientes es que se deben estimar N modelos de
clasificacidn, con el consiguiente gasto de recursos computacionales.

Se usa muy habitualmente en las técnicas de clasificacion basadas en k-NN y
en esta tesis lo hemos utilizado para estimar la precision de clasificacion de
este algoritmo.

3 “Qverfitting” en inglés.

11
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1.3.3.4 “Bootstrap”

El método de “bootstrap”4 propuesto por Efron y Tibshirani [6] consiste en
crear una gran cantidad (sea esta el numero B) de conjuntos “artificiales” de
casos para poder entrenar multiples instancias de algoritmos de clasificacion.
Para formar cada uno de estos conjuntos se tomaran aleatoriamente, y con
reemplazamiento, M casos del conjunto global de casos de aprendizaje. A
continuacion, con este conjunto, se ajustaran los parametros de un clasificador
y se estimard su precision de clasificacion con el conjunto global de datos de
aprendizaje.

Este procedimiento se repite con los B conjuntos de “bootstrap” y al final se
promedian los resultados obtenidos.

La técnica de “bootstrap” se debe modificar cuando se emplea para estimar la
precision de un algoritmo de tipo k-NN (y con mayor razon si fuese 1-NN).
La presencia de los casos comunes entre los conjuntos de test y los del
conjunto “bootstrap” sobreestimaria fuertemente la estimacién de la precision
de la clasificacion. Para evitarlo se deben eliminar de los casos de test aquellos
que ya se encuentran en el de “bootstrap”.

En esta tesis se ha utilizado esta técnica en el calculo de la precision de
clasificacion del algoritmo BTW.

1.3.4 Método empleado para resolver la clasificacion en los

problemas con multiples clases

Muchos de los problemas resenados en la seccion 1.3.2 presentan multiples
clases y las métricas disefiadas en esta tesis tratan de orientar las medidas de
distancia en las direcciones que mejor permiten separar cada pareja de clases.
Es por lo tanto necesario adoptar un algoritmo que permita trabajar con las
distintas combinaciones de clases, obtener las métricas correspondientes, y la
mejor clasificacidon de los distintos casos en estos escenarios; para, por ultimo,
combinar los resultados de todas estas predicciones binarias en una tnica
decision de clasificacion final [7].

En su libro [8], Christopher Bishop analiza las dos soluciones que representan
el estado del arte actual® para abordar este problema:

e “Una vs. una”: hace “competir” a las clases una frente a otra
obteniendo asi la clase ganadora de cada confrontacion.
Posteriormente recuenta las veces que se ha impuesto cada una de las
clases, y la que presente mejor coeficiente serd la clase a asignar al
caso nuevo. El mayor problema es que hay que ejecutar el algoritmo

En algunos libros el término “bootstrap” se traduce como “muestreo autodocimante”,
aunque esta acepcion no esta muy extendida.

5 Habitualmente M coincide con la cardinalidad del conjunto de casos, es decir N.

6 Y sus posibles variantes.
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de clasificacion J.(J —1)/2 veces (donde | es el namero de clases),
aunque también es cierto que suelen ser problemas mas pequefios (en
numero de casos). Este método se vuelve intratable cuando el
numero de clases se hace muy elevado.

e “Una vs. resto”: aqui se hace competir a cada clase frente a la union
de todas las demads. La clase que mejor resultado obtenga serd la
elegida. En este supuesto solo es necesario ejecutar el algoritmo de
clasificacion J veces.

Muchos autores [9], [10], [11] se han postulado a favor de la opcidn “una vs.
una”, mientras que otros como Vapnik [12] apuestan por “una vs. resto”.

Una profunda investigacion realizada por Rifkin et al. [13] deja establecido
que ambas estrategias dan resultados que no son claramente superiores unos
a otros.

En esta tesis se ha preferido emplear el método “una vs. una”, tanto para la
métrica LOM como para la BTW, ya que es mads facil la interpretaciéon
geométrica de una métrica adaptada a separar los casos de dos clases y
conduce a superficies de separaciéon mas simples.

1.4 Estructura de la tesis

Este primer capitulo estd dedicado a fijar la informacion basica de los
contenidos de esta tesis, qué hipotesis se pretende probar, cudles son los
objetivos; y termina con un amplio apartado dedicado a todos los aspectos
metodologicos (de naturaleza general, problemas de test, técnicas de
validacién...).

Los capitulos 2 y 3 cubren la necesidad de introducir los conceptos basicos
que permitan entender las posteriores explicaciones, tanto del estado del arte
como del desarrollo de las métricas. En concreto, el capitulo 2 presenta las
bases informaticas de la teoria de clasificacién supervisada y el 3 se divide en
dos secciones de cardcter matematico: una dedicada a las técnicas de
optimizacion relacionadas con esta tesis y otra a dar una breve (y simple)
explicacion de lo que son las métricas riemannianas que se utilizardn en el
posterior desarrollo de la métrica LOM. Si el lector posee conocimientos sobre
alguna de estas técnicas puede omitir la lectura de las correspondientes
secciones.

El estado del arte se expone en el capitulo 4. Se divide en cinco secciones
diferenciadas, en todas ellas se procura solo comentar aquellas contribuciones
que tienen relacion directa con la tesis.

La primera seccion tiene que ver con las métricas. Aparte de una explicacion
general de las consideradas basicas, como pueden ser las de Minkowsky y
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Mahalanobis, se ha incluido una recopilacion personal y breve de las métricas
mas especializadas que aparecen frecuentemente en la literatura cientifica.
En la segunda seccidon se exponen las caracteristicas de las tres técnicas de
clasificacion en las que se apoya la tesis: la clasificacion basada en los vecinos
proximos, el andlisis del discriminante y las maquinas de vectores de soporte.
Se ha procurado describir todas ellas con un esquema similar.

En la seccidn tercera se compilan los métodos que se han utilizado en la
literatura cientifica para el aprendizaje de las métricas, en particular técnicas
que tienen que ver con la optimizacion de una matriz de tipo Mahalanobis.
La cuarta seccion tiene que ver con aquellos articulos publicados en revistas
que han influido directamente en los desarrollos de las métricas BTW y LOM.
Para todos los articulos se ha intentado fijar el objetivo que se persigue, como
los autores plantean su algoritmo, cual es la complejidad computacional y qué
ventajas e inconvenientes presenta en relacion con las aportaciones novedosas
de esta tesis.

Este capitulo 4 termina con una aportacion propia al estado del arte sobre la
distorsion de la geometria, su formulacion en forma del factor de
magnificacidon y su repercusion en la mejora de la precision de la clasificacion.

El desarrollo de las métricas BTW y LOM se estructura en los capitulos 5y 6,
ambos tienen una distribucion similar; en primer lugar se expone el objetivo
basico, el enfoque general y la relacién con los trabajos del estado del arte;
para a continuacidon explicar los detalles del disefio de cada métrica y su
implementacion. Cada uno de estos capitulos termina con la presentacion de
los resultados experimentales obtenidos y una discusion final sobre sus
ventajas e inconvenientes.

El altimo capitulo técnico es una recopilacion breve sobre la validacion de la
hipotesis de partida y los objetivos de esta tesis, conclusiones y futuras lineas
de trabajo para cada una de las dos métricas.

En los capitulos 8 y 9 se adjuntan sendas tablas con los acronimos y la notacion
matematica que se va usar en esta memoria, para terminar en el capitulo
décimo donde se recogen las referencias bibliograficas, indicadas de acuerdo
al estilo recomendado por la asociacién IEEE.
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2 Elementos de la teoria de
clasificacion

Este capitulo se dedica a presentar la problematica de la clasificacién dentro
del mundo de la Inteligencia Artificial.

Se comenzard en la seccién 2.1 proporcionando una definicion de esta
actividad, relacionandola con la actividad de los seres humanos y la
informatica. En la seccion 2.2 se expone una taxonomia de los métodos de
clasificacion y la descripcion de qué es el aprendizaje supervisado, no
supervisado y semisupervisado.

Mientras que la subseccion 2.2.3 de este capitulo ofrece una vision rapida y
superficial de los algoritmos de clasificacion supervisados mds importantes,
en el capitulo 4 se profundizard en los tres algoritmos de clasificacion que han
sido basicos en esta tesis.

En la tercera seccion de este capitulo se aborda la formulacién clésica
(estadistica) del problema de clasificacion supervisado; para incluir en la 2.4
la formulacion de la funcién de pérdida y en la seccidn 2.5 se ofrece la soluciéon
(mads bien tedrica) que proporciona el teorema de Bayes.

Por ultimo, este capitulo termina con la secciéon 2.6, donde se exponen las
caracteristicas generales de los modelos de clasificadores. En ella se
comentaran aspectos como la robustez, escalabilidad, los problemas del
sobreaprendizaje..., terminando con una pequefia exposicion del principio de
la minimizacion del riesgo estructural debido a Vapnik.
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2.1 La clasificacion y su entorno

Una de las tareas habituales de las aplicaciones informaticas tradicionales es
la manipulacion de informacion en soporte digital. Practicamente todas las
tareas actuales en las que se utilizan bases de datos presentan una fase de
busqueda de informacidn, para que luego esta sea modificada, eliminada, etc.
Las aplicaciones de visidn artificial tradicionales comparan los pixeles que se
encuentran en determinadas dreas de una imagen frente a un patrdn, si la
coincidencia supera un valor umbral se da como valida la similitud entre ellas
y sus consecuencias.

Los ordenadores digitales son capaces de realizar estas busquedas de
coincidencias exactas de forma rapida y eficiente; el algoritmo subyacente se
basa en comparar secuencialmente los valores que se le presentan para
evaluar si son iguales o no. Cada una de estas comparaciones las puede
realizar un ordenador mediante unas pocas instrucciones de su CPU (cuyo
tiempo de ejecucion se reduce a escasos nanosegundos).

Pero ya desde los primeros tiempos de la informatica se planteé el problema
de resolver problemas no tan “deterministicos”, sino tratar de emular al ser
humano en su actividad cotidiana de procesar informacion.

Clasificar es la accion de asignar a un objeto la pertenencia a una determinada
clasel. Tradicionalmente los seres humanos han clasificados los elementos de
su entorno sin seguir un procedimiento muy especifico. Durante muchos
siglos la clasificacion y sus aspectos tedricos han sido campo de estudio para
los filésofos; las categorias de Aristoteles y Kant podrian ser los ejemplos mas
relevantes.

En el mundo de la informatica, clasificar es conseguir el objetivo antes citado
mediante un procedimiento algoritmico que intente obtener la mayor
precision posible en la tipificacion de aquellos objetos cuya pertenencia a un
grupo no es conocida.

Mediante la programacién tradicional es posible abordar los problemas mas
simples, un conjunto de reglas expresadas mediante sentencias if.. then..
pueden automatizar clasificaciones muy sencillas. Actualmente, cualquier
problema de interés presenta tal dificultad que solo se considera el disefio de
algoritmos de clasificaciéon mediante técnicas de aprendizaje [14].2

Por aprendizaje se puede entender cualquier tipo de estrategia que permita
evolucionar el modelo de clasificacion de forma que se incremente la calidad
de las predicciones.

No se considera en esta tesis la otra definicion tipica de clasificacion que esta
relacionada con ordenar, de acuerdo a un criterio, un conjunto de objetos.

2 De acuerdo a estos mismos autores, cualquier método que incorpore informacién de los
casos empiricos en el disefo del algoritmo clasificador se puede decir que aplica algun
tipo de “aprendizaje”.
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Asi pues, en los métodos de clasificacion mediante aprendizaje, el objetivo es
construir un algoritmo que pueda ser ajustado para devolver, con la maxima
certeza posible, la clase concreta o grupo a la que pertenece un cierto caso
partiendo de la informacién de otros casos conocidos.

El tipo de aprendizaje empleado permite agrupar los métodos de clasificacion
en tres grandes bloques:

e Meétodos de aprendizaje supervisados.
e Métodos de aprendizaje no supervisados.

e Métodos de aprendizaje semisupervisados.

No se pretende en esta tesis realizar un estudio detallado de todos los
algoritmos que pueden ser empleados en la clasificacion de casos. En un
estudio en el ano 2001 [15] se cita que pueden ser por encima de 200 o 300 los
métodos que han sido descritos en los ultimos 50 anos. Una de las mejores
descripciones detalladas de unas decenas de estos algoritmos puede
encontrase en [16]3.

A modo de introduccion, en la siguiente seccién se proporciona una
taxonomia de los métodos de clasificacion, realizando especial énfasis en los
métodos de aprendizaje supervisados (que seran sobre los que se basara esta
tesis).

3 Existe una version actualizada a 2013.
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Taxonomia para los métodos de clasificacion

2.2.1 Meétodos de aprendizaje no supervisados

En los problemas de aprendizaje no supervisado el objetivo, mas que
proporcionar un resultado concreto a la hora de clasificar un caso, es describir
las relaciones, densidades de probabilidad, asociaciones y patrones comunes
entre los casos del problema.

En este tipo de problemas los casos se describen mediante un conjunto de
atributos que se recogeran en un vector x de dimensién 4; aqui no tiene
sentido hablar de la clase a la que pertenecen los casos de aprendizaje.

X ={x;,x5...,xy}, x; ERA (2.1)

Asi pues, en este escenario la mira estd mas puesta en discernir las
agrupaciones naturales de casos. Por ejemplo, para los problemas de
dimensionalidad pequena existen métodos muy eficientes que permiten
estimar la densidad de probabilidad para la distribucion de los casos y, en
funcion de sus modas, establecer distintas regiones diferenciadas (que se
podrian suponer asociadas a distintas clases de casos, aunque esto no se sepa
con certeza).

Quizas el gran inconveniente, en la mayor parte de los problemas, es que no
existe una medida que permita “verificar” la calidad de un aprendizaje no
supervisado (ya que no existe con qué comparar)4.

Dentro de los métodos de aprendizaje no supervisado se pueden destacar:

e El analisis de “clusters”. Su objetivo es agrupar conjuntos de casos
en bloques homogéneos, de forma que los casos de un “cluster”
tengan en comdn mas que los que pertenecen a distintos “clusters”.

Los distintos algoritmos de este tipo se pueden agrupar en:

o Algoritmos combinacionales (“Combinatorial algorithms”).
Proceden a realizar su trabajo sin necesidad de un modelo
probabilistico subyacente.

o Modelizacién mediante mezclas de funciones de densidad de
probabilidad?® (“Mixture modelling”). Presuponen que los casos
proceden de distintas distribuciones de probabilidad. Se asume
que los datos que responden a una misma pdf son parte de un
cierto “cluster”.

o Busqueda de modas (“Mode seeking”). Desde una perspectiva
no paramétrica, buscan las modas de funciones de densidad de

4 Eincluso hay controversias sobre si es mas propio el objetivo de encontrar una relacién
entre atributos para formar una agrupacion de casos, o describir estos mediante una
combinacién de distribuciones de tipo gaussiano.

5 El término “funcién de densidad de probabilidad” se suele abreviar mediante su
acronimo en inglés: “pdf”.
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probabilidad. Los casos mas proximos a cada una de las modas
forman un “cluster”.

Las medidas de similitud (o disimilitud) son bdsicas en este tipo de
algoritmos.

El mas popular de ellos es el conocido como “K-means” y pertenece
al grupo de algoritmos combinacionales. Su objetivo es optimizar
una funcién de error basada en la distancia entre cada caso y el
prototipo® del “cluster” al que dicho caso esta siendo asignado.

e Mapas autoorganizativos (“Self-Organizing Maps”). Se puede
considerar una version del algoritmo “K-means” en el que los
prototipos deben residir en una variedad unidimensional o
bidimensional.

e Escalado multidimensional (“Multidimensional scaling”). Plantea la
transformacién de los atributos del conjunto de casos a un espacio de
dimension menor, de tal forma que las distancias entre casos en el
espacio original se preserven, tanto como sea posible, en el nuevo
espacio reducido.

2.2.2  Métodos de aprendizaje semisupervisados

En estos métodos se emplean tanto casos cuya clase es conocida como no [17].
Su interés nace de aquellos problemas donde es fécil disponer de una gran
cantidad de casos cuya clase es desconocida y solo unos pocos donde esta se
conoce, por ejemplo: imagenes de camaras de seguridad, documentos
descargados de Internet...

El objetivo de estos métodos es intentar mejorar la calidad de prediccion que
se obtendria con un algoritmo de aprendizaje supervisado que utilizase
solamente los casos que tienen una clase asignada. Para tener una cierta
esperanza de éxito es necesario que el problema cumpla con una condicién:

“si dos casos, en una zona de alta densidad de casos, estan representados por
conjuntos de atributos préoximos en el espacio, también sus clases deberian
estar proximas”.

Asi pues, los métodos de aprendizaje semisupervisado se pueden aplicar en
escenarios donde se usa tradicionalmente:

e El aprendizaje supervisado. Y aqui se puede distinguir entre:

o Aprendizaje semisupervisado inductivo: el campo de
prediccién del algoritmo entrenado es todo el espacio de
atributos, es decir trata de generalizar mas alld de los casos de
aprendizaje que se han utilizado.

6 Por prototipo se entiende un elemento del conjunto de casos de aprendizaje que es muy
representativo en esa vecindad.

20



Taxonomia para los métodos de clasificacion

o Aprendizaje transductivo: el campo de prediccion se limita a los
casos de aprendizaje que estan sin etiquetar con una clase; y no
se pretende generalizar a todo el espacio de atributos.

e El aprendizaje no supervisado. Modifican alguna técnica de
“clustering” para incluir la informacion de si dos casos deben estar o
no en un determinado agrupamiento.

En algunos algoritmos, en vez de conocer la clase concreta de cada caso, se
dispone de un conjunto de relaciones que indican si cada pareja de casos
pertenece o no a la misma clase (si son similares o no) [18] [19]. Un tipo de
algoritmo para este tipo de aprendizaje semisupervisado [18] emplea una
distancia cuadratica para medir la disimilitud entre casos. El problema de
aprendizaje (en este caso el aprendizaje se lleva a cabo mediante una
optimizacién) quedaria expresado como:

i 2
min ) e -l

Xi, Xj ES
G>0, (2.2)
sujeto a: Z |x: xj”z >1
xi,xj€D

siendo § el conjunto de elementos que poseen relaciones de semejanza entre
ellos, D el conjunto de elementos que poseen relaciones de no semejanza y G
la matriz de la métrica que es objeto de optimizacion.

Su resolucidn pasa por un método de optimizacién mediante programacion
semidefinida (este tipo de planteamientos de optimizacion se recogen en la
seccidon 4.3 y las principales caracteristicas de la programacion semidefinida
se discuten en la seccion 3.1.4).

2.2.3 Meétodos de clasificacion supervisados

En los algoritmos de aprendizaje supervisado, los casos se componen tanto de
sus atributos’, que son las caracteristicas numéricas, categoricas,... que los
definen, como de la identificacion de las clases® a las que pertenecen.
Para el conjunto de estos casos son deseables dos caracteristicas:
e La primera es que cada elemento del conjunto de casos esté
perfectamente medido y clasificado (su clase ha debido ser

7 También denominados en la literatura cientifica como: “entradas”, “caracteristicas”,

”oou

“predictores”, “variables independientes”...

8 En algunos trabajos denominada también como: “salida”, “respuesta”, “variable
dependiente”...
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establecida previamente por un método de fiabilidad contrastada),
aunque en la practica se suelen presentar errores.

e También se asume que la distribucion de los casos es representativa
de lo que seria el conjunto de la poblacion total (lo cual tampoco esta
garantizado en los problemas reales).

Como ya se ha comentado para los métodos no supervisados, en esta tesis los
atributos de un caso se recogeran en un vector x de dimension 4, mientras que
la clase serd un escalar y se la denominara con la letra y (se utiliza la letra |
para referirse al nimero de clases del problema).

Un conjunto de N casos empiricos se expresa mediante:
X={x,x..,xy}, x; ERA

(2.3)
{leyZl"'lyN}l J’ie{l,z; ']}

En los algoritmos que utilicen el aprendizaje supervisado existird siempre un
conjunto de casos empiricos importante: los denominados “casos de
aprendizaje”. Este conjunto de informacidén sera utilizada por el algoritmo de
aprendizaje para ajustar los parametros del modelo de clasificacion. Asi pues,
en este escenario de aprendizaje, el algoritmo utilizard tanto los atributos de
los casos empiricos disponibles como sus clases, que también son conocidas.

En muchos casos existe otro conjunto de casos empiricos conocido como
“casos de test” que son aquellos que se emplearan para verificar la precision
de la clasificacion, y que no se utilizan durante la fase de aprendizaje. Cuando
no exista este conjunto se tendrdn que emplear alguno de los métodos
indicados en la seccién 1.3.3 para verificar la bondad del aprendizaje.

Existen otras variantes del aprendizaje supervisado, como es el aprendizaje
por refuerzo’; este parte de que el algoritmo que esta siendo entrenado decide
a qué clase pertenece un caso de aprendizaje y, posteriormente, un “maestro”
externo le indica si esa decision ha sido correcta o no (pero no proporciona el
valor de la clase correcta para ese caso), es decir, puede saber si su decision
actual ha sido errénea, pero no cudl seria la clase correcta.

En las siguientes pdaginas se detalla un resumen con las principales
caracteristicas, ventajas e inconvenientes de los métodos de clasificacion
supervisados mas importantes agrupados en clases.

9  También denominado “método de aprendizaje mediante critica”.
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2.3 Formulacion estadistica del problema de clasificacion
supervisado

A primera vista, la tarea de clasificar un caso parece simple, pero se complica
cuando se empieza a considerar como cuantificar el término “clase correcta”.
Bajo un enfoque estadistico, el sentido comtn nos indica que la clase correcta
deberia ser aquella que mayor probabilidad tenga de ser la verdadera.

Si solo se conociesen las proporciones de casos que pertenecen a cada clase,
s i . . 10 . .
las probabilidades “a priori”: p(y;) guiarian esta decisién!. Por ejemplo, si el
90% de los casos perteneciesen a la clase 1 y el 10% a la clase 2, asignando
cualquier caso nuevo a la clase 1 se cometeria de promedio un 10% de errores.

Pero los algoritmos de clasificacion basados en el aprendizaje supervisado
disponen de un conjunto de N casos experimentales, formados por los valores
de los atributos y sus clases {x,y},, n = 1..N, para mejorar la calidad de sus
predicciones.

Asi pues seria mas apropiado utilizar la probabilidad “ a posteriori”, es decir,
la probabilidad de que la clase real sea y; una vez conocido el conjunto de
valores que toman los atributos x de un caso, esto es: p(y;|x).

De esta reflexion es facil concluir que aquella clase que haga maxima esta
ultima probabilidad sera la elegida preferentemente para clasificar el caso:

y = arg max p(yj|x) (2.4)
1<j<]

Como en los problemas reales habitualmente no se disponen de las funciones
de densidad de probabilidad p(ylx), estas deben ser estimadas de forma
indirecta. Existen diversos métodos para aproximar dicha probabilidad,
muchos de los métodos resefiados en la Tabla 2.1 buscan directa o
indirectamente este objetivo.

2.4 Reformulacion del problema teniendo en
consideracion la funcion de pérdida

Por otra parte, la clasificacion es a menudo un problema practico e inmerso
en el mundo real, y dar como solucidn la clase mas probable estadisticamente
para un cierto caso, puede que no sea tampoco lo mas adecuado.

Supdngase un hipotético ejemplo de tipo médico en el que existen dos
posibles pronosticos, y en el que el riesgo que sufre el paciente si se sigue el

10 Este valor podria considerarse como un limite inferior para la precision de la
clasificacion.
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tratamiento correspondiente al primero de ellos es muy superior al del
segundo. Se ve claramente que en la toma de esta decision no solo tienen que
participar las probabilidades, sino también una funcidn que penalice los
resultados de una clasificacién incorrecta; para todo ello se puede utilizar la
funcion de pérdidall.

Formalizando este concepto, se expresa la funcién de pérdida mediante
perd;;(x), que se interpreta como la pérdida causada al asignar el caso x a la
clase j cuando la verdadera es la clase k. En general, y para las posibles
combinaciones de distintas clases, los valores retornados por el conjunto de
funciones de pérdida formaran una matriz de J x J celdas.

Asignar valores a estas funciones depende, normalmente, de multiples
aspectos relacionados especificamente con el problema en cuestion; aunque
en la mayoria de las situaciones reales y, por razones obvias, perd;;(x) = 0.

Bajo este nuevo enfoque, y para una instancia en concreto, la clase a elegir
sera aquella que minimice la funcion de pérdida:
yx = arg min PERD; (x) =
1<k<]
/ (2.5)

=arg min Zperdjk(x)-P(J’j|x)
1<ks] &

la cual se reduce a la férmula (2.4) en el caso, muy frecuente, de que la funcién
de pérdida se defina como:

L= k} (2.6)

perd; () =1-8, , ={0 ok

El objetivo de un algoritmo de clasificacion es buscar aquella estrategia,
férmula... de clasificacién que minimice el “error de generalizacion” (error de
test, o “suma de pérdidas” para casos no “vistos” previamente) al asignar los
distintos casos a las clases.

Si se conoce que el caso x, pertenece con certeza a la clase k, esta funcién de
error se puede evaluar mediante:

N
ferrorTest( ) = Z Z perdjk(xn) -p(yjlx) (2-7)

n=1j=1

donde se puede apreciar que la estrategia ha sido acumular las pérdidas de
todos los posibles errores de clasificacion y para todos los casos.

11 En la literatura relacionada con los algoritmos de clasificacion el concepto de “funcién
de pérdida” es en cierta forma polisémico. El enfoque que aqui le damos sigue lo
reflejado por Duda y Hart en su libro [14].

30



Solucidén ideal al problema de clasificacion: el método de Bayes

2.5 Solucion ideal al problema de clasificacion: el método
de Bayes

La funcién de probabilidad “a posteriori” p(y;|x) o, mds general, la funcién
que hay que minimizar para conseguir una pérdida PERD;(x) optima,
pertenecen a un funcional donde no es facil seleccionar cual es la 6ptima.

En la practica, a lo sumo se puede esperar estimar de forma indirecta la
probabilidad de que se den un conjunto de valores x conociendo la clase a la
que pertenece el caso, es decir la probabilidad condicionada: p(x|yj).12

Ahora bien, el teorema de Bayes dice que si se conocen:

e Las probabilidades condicionadas p(x|y;) de que se produzcan
ciertos valores para los atributos x, en funcion de las distintas clases
yj posibles!3,

e Y las probabilidades “a priori” p(y;) de que en este problema se

presenten unas ciertas proporciones de casos para cada una de las
clases.

es posible conocer p(y;|x), y por tanto clasificar los casos de forma 6ptima.

La bien conocida formula de Bayes facilita este calculo:

P(xb’j) P()’j)
s _ p(ly) pO)

p(y;lx) = > (2.8)

La probabilidad “a posteriori” p(y]-|x) sefiala lo probable que es que el caso
determinado por los atributos x pertenezca a la clase y;.

Una vez conocidas las probabilidades “a posteriori” para las ] clases, el trabajo
del algoritmo clasificador seria trivial: simplemente se asignaria el caso a la
clase que presentase mayor probabilidad (o menor riesgo), de acuerdo con las
formulas (2.4) o (2.5).

Este método no suele tener uso practico ya que normalmente se desconocen
las probabilidades p(x|y;) y, su estimacién, a partir de un conjunto
normalmente escaso de datos empiricos, es un problema de muy dificil
solucion (sobre todo sila dimensionalidad del espacio de los atributos es alta).

El método de Bayes se utilizara en esta tesis para el andlisis del problema
sintético propuesto en la validacion de la métrica LOM (ver seccién 6.3.1).

12 Por ejemplo, la probabilidad de que un enfermo tenga una temperatura superior a 40°
sabiendo que ha contraido la malaria.

13 A este término en inglés se lo conoce como “likelihood”, que se podria traducir como
“verosimilitud”.
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2.6 Modelo de un clasificador

Visto que el enfoque probabilistico no conduce a una metodologia que
resuelva siempre el problema, en la practica, el abordar conceptualmente una
tarea de clasificacion supervisada comienza estableciendo un modelo de
clasificador (alguno de los reflejados en la seccién 2.2.3 u otro mads especifico
para un determinado tipo de problema). Establecer un determinado modelo
es, en muchos casos, una decisiéon personal del disefiador basada en su
experiencia; en otras ocasiones la busqueda en la literatura cientifica de como
otros investigadores han resuelto problemas similares puede guiar esta
seleccion.

La siguiente fase es ajustar, aprender, optimizar... los parametros del modelo.
En los métodos de clasificacién supervisada para dar soporte a esta fase se
emplea el conjunto de casos de aprendizaje y el algoritmo asociado al modelo
del clasificador.

El ultimo paso es comprobar el rendimiento real del clasificador y tomar la
decision de si es apto o no para la tarea encomendada.

A pesar de la existencia de multiples modelos de clasificaciéon muy distintos
entre si, existen una serie de conceptos comunes a todos ellos:

e Robustez.

e Escalabilidad.

e Sobreaprendizaje.

e Elriesgo real de cometer un error.

En las siguientes secciones se expondran cada uno de estos conceptos.

2.6.1 Robustez

El concepto de robustez [20] de un clasificador estd ligado a su capacidad de
mantener una alta precision en la clasificacion cuando los atributos de los
casos estan contaminados con ruido.

En el grafico de la Figura 2.2 se puede apreciar cémo la recta que hace de
separacion entre las clases 1 y 2 seguiria sirviendo como criterio clasificador
correcto, aunque los cuatro casos mas “conflictivos” estuviesen contaminados
con una cantidad de ruido tal que los hiciese moverse dentro de las
circunferencias que los rodean.

Se puede considerar la robustez de un método de clasificacién tanto durante
la fase de aprendizaje (es decir la capacidad de determinar correctamente la
funcidon de separacion entre clases cuando los datos de aprendizaje estan
contaminados con ruido), como la robustez en la fase de clasificacion, es decir,
cuando a un clasificador ya entrenado se le pide clasificar un caso nuevo
contaminado con ruido.
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X2
. Circunferencia
de radio R
1
e Casos clase 1 PO NSl
~_7
* (Casos clase 2 X1

Figura 2.2.- Frontera de separacion entre clases robusta frente a variaciones de los
atributos de un caso dentro de una circunferencia de radio R.

En escenarios reales, y cuanto mds “hostiles” sean estos a una toma precisa de
datos, la robustez es una valiosa cualidad del clasificador (y en casos
extremos, tan importante como la propia precision de la clasificacion).

2.6.2 Escalabilidad

El concepto de escalabilidad se refiere a la capacidad de un algoritmo para
gestionar un incremento en el numero de atributos o en el namero de casos
de un problema sin perder sus principales caracteristicas (precisién de la
clasificacién, tiempo de cdlculo, necesidades de memoria...).

La presencia de una gran cantidad de casos de aprendizajel4, o la alta
dimensionalidad de su espacio de atributos, son caracteristicas de muchos
problemas de clasificacion actuales, sobre todo de aquellos relacionados con
la vision artificial [21], la gendmica...

Asi pues, la primera de las dificultades relacionadas con la escalabilidad es el
manejo de multiples casos de aprendizaje, sobre todo en aquellos algoritmos
que basan la clasificacion de un nuevo caso en la exploracién de todos los
casos de aprendizaje (ya que aquellos que “resumen” en un conjunto pequefio
de valores los parametros a utilizar en el proceso de clasificacidon solo sufren
este problema durante la fase de aprendizaje). En la seccion 2.6.2.1 se
describen un conjunto de algoritmos que mitigan la busqueda de casos
similares a uno dado en problemas con gran abundancia de elementos en la
base de casos.

14 En algunos problemas el numero de casos podria ser tan grande que no sea posible
mantenerlos en la memoria RAM y se necesite implementar un almacenamiento en
disco, con su correspondiente “caché” en memoria RAM. Existen algoritmos de
busqueda rapida para estos escenarios, tal como el que se relata en [23].
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El problema de la existencia de un nimero muy grande de atributos se lo
conoce como “la maldicion de la dimensionalidad” (“The curse of
dimensionality”1?, también denominada “el problema COD”). Su descripcién
y las posibles medidas para contrarrestarla se exponen en la seccién 2.6.2.2.

2.6.2.1  Problemas con gran cantidad de casos

Si el problema presenta tantos casos empiricos que el proceso de clasificacion
se convierte inviable en la practica, se debe afiadir al algoritmo base un
método que permita acceder rdpidamente a los casos de aprendizaje
necesarios.

La idea clave para resolver el problema es buscar una forma paralela de
representacion de los casos de aprendizaje que permita una busqueda rapida
cuando estos sean requeridos [22]. Esta indexacion (ordenacion) debe permitir
también al algoritmo de clasificacion identificar cuando un caso puede ser util
o no (para de esta forma minimizar el nimero de busquedas).

La forma mas habitual es emplear una estructura adicional de tipo arbol [23]
(o lista). El objetivo de este arbol es dividir el espacio de atributos en bloques
rectangulares ordenados que luego delimitaran la busqueda de los casos
requeridos.

En la siguiente tabla se recogen los principales métodos que permiten realizar
este cometido.

Estrategia Ventajas e inconvenientes

Lista invertida  Consiste en crear un indice por

[24] atributo y, para cada indice
ordenar los distintos casos de
menor a mayor.
Las busquedas (mediante “binary
search”) se realizan por cada
atributo y luego se realizan las
correspondientes intersecciones de

conjuntos de casos para encontrar ~ ® El tiempo de busqueda
los deseados. aumenta fuertemente

con el niimero de
atributos.

e Es facil de implementar.

e El ntimero de casos
encontrados que
cumplen unas
condiciones en las que
aparecen varios
atributos puede ser alto.

15 Como referencia primigenia se puede citar el libro de Bellman [152].
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Estrategia

Ventajas e inconvenientes

Rejilla fija [25]

“Locality-
sensitive
hashing” (LSH)
[26]

Se fracciona cada atributo en un
numero fijo de divisiones. De esta
forma todo el espacio de atributos
queda dividido en celdas
rectangulares. A cada una de estas
celdas se le asocia una lista con los
casos contenidos en ella, y a cada
caso se le anade la informacién
sobre a qué celda pertenece.

En la fase de busqueda solo sera
necesario explorar las celdas
colindantes a la que contiene el
caso dado (es inmediato conocer a
qué celda pertenece un casoy a
continuacion conocer todos los
casos de esa celda).

Esta técnica aplica distintas
funciones de “hash” (sensibles a la
similitud entre casos) con la
intencion de que para cada funcién
se produzcan colisiones en
aquellos casos a indexar que sean
mas similares.

Para cada funcién, y basandose en
la similitud de estas claves, agrupa
los casos en “cubos”. De esta
forma, los casos que estan mas
préximos entre si tienen una alta
probabilidad de estar en el mismo
“cubo”.

En el momento de clasificar un
nuevo caso se le aplica una de las
funciones de “hash” y se busca en
el “cubo” que posee dicha clave.
Posteriormente se buscan los
vecinos proximos entre los
recuperados en el paso anterior. El
algoritmo se repite para las
distintas funciones de “hash”.

e Es facil de implementar.

e Sjel nimero de

atributos es muy grande
la cantidad de celdas se
dispara.

Muchas celdas pueden
quedar vacias de casos
y otras pueden estar

densamente pobladas.

El nimero de casos
recuperados puede ser
relativamente grande.

Busca el vecino mas
préoximo de forma
aproximada.

Las funciones de “hash”
son propias para cada
métrica.
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Estrategia Ventajas e inconvenientes
“Quad tree” Su estructura se basa en un arbol e Esun arbol de poca
[27] k-ario (donde k=24). En cada nodo

“K-d tree” [28]

se particiona el espacio 24 en
bloques rectangulares,
correspondiendo una rama a cada
una de las particiones.

Para buscar un rango rectangular
de casos préoximos a uno dado se
utiliza una técnica de podado: se
abandona la busqueda en una
subrama si, cuando se llega a un
nodo, dicha subrama no puede
contener nodos en el rango
rectangular deseado.

Su estructura es un arbol binario .
donde el espacio de atributos es
particionado en cada nodo en
funcion del valor de un solo
atributo de un caso (los casos con
menor valor para ese atributo
quedaran en las ramas de la
izquierda y los de mayor a la
derecha).

En las implementaciones mas
habituales, segtn se va
descendiendo en el arbol se van
turnando ciclicamente los atributos
que sirven para tomar la decisién
de cada nodo®.

Como en los “quad trees”, para
buscar un rango rectangular de
casos proximos a uno dado se
utiliza una técnica de podado: se
abandona la busqueda en una
subrama si, cuando se llega a un
nodo, dicha subrama no puede
contener nodos en el rango
rectangular deseado.

16 En los “Generalized k-d trees” esto no es cierto.
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“profundidad”.

La forma (y el
equilibrado del arbol)
depende del orden en
que se inserten los casos
en el arbol.

Existen muchos nodos
vacios.

Mejores prestaciones
que el “quad tree” para
un numero de atributos
elevado (hasta 20 o 30
atributos).

En cada bifurcacién solo
utilizan un atributo
(frente a los “quad tree”
que emplean 4).

El orden en que se van
sucediendo las
divisiones en cada rama
determina la
profundidad del arbol.
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Estrategia Ventajas e inconvenientes

“K-d tree” Se diferencia del anterior en que
adaptativo [29] en las divisiones de cada nodo se
elige el atributo que presenta la

e La estrategia empleada
hace que el arbol quede
mas equilibrado y que,

mayor dispersiénl” de valores, y por tanto, las futuras
también el valor donde se btisquedas sean mas
produciréd la divisiéon (que no rapidas.

tendrad que coincidir con el de
algtn caso existente).

Tabla 2.2.-  Caracteristicas de distintos métodos que aceleran la biisqueda de casos
deseados.

En las conclusiones de la métrica BTW (seccion 5.5) se establece una relacion
conceptual con la técnica LSH.

2.6.2.2 La maldicion de la dimensionalidad

La dificultad que se plantea bajo este nombre es que la capacidad de prediccion
de aquellos algoritmos que emplean estimadores de clasificacion locales se
degrada exponencialmente segin aumenta la dimension del espacio de los
atributos (si simultdneamente no se amplia en consonancia el niumero de casos
empiricos de aprendizaje).

Es facil comprender que la densidad de los casos, repartidos uniformemente
en el espacio, es proporcional a N'/4 y que esta decrece rapidamente cuando
A se incrementa. Ademads, se obtiene la percepcién de que los puntos se
encuentran cerca de los limites del espacio. Por ejemplo, para una esfera de
radio unitario en la que se encuentran distribuidos uniformemente N puntos,
la mediana de la distancia de un caso que se encuentre en el centro a su vecino
mas préoximo aumenta rapidamente hacia la unidad, de acuerdo a la siguiente

férmula:
1/A

/
L' N] (2.9)

mediana = [1 — (E)

Asi pues, este aspecto de la clasificacion se revela como uno de los grandes
retos que debe abordar un algoritmo basado en una métrica que pretenda
resolver problemas reales.

La dimension del espacio de atributos influye de forma fundamental en la
“proximidad relativa” de un conjunto de casos.

17 Por “dispersién” para los casos que quedan en esa rama se puede entender cualquier
parametro estadistico del atributo que se considere oportuno (varianza, rango...).
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Asi pues, si se opera un espacio de atributos de A dimensiones, el volumen
ocupado por una esfera de radio r en este espacio es:

A2 A

Y =ranz+ D

(2.10)

donde I'(x) es la funcién gamma de Legendre!® y 4 la dimension del espacio
de atributos.

Otro ejemplo: si se dispone de N casos repartidos uniformemente en un cubo
de arista 1, y se emplea una métrica euclidea, el radio medio de la esfera que
pasa por el primer vecino de un caso dado es:

/A
AT(A/2D\'
radio = <27‘[ATN> (211)

Del andlisis de la férmula (2.11) se puede deducir, y tal como se aprecia en la
Figura 2.3 y en la Figura 2.4, que la distancia media al vecino més cercano
aumenta rdpidamente con el numero de atributos A y que, para tratar de
mantener una distancia media fija, es necesario aumentar exponencialmente
el nimero de casos experimentales si tan solo se aumenta ligeramente el
numero de dimensiones.

"Distancia media al vecino préximo"

Distancia media

o000 0

Figura 2.3.- Distancia media de un punto a su vecino inmediato en funcion de la
dimension del espacio de atributos (A) y del niimero de casos (N).

18 Que para niimeros enteros positivos se evaltia como I'(x) = (x — 1)!, cumpliéndose
también que: T'(1) = 1, F(l/z) =T
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"Distancia media al vecino préximo"

1000 2000 3000 4000 5000 GOOD 7000 §000 9000
N

Figura 2.4.- Curvas de contorno en el plano N-A de la anterior Figura.

Para hacerse una idea de los drdenes de magnitud, en la siguiente tabla se
recoge el numero de casos necesarios N para mantener una distancia media
de 0,2 unidades al ir aumentando el nimero de atributos A.

A 2 4 6 8 10
N 8 127 3.024 96.244 3.829.411

Tabla 2.3.- Numero de casos prototipo N necesarios para mantener una distancia
media constante (de 0,2 unidades) al vecino mds cercano.

Se aprecia como el efecto de la dimension causa estragos en el rendimiento de
aquellos algoritmos que emplean una distancia como base para la
clasificacidn.

No es de extranar que muchos de los algoritmos del estado del arte que se han
estudiado en esta investigacion: VSM, DANN, LaMaNNa... lo hayan tenido
en cuenta en su disefio.

2.6.2.2.1 Estrategias para mitigar el problema COD

En los escenarios reales se dan un par de circunstancias que inducen al
problema COD:

e En ciertos problemas (visidn, gendmica...), el nimero de atributos
suele ser bastante elevado (por esta razdn, en algunos escenarios, se
procede a un preprocesamiento de los datos).

e La cantidad de casos de aprendizaje experimentales suele estar
limitada por el costo que supone su adquisicion. Es decir, en muchos
casos no es muy grande.
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La confluencia de estos dos factores suele conducir a problemas de solucién
compleja. Pero en los problemas también se pueden presentar otras tres
caracteristicas que pueden ayudar a mitigar dicha dificultad:

e Algunos de los atributos pueden ser irrelevantes para la clasificacion,
por ejemplo: medidas que solo contienen ruido o que no tienen
ninguna conexién con el problema actual. Si se prescindiese de ellos
no habria ninguna pérdida de informacién y la dimensionalidad del
problema se reduciria.

e Pueden existir atributos que presenten una fuerte correlacién entre
ellos. Esto significa que, en el fondo, todos ellos estan portando la
misma informaciéon y, por lo tanto, si se eliminasen todos, excepto
uno, la calidad de la clasificacion no se resentiria. En otros
problemas, el valor de uno de los atributos se puede aproximar
razonablemente bien mediante una combinacion lineal de los valores
de otro conjunto de ellos. Siguiendo el mismo razonamiento anterior,
se podria prescindir de este atributo y reducir asi el naumero de
dimensiones total.

e Aunque un atributo no cumpla con alguna de las anteriores
caracteristicas, si su relevancia es escasa, también podria considerarse
beneficioso “reducir al maximo” el numero de dimensiones y
prescindir de él. En las estrategias de aprendizaje supervisado, este
enfoque se puede contemplar bajo el prisma de la reduccion del
numero de pardmetros a entrenar y por tanto la reduccion del riesgo
estructural (ver seccion 2.6.4).

Estas reflexiones generales sobre la importancia de un atributo se han
plasmado, en la literatura cientifica, como distintos algoritmos de
preprocesado de datos que se han usado para luchar contra la maldicion de la
dimensionalidad, entre ellas se pueden citar:

e Seleccion de atributos: quizas una de las estrategias mads primitivas
fue eliminar del conjunto de atributos aquellos que no tuviesen una
fuerte influencia en la clasificacion. De esta forma, no solo se reducia
el numero de dimensiones, sino también se evitaban aquellos
atributos muy contaminados por ruidos (o redundantes que no
aportaban nueva informacion).

e Andlisis de componentes principales (PCA) [30]: consiste en llevar a
cabo una transformacion lineal que proyecta los valores originales de
los atributos en un subespacio que tiene como ejes principales
aquellos que se orientan en las direcciones de maxima varianza de
dichos valores.

Esto se logra diagonalizando la matriz de covarianzas € (donde u es
el vector de medias de los distintos atributos):

N
1
c= N;(xn — W)y — )" 2.12)
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Y posteriormente obteniendo sus valores y vectores propios.

El nimero de dimensiones de este subespacio se elige para cada
problema. Para facilitar esta tarea simplemente se ordenan los
vectores propios por orden descendente de su valor propio asociado,
y se seleccionan los M primeros!?.

Al proyectar el conjunto de atributos (que residen en un espacio de

dimension A) en otro subespacio de dimension inferior (M), el
problema de la maldicion de la dimensionalidad queda mitigado?0.

El mayor problema practico asociado es que los “nuevos atributos”
no se identifican con magnitudes que posean significado para el
usuario final de la solucion de clasificacion.

Ademas, el hecho de que los “atributos nuevos” tengan gran varianza
y nula correlacion con los demads, no significa que su capacidad de
predecir la clase a la que pertenece un caso sea la dptima. En el
problema de la Figura 2.5 las curvas de equidistancia en el espacio
transformado se alargan en la direccion que ayudaria a clasificar
casos nuevos. Por lo tanto, en este caso, la aplicaciéon de las
direcciones PCA si ayudaria a clasificar mejor los casos.

25

Clase 1
20 Clase 2
15
10

@

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15
Atributo 1
Figura 2.5.- “Kernel” orientado segiin las direcciones correspondientes a los
vectores propios de la matriz de covarianzas (longitudes de los ejes de las curvas de
equidistancia inversamente proporcionales a los valores propios). La linea recta
indica la frontera optima de separacion de las dos clases.

19 Siendo este valor M decisién del investigador.

20 Y, de paso, elimina las correlaciones entre los “nuevos atributos” en el espacio
proyectado.
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Pero para otro problema diferente, la misma estrategia puede
comportarse de forma completamente opuesta. En la Figura 2.6 se
puede apreciar otro problema sintético bidimensional, donde en este
escenario los casos se distribuyen de una forma que tiende a ser
paralela al eje de abscisas.

Como se puede comprobar graficamente, en esta situacion las curvas
de equidistancia en el espacio transformado que se ven en la figura,
no solo no ayudarian a clasificar mejor los casos, sino que empeoraria
el rendimiento del algoritmo de clasificacion.

25

Clase 1
20 Clase 2

15

Atributo 2

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15
Atributo 1

Figura 2.6.- Contraejemplo sobre las posibilidades de emplear los valores y vectores
propios del PCA como ejes del “Kernel” orientado de acuerdo a esas direcciones (las
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longitudes de los ejes de las curvas de equidistancia son inversamente

proporcionales a los valores propios).

e Imponer restricciones en los modelos a ajustar: muchos de los

algoritmos de clasificacion imponen condiciones sobre las
propiedades de los casos. Por ejemplo, el algoritmo LDA exige que
los atributos de los casos de las distintas clases pertenezcan a
distribuciones normales multidimensionales con la misma matriz de
covarianzas.

Estas condiciones no se suelen cumplir en los casos reales, lo cual
cuestiona tedéricamente la aplicabilidad del algoritmo. Pero, por otra
parte, también reduce mucho el nimero de pardametros libres a
estimar/optimizar.
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2.6.3 Sobreaprendizaje

El objeto final de un modelo de clasificaciéon podria ser el proporcionar una
funcién algebraica de separacion entre clases (también denominada funcién
de decisién). En algunos clasificadores, como en las maquinas de vectores de
soporte (ver seccion 4.2.3) o en el andlisis del discriminante (ver seccién 4.2.2),
dicha funcién es el resultado real del método de clasificacion; pero en otros
casos, como en la clasificacion basada en vecinos préoximos (ver seccién 4.2.1),
esta funcion no seria algebraica, pero si se podria visualizar por medio de los
diagramas de Voronoi.

El problema del sobreaprendizaje (sobreajuste) procede de entrenar
repetidamente el modelo, mediante un algoritmo de optimizacién de los
parametros, en aras a conseguir discriminar con mayor perfeccién la clase de
los casos de aprendizaje. Segun se puede apreciar en la Figura 2.7, la
superficie, vamos a suponer “correcta”, de separacion entre clases (curva de
trazo continuo) no realiza su labor perfectamente para todos los casos de
aprendizaje, pero es muy posible que represente mejor el criterio causal de
clasificacion subyacente en el problema que la curva “sobreajustada” (que
aparentemente realiza su trabajo a la perfeccion con los casos de aprendizaje).

Superficie “sobreajustada” de
separacion de clases

X2
Superficie “correcta”
.~ de separacién de
*
clases
[ ]
e (Casos clase 1 /\°
* Casos clase 2 X1

Figura 2.7.- Superficie de separacion de clases correcta (trazo continuo) y con
sobreajuste (trazo discontinuo).

Cuando el clasificador se aplica a casos nuevos (no pertenecientes al conjunto
de aprendizaje) las funciones de decisiéon sobreajustadas proporcionan
resultados mucho peores a los esperados.

Las causas del sobreaprendizaje radican en la “gran expresividad” del modelo
clasificador (que podria adaptarse a casi cualquier tipo de superficie), a la
contaminacién con ruido de los valores de los atributos y las clases, y a la
finitud del conjunto de casos de aprendizaje.
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La siguiente seccion trata de formalizar este problema desde el enfoque
proporcionado por Vapnik a finales del siglo XX; el denominado principio de
la minimizacion del riesgo estructural.

2.6.4 Laminimizacién de riesgo estructural

Una de las caracteristicas deseables para un algoritmo de clasificacion es que
sea consistente, es decir, que al ir aumentando el numero de casos de
aprendizaje, el error cometido al clasificar los casos nuevos fuese
progresivamente  disminuyendo. La  consistencia requiere que,
asintoticamente, se fuesen aproximando el error de clasificaciéon calculado con
los casos de aprendizaje y el obtenido con los casos de test.

Este aspecto requiere considerar por una parte como se calcula el error
empirico (el obtenido mediante los casos de aprendizaje); y como, la funcion
que implementa el algoritmo de la clasificacion, incrementa dicho error
empirico para dar lugar al error real esperado (el calculado si se dispusiese de
infinitos casos de test)?2l.

2.6.4.1  El riesgo empirico

Durante muchas décadas, optimizar los pardmetros de un método de
clasificacién o regresion (en aras a mejorar su precision) significaba casi
exclusivamente buscar el conjunto de valores para los que el error medio en
la clasificacion de los datos de aprendizaje resultase mas pequefio®2.

N
1
Eomp®) =% ) Gt (XD (2.13)
i=1

donde E¢p,, (P) es el valor del error empirico de la clasificacion y fue.(x;, P) es
la funcion de decision que clasifica al caso i-ésimo partiendo de los valores de
sus atributos y cyj(xi) vale 1 cuando el caso x; pertenece a la clase y;.

Al error empirico se lo puede conectar con el concepto de “error de
clasificacion en este problema dada una cierta funcion de pérdida”; cuando se
lo usa bajo este mas amplio significado se suele usar el nombre de riesgo
empirico: Repy (P).

21 En algunos articulos a este error real esperado también se llama: “error garantizado”,
“error de generalizacion”...

22 Las estrategias que se basan en minimizar solo este término se encuadran dentro de las

técnicas conocidas como “de reduccién del riesgo empirico” (“Empirical Risk
Minimization”, ERM). El MSE aplicado sobre los datos de aprendizaje es una de las
muchas formas de expresar el riesgo empirico, como también podrian ser los métodos
de maxima verosimilitud (ML) en las estimaciones de funciones de densidad de
probabilidad...
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Bajo este enfoque, el conjunto de pardmetros 6ptimo sera aquel que cumpla:

Popt = arg min Rep, (P) (2.14)
P

La minimizacién, sin otras consideraciones, del error empirico conduce
habitualmente al problema del sobreaprendizaje. El método de clasificacion
acaba seleccionando un conjunto de parametros que, en lo posible,
“memorizan” las clases especificas de cada uno de los casos de aprendizaje,
en vez de intentar buscar la “verdadera” funcién de clasificacién (decision)
que subyace en el problema. Bajo esta consideracién, es claro que el error
empirico calculado puede ser mucho mas pequefio que el error real esperado
para ese problema.

De hecho, cuando a una funcion que sufre de sobreaprendizaje se le presentan
nuevos casos (no utilizados en el aprendizaje) su error de clasificacién suele
ser mucho mas elevado que el estimado con los casos de aprendizaje.

Asi pues, el error de clasificacion real esperado puede mejorar o no al
incrementar el nimero de casos de aprendizaje; es decir su consistencia no
depende del valor del riesgo empirico. Solo serad consistente si:

lim p Jsup (RP)Remp(®P)) > (=0 Ve (2.15)
* P

donde R(P) es el riesgo real esperado.

Para evitar el sobreaprendizaje, tradicionalmente los métodos de aprendizaje
supervisados utilizan técnicas de validacion, como las resefiadas en la seccion
1.3.3, para seleccionar el mejor modelo; o técnicas de regularizacion en la que
se procura que los valores de los parametros estén restringidos por ciertas
reglas. El “decaimiento” de los pesos y la limitacién de los valores de las
derivadas primeras y/o segundas de la funcién de decision son ejemplos de
estas ultimas técnicas.

Ereg(P) = Eomp(®P) + A ¢(faec(P)) (2.16)

donde A es un factor de penalizacion y qb(fdec(?)) un funcional que intenta
“restringir la variabilidad” de la funcion de decision.

2.6.4.2  Elriesgo estructural

En 1992 Vladimir Vapnik [12] presenté un nuevo enfoque para abordar este
problema denominado minimizacién del riesgo estructural (“Structural Risk
Minimization”, SRM) en el que lo que realmente se busca minimizar es el error
real esperado (o “error de generalizacion”).

45



Elementos de la teoria de clasificacion

De acuerdo a Vapnik, el error de generalizacion se define como la cota
superior de la suma de error de aproximacion (que se comete al elegir modelo
o la funcién y los pardmetros mediante el que se estima la clase de un caso)
mas el error de estimacion que es provocado porque la cardinalidad del
conjunto de datos de aprendizaje no es infinita (error de aprendizaje
empirico). Habitualmente este error de generalizacion es imposible de
cuantificar, pero sirve como idea de guia en el disefio de los algoritmos.

A modo de ejemplo, y expresado en forma de riesgos, dicha cota superior para
las técnicas de separacion por planos seria:

Remp(?)
UZ(N’ hfdec(:P)’ n)

R(P) < Remp(®P) + 2V*(N, by, ppm) | 1+ [1+ (2.17)

donde R(P) es el riesgo real esperado de cometer un error al clasificar los
datos mediante una determinada funcion de decision y v(N, hfdec(?),n) es la
denominada “confianza VC” (ver ecuacién (2.18)), que evalta el riesgo
asociado a la funcién de decision elegida (y que depende del nimero de casos
de aprendizaje N, de la dimension VC h, y de un término pequefio
0<n<1).

En la siguiente Figura se visualiza esta idea. El riesgo total esperado para los
casos de test (linea continua gruesa) esta compuesto de un error que introduce
el propio modelo por sobreajustarse a los datos (error de aproximacion) y otro
que tiene que ver con el error de ajuste de los datos empiricos a ese modelo.
El punto minimo de la curva de riesgo real indicaria la complejidad 6ptima
del modelo a utilizar.

Riesgo/ | Cota del riesgo real: error de test/generalizacion
Error
| : —_— .-
1 ' -
\ ' - -
1 - -
! T . R
\ T ' Término capacidad: error de aproximacién
— 1
L~ '
. -z \
4 \
/ \
. \
/ N\
S
N
/ ~ !
~ H . . .7 7. . .
~o Riesgo estimacion (empirico): error aprendizaje
§|~ R
T T e e e e e __, h

Figura 2.8.- Error de aprendizaje, error de aproximacion y error de test en funcion
de la complejidad del modelo (casos que puede separar).
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De este enfoque se puede obtener una doble reflexidn:

e Por una parte se debe tratar de seleccionar una funcién de decision?3
que controle el sobreaprendizaje (sobre todo cuando el nimero de
casos de aprendizaje es relativamente pequenio). La funcion elegida
deberia ser aquella, no que proporcionase el menor error empirico,
sino la que se corresponderia con el minimo del error de
generalizacidn al entrenar el modelo.

e Por otra, seria muy interesante conocer, sin disponer de casos de test,
cudl seria el error real de clasificacion. Eso se conseguiria si al riesgo
empirico se le pudiese sumar un término que nos permitiese estimar
el riesgo real, tal como se aprecia en la ecuacion (2.17).

Antes de presentarse esta teoria ya habian nacido conceptos relacionados,
como la “dimension de Vapnik-Chervonenkis” (VC) para un conjunto de
funciones £, 1a cual se define como el nimero maximo de casos (h) que pueden
ser separados en dos clases diferentes (en todas las 2" combinaciones posibles)
por ese conjunto de funciones £. La dimension VC para un algoritmo mide su
capacidad y complejidad para representar clasificaciones muy diferentes, y
también su tendencia al sobreaprendizaje (principalmente cuando el namero
de casos es pequeno).

Asi existen expresiones como la “confianza VC” (utilizada en la ecuacién
(2.17)), que expresan la tendencia de una determinada funcion de decision de
aumentar el riesgo real esperado:

hs,..@)- (In(2N /Ry, +1)—1In(n/4)
o(N, by, o) = |22 @)- (In( de(P)) ) (2.18)

donde N es el numero de casos de aprendizaje, hf,  (p) es la dimension VC de
la funcién de decision (incluyendo los parametros que esta usen) y 1 es un
valor pequefio comprendido entre 0 y 1 que luego se ligara con la probabilidad
de cometer un cierto error.

La aplicabilidad de la dimension VC en la teoria SRM la establece Vapnik por
medio del control de la capacidad de generalizacidn:

“To achieve the smallest bound on the test error by controlling (minimizing)
the number of training errors, the machine (the set of functions) with the
smallest VC dimension should be used”.

Asi pues, reducir el porcentaje de error de clasificacion de los datos de
aprendizaje y mantener una dimension VC pequefa son objetivos
contradictorios. Como se ha indicado en la seccién 2.6.3, si se dispone de un
conjunto de funciones que permitan clasificar perfectamente los datos de

23 O sus pardmetros, método de optimizacion...
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aprendizaje, el error empirico serd cero, pero la dimension VC sera muy
grande, y la capacidad de ese modelo de generalizar estara en entredicho.

Si se ajustase con los datos de aprendizaje una secuencia de modelos (que en
este caso difieren solo en los pardmetros) con dimensién VC creciente:

fdec(?l) < fdec(?z) << fdec(?i) < - (2-19)

Y para cada uno de ellos se calculasen sus riesgos reales: R(P;), se asumira
como mejor modelo aquel que presente la menor cota superior para el riesgo
de generalizacion:

Pope = argmin (R(P)))

i

(2.20)

Como ultima reflexion, se puede indicar que este enfoque de Vapnik
reformuld una vieja idea del siglo XIV conocida como la “navaja de Occam”:
la explicacion mas sencilla es la mejor de todas las posibles (que también es
conocida como el principio de parsimonia).
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3 Fundamentos matematicos

Este apartado quiere complementar al anterior recogiendo cuestiones
transversales en el mundo de las medidas de distancia aplicadas a la
clasificacion. Muchas de estas técnicas son las que actualmente sustentan, y
en el futuro orientardn, investigaciones en este campo.

Asi pues, en la seccion 3.1 se recoge una taxonomia de las técnicas de
optimizacidon, y a continuacidén se explican con madas detalle las distintas
técnicas que han tenido relacion con esta tesis: optimizacion sin restricciones
para ecuaciones no lineales, optimizacion con restricciones lineales y la
programacion semidefinida.

En la seccién 3.2 se expondran de forma breve los aspectos mas importantes
de las geometrias riemannianas; teoria que se usa de forma muy importante
en la métrica LOM.

3.1 Técnicas de optimizacion

En la mayor parte de los algoritmos, tanto en los estudiados en el estado del
arte, como en los desarrollados en esta investigacion, se emplean algoritmos
de optimizacion.

En esta tesis, el objetivo es minimizar una funcion de error f,,,, normalmente
el error en la clasificaciéon empirica de los casos (o alguna de sus variantes):

min ferr(x: ?) (31)
P

De acuerdo al “Wisconsin Institute for Discovery”, una posible taxonomia
para las técnicas de optimizacién podria ser la reflejada en la Figura 3.1 [31].

No es objeto de esta tesis detallar cada una de estas técnicas, nos limitaremos
a describir aquellas que estan directamente relacionadas con esta tesis, para
una referencia completa el lector puede consultar [32]. Todas las
optimizaciones que usamos son deterministicas para atributos continuos:

e Optimizacién sin restricciones para ecuaciones no lineales.
e Optimizacién con restricciones lineales.

e Programacion semidefinida.
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3.1.1 Optimizacion sin restricciones para ecuaciones no lineales

Bajo el epigrafe de optimizacion sin restricciones se engloban todos aquellos
métodos que no imponen limites en los valores que pueden tomar los
parametros a optimizar.

En algunos problemas estos métodos se aplican directamente sobre la funciéon
objetivo, pero en otros se emplean sobre reformulaciones de problemas de
optimizacidn con restricciones, en los que estas han sido reemplazadas por
términos que penalizan su desviacidn fuera de los rangos permitidos.

Otro aspecto preliminar importante es si la funcién de error tiene derivadas
de primer y segundo orden continuas. Este aspecto facilitara el planteamiento
tedrico de su resolucion.

La mayor parte de los métodos que se emplean en este tipo de minimizacién
emplean un proceso iterativo:

e Se comienza en un punto del espacio de pardmetros P lo mas
cercano posible al minimo que se desea encontrar.

e Seaplica el algoritmo de minimizacidn en cuestion, encontrandose un
nuevo valor para los pardmetros P, para los cuales la funcién de
error presenta un valor menor.

e Continuar con este procedimiento, generando una secuencia de
iteraciones P, hasta que no se consiga rebajar el valor de la funcién
objetivo.

Existen distintos métodos para realizar este tipo de optimizacion que se
repasan en los siguientes subapartados.

3.1.1.1  Meétodos de biisqueda exhaustiva

Son adecuados cuando el numero de pardmetros a optimizar es pequefio
(normalmente uno o dos). Su estrategial consiste en ir evaluando
sistematicamente la funcién de error en distintos emplazamientos del espacio
de pardmetros, registrando los valores que va tomando, y luego eligiendo el
valor minimo. Existen variantes que pasan por la simple exploracion en una
malla uniformemente distribuida o mas sofisticadas versiones, como la
busqueda de Fibonnanci [33] o la busqueda mediante la seccién durea [33]
[34], que son efectivas para reducir el nimero de evaluaciones de la funcion
cuando se conoce que en un determinado intervalo solo existe un minimo.

Este método tiene como ventaja que solo es necesario evaluar la funcién a
optimizar, no es necesario calcular derivadas primeras ni segundas.

Se usa en la optimizacion de los parametros C y y en las SVM-RBF [35], en
técnicas de criptografia [36]...

1 También conocido como algoritmo de “fuerza bruta”.
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En esta investigacion se ha usado la busqueda mediante la seccion aurea en la
optimizacién de los parametros del algoritmo BTW, y la busqueda en malla
en el entrenamiento de las SVM.

3.1.1.2  Meétodo del gradiente conjugado

Tratando de evitar el calculo de derivadas segundas, el método del gradiente
conjugado implementa la busqueda en direcciones conjugadas para ir
descendiendo hacia el minimo.

Asi pues, en un determinado punto del espacio de parametros se calcula la
préxima direccién conjugada? s y se procede a una busqueda del valor
minimo a lo largo de esa linea:

Qopt = Min ferr(x,?(i) + aS(i)) (3.2)
a

A continuacion se actualiza el valor de los parametros:
P =P + g, sO (3.3)
En ese nuevo punto se calcula el gradiente:

gr*Y = Vf,. (x, P+ (3.4)
Y se computa la siguiente direccion conjugada s mediante3;

s _ (gr) grs

RS T e gr Fletcher — Reeves (3.5)

. T . .
(+1) _ (gr(l+1)) (gr(l+1) _ gr(l))
PR (gr0)T gr®

Polak — Ribiere (3.6)
s+ = _gpliD) 4 [;gjl)s(i) (3.7)

procediéndose a realizar nuevas iteraciones hasta obtener un minimo en la
funcién de error, o a que se estabilicen los valores de los pardmetros:

PED — p®| < ¢ (3.8)

En la minimizacién de funciones no lineales, periédicamente se procede a
reinicializar la proxima direccion conjugada.

En la Figura 3.2 se ilustra el funcionamiento de este algoritmo para un
paraboloide que se representa por medio de sus curvas de nivel. Se supone
que se comienza desde el punto x, y desde ese punto se procede una
busqueda en la direccion del gradiente negativo (linea so), hasta llegar al
punto xi1. Aqui se calcula el gradiente y se procede a calcular la siguiente

2 En la primera iteracion, la direccién conjugada es la del gradiente cambiada de signo.

7 i+1 . .
3 Normalmente cuando el calculo de ,8,5; ) devuelve un valor negativo, se lo convierte en
cero.
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direccion de movimiento (linea s1) aplicando una de las férmulas (3.5) o (3.6)
y luego la (3.7). Se vuelve a buscar el minimo a lo largo de la curva, hasta
llegar al punto x2. Las iteraciones contintian hasta llegar al minimo xy.

Figura 3.2.- Busqueda del minimo de la funcién por el método del gradiente
conjugado.

Esta técnica de optimizacion se usa en la explicacidon del algoritmo VSM
(seccion 4.4.1).

3.1.1.3 Meétodo de Newton

Es el mas antiguo de los métodos de optimizacién basados en las derivadas
de la funcion de error. Se basa en un proceso iterativo que emplea las
derivadas primera y segunda de la funciéon a minimizar respecto a los
distintos parametros para acelerar la busqueda del minimo.

Ppl+1) — p(i) _ (VZferr(x,:p(i) ))—1 Vo (2, PO (3.9)

donde P® es el vector con los valores de los parametros a optimizar (iteracion
i-ésima). Vf,..( ) es el gradiente de la funcién de error y V?f,..( ) es el
hessiano de dicha funcion.

El proceso iterativo contintia hasta que la norma del gradiente esté por debajo
de un valor prefijado:

[Vferr (2. PO )| < (3.10)

Su principal inconveniente es que hay que calcular el hessiano de la funcion
de error (bien sea analitica o numéricamente) e invertirlo. Para evitar el
calculo del hessiano existen métodos denominados genéricamente “cuasi-
Newton”4 que van actualizando una matriz aproximada a la inversa del
hessiano (de esta forma se evita tanto el calculo de derivadas segundas como
el tener que invertir una matriz, muchas veces mal condicionada).

La interpretacion geométrica del método de Newton se puede ver en la Figura
3.3. Si se parte del punto xo y en él se calcula el gradiente y el hessiano, el

4 El mas usado habitualmente es el conocido como BFGS en honor a sus autores Broyden,
Fletcher, Goldfarb y Shanno.
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método de Newton, considera que hay que minimizar el paraboloide que pasa
por ese punto y presenta el mismo gradiente y hessiano en ese punto. Esto
lleva a calcular el punto x1, donde se repite el algoritmo hasta llegar al minimo
de la funcién xy.

A

Paraboloide
\, ajustado en X,

v

o

x; X, X, X
Figura 3.3.- Biusqueda del minimo por el método de Newton.

3.1.1.4  Meétodo de Levenberg—Marquardt

Es quizas el algoritmo de eleccion cuando la funcion de error a minimizar es
una suma de cuadrados, escenario tipico en un problema de clasificacion en
la minimizaciéon de sumas de las diferencias entre el valor real y el predicho
elevado al cuadrado [37] [34].

N
Forr (2, P) = Z 92(x, P) = 97 (x, P)O(x, P) (3.11)
i=1

Asi pues, el gradiente de esta funcion de error sera:

619i(x, fP)

SR 2P I P)  (12)

N
Vorr (6,P) =2 ) ,(x,P)
i=1

donde J(x,P) es el jacobiano del vector de funciones individuales de error
(con derivadas parciales respecto a los distintos parametros).

Partiendo del conocimiento del jacobiano, el hessiano de la funcién de error
se puede expresar como:

N
Vforr(,P) = 2J7(x, P) I (x, P) + 2 Z 9;(x, P) V29,;(x, P) (3.13)

=1

Si el segundo término es lo suficientemente pequefio, el hessiano quedaria
como:

V2 forr (2, P) = 2 " (x,P) J(x, P) (3.14)
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Si se sustituyen las ecuaciones (3.12) y (3.14) en la férmula (3.9), que permitia
iterar buscando el minimo en el método de Newton, nos deriva al algoritmo
de minimizacion denominado de Gauss-Newton:

PED = pO) — [g7(x, PD) g(x, PD)| " 7 (x, PD) 9(x, D)  (3.15)

Un problema habitual con el algoritmo de Gauss-Newton es la invertibilidad
de la matriz [JT(x,?(i)) J(x, .‘P(i))]; para facilitar esta operacién se puede
incluir un término de regularizacion®:

97 (2, P®) (2, PDO)] > [3"(x,PD) J(x,PD) + uI] (3.16)
resultando:

P = pO _ [T (x, PD) J(2,PD) + ] J7 (2, PD) 9(x, PD)  (3.17)

Del andlisis de esta tltima formula nace el método de Levenberg-Marquardt:
si ul es lo suficientemente pequefio, la anterior ecuacion realizard iteraciones
de tipo Gauss-Newton; mientras que si dicho término predomina en la matriz
a invertir, las iteraciones seran de tipo gradiente descendente.

Los autores propusieron comenzar con un pequefo valor de p y realizar una
iteracion. Si el valor de la funcién de error con el nuevo conjunto de
parametros es menor que el anterior se dividira p entre un cierto factor mayor
que la unidad (p.ej. 10) y se procederd a realizar otra iteracion. Si por el
contrario el valor de la funcidn de error hubiese aumentado, se descartara esta
iteracion, se multiplicard el valor de u por ese mismo factor y se procedera
con una nueva iteracion. Asi hasta lograr la convergencia en un minimo.

El método de Levenberg—Marquardt implementa un interesante compromiso
entre la velocidad de convergencia de un método de tipo Newton y la
convergencia lenta, pero segura, de los métodos de tipo gradiente
descendente.

El método de minimizacién de Levenberg-Marquardt se ha utilizado en esta
investigacion en la primera aproximacion del algoritmo BTW (que luego fue
descartada).

Conclusidn final

El mayor problema que presentan, en general, los algoritmos para la
optimizaciéon de ecuaciones no lineales es, si la funciéon a minimizar no es
convexa, la posibilidad real de que el algoritmo se quede “atrapado” en un
minimo local®, no llegando a encontrar el minimo absoluto. Este problema se
agudiza segin aumenta el nimero de dimensiones y la “complejidad” de la
funcion.

5 En la literatura cientifica existen otros métodos de regularizacién para resolver este
problema como pudiera ser: u.diag (JT (2, PD) J(x, ?("))).

6 La técnica de exploracion exhaustiva no participa de este inconveniente.
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No existe una solucion definitiva para este problema. Algunos algoritmos de
aprendizaje en redes neuronales artificiales proponen el comenzar la
minimizacién de la funcién de error con distintos juegos de valores para los
parametros de aprendizaje [38], o emplear una técnica de “enfriamiento
simulado” [39] con la que se persigue en una primera fase encontrar una zona
donde los valores de la funcidén de error sean lo suficientemente pequefios
(proximos al minimo global), para luego pasar a buscar el valor mas pequefio
en esa area.

3.1.2  Optimizacion con restricciones

La optimizacidon con restricciones intenta minimizar una funcidon objetivo
sujeta a un conjunto de restricciones en los parametros.

min f(x,P)
— 3.18
sujeto a: {ZE£§ > 8 ( )

donde A(P) y ¢(P) son conjuntos de funciones reales R¥ -» R y P los
parametros de la funcién f(x, P) a minimizar.

El conjunto de restricciones definen la denominada “regién factible” para los
pardmetros. Dentro de la region factible se encontrara la “solucion déptima”
(P*), que sera el punto del espacio de los parametros (obviamente dentro de
esa region) donde la funcién f(x, P) presenta el minimo absoluto.

Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) proporcionan las condiciones
de primer orden necesarias’ para que un punto P* sea la soluciéon 6ptima de
un problema de minimizacién de una funcién sujeta a un conjunto de
restricciones de tipo ecuacion y/o inecuacion (de acuerdo a lo expresado en
(3.18)).

Partiendo de las técnicas de minimizacion basadas en los multiplicadores de
Lagrange (validas para la optimizacion cuando las restricciones son de tipo
ecuacion), el teorema de Karush-Kuhn-Tucker propone que, siendo P* el
conjunto de parametros que minimizan f(x,P), y A(P) =0y g(P) =0 los
conjuntos de funciones que juegan el papel de restricciones en dicha
minimizacidn, existen unos vectores A"y pu* tales que:

1) =0
2) VixP)+A2TVAP) —p Vg@) =0" (3.19)
3) wig®)=0
Y si a esto le afiadimos las propias restricciones de partida:
4) A(P)=0

(3.20)
5 g(®P)=0

7" La suficiencia vienen dada por condiciones de segundo orden.
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el conjunto de las cinco expresiones forman las denominadas “condiciones
KKT”. Aplicandolas al problema en cuestion proporcionan un conjunto de
ecuaciones que, una vez resueltas (normalmente mediante métodos
iterativos), conducen a encontrar el conjunto de parametros 6ptimos.

Las condiciones de KKT se utilizan en la exposicién de las maquinas de
vectores de soporte (ver seccion 4.2.3).

3.1.3 Optimizacién con restricciones lineales

Particularizando el problema (3.18), si las restricciones en los parametros son
ecuaciones e inecuaciones lineales (situacion habitual), la ecuacién (3.18)
quedara:

min f(x,P)
sujeto a: {A P=a (3-21)
‘"\B.P=>b

donde las matrices A y B no tienen por qué ser cuadradas (habitualmente
tienen mds columnas que filas)8. En este caso la region factible tendra forma
poliédrica.

Dentro de este tipo de optimizacion con restricciones lineales se revelan como
mas importantes en esta tesis la programacion lineal y la programacion
cuadratica®.

3.1.3.1  Programacion lineal

En los problemas de programacion lineal (“Linear Programming” o LP) la
expresion de la funcién a minimizar es el producto escalar de un vector de
“costo” ¢ por el vector que contiene los parametros P.

min ¢’ .P
AP=a (3.22)

sujeto a: { P>0

8 Y en muchos casos B es una matriz unitaria, y b es el vector 0.
En cualquier caso, en la mayoria de tratados, y mediante el uso de variables de holgura,
las restricciones de tipo inecuacion, recogidas en (3.21), se convierten en ecuaciones e
inecuaciones simples en los parametros. Asi pues, se pueden expresar en la forma

E.P=e
{ P=0"

9 Existen mds variantes, como la “programacién lineal con valores enteros”, la
“programacion no lineal”..., pero no se van a explicar porque se salen de los métodos
necesarios para abordar esta tesis.
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Existen métodos muy efectivos para solucionar problemas que requieran este
tipo de optimizacion:
e El tradicional método simplex. Realiza iteraciones moviéndose de un
vértice de la regidn factible a otro, buscando aquel en que la funcion
objetivo presente un menor valor.

e El conocido como “método del punto interior”. En este método, el
punto Optimo se comienza a buscar desde dentro de la region factible.
A partir de ahi, la siguiente iteracion mueve dicho punto en la
direcciéon negativa del vector de coste proyectada sobre el espacio
nulo de la matriz de restricciones lineales; hasta llegar a las
proximidades de una de las restricciones!?. Se procede a realizar una
transformacién matricial mediante la cual el punto de partida se
convierte en el “centro” de la region y, partiendo de este nuevo punto
se procede con la siguiente iteracion.

Para mas informacion sobre estos métodos se puede consultar un texto de
referencia como [40].

Formas primal y dual

Muchos problemas de optimizacion se pueden expresar (y resolver) en forma
primal o dual. La programacion lineal expresada en forma primal es la
recogida en las ecuaciones (3.22). Para obtener la forma dual, en primer lugar
se forma el Lagrangiano:

LP,Ap)= cT.P+AT(a— A.P) (3.23)

Para obtener el minimo de ¢’ .% se debe obtener un punto de silla (“saddle
point”) de este Lagrangiano, es decir, se debe minimizar respecto a las
variables de la forma primal P y maximizar respecto a los multiplicadores de
Lagrange A.

Operando:
max min cl.p + AT(a — A fP) = max min ATa + (CT — A.TA) P =
A ® i (3.24)
=max | ATa+ min (¢ —274).P
A P
donde:
. T _ 3T T
min (CT—ATA)..‘P { 0 S1 C A AZO } (325)
—oo0 en caso contrario.

P

Asi pues, y descartando como solucién que 4 pueda adoptar aquellos valores
que hacen la anterior expresién —oo, resulta que el problema dual consistira

10" Este paso es similar a un movimiento en la direccién del gradiente descendente.
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en maximizar la nueva funcidn objetivo (3.24), respecto a las variables duales
A, cumpliendo la restriccion de la expresion (3.25).

max AT.a = max aT./l
2 2 (3.26)

sujetoa: AT.A <c" = AT.2 <c

Quedando asi el problema expresado en funcién de los multiplicadores de
Lagrange de la forma primal (que ahora seran las variables “duales”)!l.

El tratamiento de un problema en la forma primal o dual se utiliza en las
explicaciones maquinas de vectores de soporte (ver seccion 4.2.3).

3.1.3.2  Programacion cuadritica

Un tipo particular de optimizacion con restricciones lineales es la
programacion cuadratica (“Quadratic Programming” o QP). En ella la funcion
objetivo es una funcion de tipo cuadratico, manteniendo las restricciones un
formato lineal:

1
min EJDTQ(x)JD +cTP

AP=a
B.P>b

(3.27)
sujeto a: {

Si la matriz Q(x) es semidefinida positiva en el rango de parametros a
optimizar, se hablara de optimizacion QP convexa. La optimizacién QP
convexa conduce al tinico minimo de la funcién. Lo cual no deja lugar a
quedar atrapado en minimos locales.

De forma similar a lo expuesto en la programacion lineal, aqui también se
pueden plantear las formas primal y dual del problema.

Este tipo de optimizacion se utiliza en las explicaciones de las maquinas de
vectores de soporte (ver seccion 4.2.3).

11 En el caso de que las restricciones lineales del problema primal provengan de un
sistema de inecuaciones (convertido en ecuaciones mediante variables de holgura) se
debera cumplir también que los elementos de 4 correspondientes a dichas variables de
holgura deben ser no negativos.
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3.1.4 Programacion semidefinida

Se define el cono de matrices simétricas semidefinidas positivas S} como:
St={Pes|zIPz=>0, VzeR"} (3.28)

donde S" es el conjunto de matrices simétricas de dimension n x n, y z un
vector cualquiera de dimension n.

Y al tener en cuenta que el producto interno de matrices semidefinidas
positivas se calcula mediante la traza del producto de ambas matrices:

(A,B):=tr(A"B) = Z a;j bij (3.29)
ij

la programacién semidefinida (SDP) intenta minimizar una funcion lineal
definida como el producto interno de una matriz C € R™" por la matriz de los
parametros que son objeto de la optimizacion. Estd minimizacion esta sujeta
a restricciones que son también productos internos de matrices 4; y P, y a que
la matriz de parametros se mantenga en el cono de matrices semidefinidas

positiva:
min (C,P)
, . ((A;, P) = b; (3.30)
sujeto a: {? € sm

Puede considerarse como una extension de la programacion lineal, donde las
restricciones basadas en productos internos entre vectores son reemplazadas
por productos internos entre matrices.

La programacion semidefinida (y en general la optimizacion convexa) han
sido activos campos de investigaciéon durante la ultima década del siglo
pasado y en la primera de este. Habiéndose establecido en estas dos décadas
las bases tedricas y los algoritmos que permiten resolver problemas practicos.
Este tipo de optimizacion comienza a ser aplicado en numerosos campos de
la ciencia [41]: dimensionamiento de componentes microelectronicos, disefio
de experimentos, optimizacidn para estructuras de edificios, localizacion de
sensores [42], investigacion operativa [43], control de equipos industriales
[44] [45]...

Dentro del ambito de esta investigacion, la programacion semidefinida ha
tenido que ser abordada para comprender algunos de los trabajos
relacionados con la optimizacion de “kernels” en las SVM y el algoritmo
LMNN (ver seccion 4.4.5).
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3.2 Las métricas riemannianas

Desde que somos nifios nos hemos acostumbrado a vivir en un mundo
euclideo; que la distancia mas corta entre dos puntos no sea la linea recta no
se pone en duda por la mayor parte de la poblacion. Pero a principios del
siglo XIX insignes cientificos comenzaron a estudiar y cuestionar seriamente
los cinco postulados de Euclides:

e Dos puntos determinan un segmento de recta.

e Un segmento de recta se puede extender indefinidamente en forma
de linea recta.

e Dados un centro y un radio se puede trazar una circunferencia.
e Todos los dngulos rectos son iguales entre si.

e Por un punto exterior a una recta se puede trazar solo una paralela.

En 1854, Georg Friedrich Bernhard Riemann dio su famosa conferencia “Uber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen” [46] en el Coloquio
de la Facultad de Filosofia de Gottingen. En ella puso las bases para una
generalizaciéon de la geometria de las superficies, campo previamente
estudiado por otros grandes cientificos como Gauss, Bolyai y Lobachevsky.

Aunque en un comienzo se consideré como un conjunto de artificios
matematicos solo al alcance de unos pocos cientificos, y sin relevancia practica
alguna, con el devenir del siglo XX se ha convertido en una de las mas
importantes herramientas matematicas modernas!2.

Quizas el abandonar la métrica euclidea en favor de una métrica de Riemann
sea la mejor manera de formalizar, matematicamente, un concepto intuitivo.
Recuérdese la transformacion de la geometria del espacio-tiempo propuesta
por Einstein para tratar de que las formulas de la fisica siguiesen siendo
simples. En la clasificacion de casos por medio de las distancias que los
separan se puede intentar una aproximacion similar. ;Por qué no mantener
un modelo clasificador sencillo, como el k-NN, pero mejorar sus prestaciones
modificando la forma en la que se miden las distancias?

En esta seccion se van a exponer algunos conceptos basicos de estas métricas
riemannianas. Una aproximacion detallada a esta rama de las matematicas se
puede realizar mediante la siguiente bibliografia: [47], [48], [49].

12 En esta seccidn, se sigue la notaciéon empleada habitualmente en el calculo tensorial. Los
vectores contravariantes se identifican porque el indice se encuentra en la parte
superior, y en los covariantes el indice aparece en la parte inferior.
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3.2.1 El tensor métrico

Un tensor métrico, en un punto x de una variedad M, es un tipo de funcién
G,(v,w) = {gij}, la cual, tomando como argumentos un par de vectores v, w €
TpM, pertenecientes al espacio métrico e incluidos en el plano tangente!3 a
dicha variedad, devuelve un valor escalar g;; v w/. 14
Debe cumplir con las siguientes propiedades!®:

e Ser bilineal (linealmente separable en cada argumento).

e Todas las derivadas parciales de segundo orden de g;; existen y son

continuas.
® G es simétrica.
® G esno singular.

¢ Un elemento diferencial lineal elevado al cuadrado!® se expresa como:
ds? = g;; dx' dx/
y debe ser invariante respecto a un cambio de coordenadas.

Un espacio métrico G = {gij}, expresado en un sistema coordenado x' es
euclideo si existe una cierta transformacién de coordenadas bajo la cual
gij = 8;; 7. No hay que confundir esto con que el tensor métrico sea una
matriz identidad (o diagonal), o que todos los simbolos de Christoffel sean
nulos. Meétricas euclideas expresadas en sistemas de coordenadas no
cartesianos (polares, esféricos,...) pueden presentar elementos del tensor
métrico que no sean constantes y simbolos de Christoffel no nulos, pero
siguen siendo métricas euclideas.

3.2.2  El tensor métrico definido positivo

Un tensor métrico se dice que es definido positivo en un punto si
considerando un vector cualquiera distinto de cero perteneciente al espacio
tangente de la variedad en ese punto, el resultado que devuelve el producto
interno (ver seccion siguiente) de ese vector por si mismo es siempre mayor
que cero. 18

13 Denominado “espacio tangente”.

14 Para interpretar las expresiones en las que intervienen tensores se sigue la notacion de

Einstein, donde la presencia de indices repetidos indican la suma de los productos sobre
todos los posibles valores de ese indice, es decir: g;; v'w/ =3, Y g;; vi w.

15 Desde un punto de vista matematico, el tensor métrico es un tensor covariante de

segundo orden.

16 También se le conoce como primera forma fundamental.

17" Otra definicién es que un espacio métrico es euclideo si el tensor de curvatura K es

idénticamente nulo en todo el espacio.

18 Otra forma de expresarlo es decir que G tiene una signatura (N,0).
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A partir de este punto de la explicacién, y excepto cuando se indique
explicitamente lo contrario, se considerara siempre que el tensor métrico que
se esta empleando es definido positivo.

3.2.3 Producto interno de dos vectores, norma y angulo entre vectores

El uso de tensores métricos permiten, en cierta forma, generalizar la nocion
del producto escalar en el espacio euclideo. Si se supone la existencia de un
par de vectores v, w en el espacio tangente a la variedad M, y un tensor métrico
G, se define el producto interno entre esos dos vectores como:

(U, W) = 3ij viw/ (331)

De forma similar, y para tensores métricos definido positivos, la norma de un
vector se define como:

lvll = V{v,v) (3.32)

Y el dngulo entre dos vectores v, w como:

(v,w)
cosf = ——— 0o

<0<m7m 3.33
ol Twl (3-33)

3.2.4 Distancia entre dos puntos

Apoyandose en la nocién del tensor métrico, y por medio de integracién, es
posible calcular la distancia L entre dos puntos de ese espacio métrico
siguiendo una determinada curva paramétricay = y(t) :

(3.34)

Si el tensor métrico es definido positivo:

e No serd necesario explicitar el valor absoluto del argumento del
radical que se aprecia en la ecuacion (3.34), ya que para todo vector
distinto del nulo su producto interno es positivo.

e No existirdn arcos (segmentos) de esta curva cuya longitud sea 0 (las
denominadas “null curves”).

3.2.5 Elemento de volumen

El calculo de un volumen se puede obtener mediante la integraciéon de la raiz
cuadrada del determinante del tensor métrico, extendida a todo el recinto.

Vg = f VIG| dx* dx? ...dxN (3.35)
R
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En el caso de la norma euclidea el valor de |G| es 1, quizas por esta razon al

término /|G| se le denomina factor de magnificacion de la métrica.

3.2.6 Métrica riemanniana

Una variedad M dotada de un tensor métrico definido positivo para todos los
puntos de dicha variedad se denomina riemanniana.

7
Asi pues, una métrica riemanniana en M nos permite calcular aquellos
productos internos que permitiran evaluar las distancias entre dos puntos.

La definicién de distancia entre dos puntos en una variedad riemanniana se
define como la menor de las longitudes calculadas (mediante la ecuacion
(3.34)) para cualquiera de las curvas y(t) diferenciables!® de la variedad que
unen dichos puntos.

O sea, la distancia entre dos puntos a y b de una variedad riemanniana sera:

d(a,b) = inf L(a,b)

. v(® (3.36)
tit1
ab) =y [ TWOId  a=y), b=y
i=1 "t

donde L(a,b) es la suma de los arcos infinitesimales para los distintos
segmentos diferenciables [t;, t;11] que, a lo largo de la curva y(t), unen los
puntos ay b.

Esta definicidn de distancia entre puntos para la métrica riemanniana asegura
el cumplimiento del axioma de la desigualdad triangular. La simetria del
tensor y la no existencia de “null curves” completan los tres axiomas exigibles
a una métrica.

3.2.7 Concepto de geodésica

El espacio métrico de una variedad riemanniana M es completo; por tanto,
para cualquier pareja de puntos a,b € M, existen una o mas curvas que los
uneny, de ellas, una en la cual la longitud de ese segmento es la mas pequena.
A esta curva se la conoce como la geodésica que une dichos puntos. 20

19 No es necesario que la curva sea diferenciable en todo su recorrido, vale con que lo sea
por trozos.

20 Otra definicion de geodésica es: “de todas las curvas que unen dos puntos
suficientemente proximos en una variedad Riemanniana, aquella que proporciona la
minima distancia es una geodésica”.
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Por métodos variacionales?! se puede obtener la ecuacién diferencial que rige

¥k + Z rfaiel =
ij

x(0) = xq
Xly, =V

a una geodésica.

(3.37)

donde:
Las derivadas son respecto al parametro de integracion (t).

Fl-’j Son los simbolos de Christoffel de segunda especie de la métrica.
z kl ag}l agli _ agl]
” 2 ox; 6xj x; (3.38)
donde:

gij son los elementos del tensor métrico covariante.

gY son los elementos de tensor contravariante conocido como
métrica inversa de G. Este tensor se calcula invirtiendo la
matriz G (lo cual es siempre posible ya que G es no

singular).

Asi pues, si para calcular la distancia entre dos puntos en una variedad
riemanniana, se emplea una curva geodésica, esta distancia cumplira con los
tres axiomas que caracterizan a una métrica.

2l Una completa demostracion de la derivacion de esta formula se puede obtener en [153];
tanto por el método de minimizacion de la longitud de la curva, como por el método de
anular la aceleracion de un punto con velocidad unitaria en el plano tangente a la

superficie.
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4 Estado del arte

El propdsito del aprendizaje de una métrica es mejorar la solucién de un
problema especifico de clasificacién. Y a lo largo de esta tesis el estudio
experimental estd centrado en problemas de clasificacion supervisada y su
mejora.

Tal como se ha expuesto anteriormente, los problemas de clasificacion se
resuelven generalmente en dos etapas:

e Entrenamiento del clasificador.
e Prediccion de la etiqueta de la clase de un caso nuevo a clasificar.

La etapa de entrenamiento consiste en desarrollar, a partir de los datos
empiricos, una funcidén de decisidon basdndose en la similitud y separacién de
con casos de la misma y distintas clases respectivamente. Dicha funcion es el
resultado del modelo clasificador, y puede ser lineal o no lineal.

Una métrica es una funcion de distancia (o abusando de la notacion, de
similitud), que cumple los axiomas indicados en la seccién 4.1.3.1, y que se
usa para medir la separacion o similitud de dos casos. El aprendizaje de una
métrica consiste en desarrollar un método para parametrizar la funcién de
distancia o similitud considerada.

El objetivo de este amplio capitulo es realizar un estudio del arte sobre el
aprendizaje de estrategias para la clasificacion supervisada basada en
métricas.

Para una mejor comprension, este capitulo se ha dividido en cinco secciones.
En la primera se estudian las medidas de separacion y similitud, presentando
las familias de funciones de distancia que se usan en el mundo de la
clasificacion. En esta primera seccion se recoge también las definiciones de
los espacios métricos, normados y de productos internos. Su necesidad se
justifica por el hecho de que los casos se representan mediante vectores de
atributos.

En la segunda seccion se estudian brevemente los algoritmos clasicos de
clasificacidon k-NN, LDA y las maquinas de vectores de soporte (SVM) porque
los algoritmos de aprendizaje de modelos para la clasificacién se desarrollan
para mejorar alguna de las caracteristicas de los clasificadores k-NN y SVM,
y la logica del LDA se utilizara como mecanismo de orientacion de la métrica
BTW.
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En la tercera seccion se presentan los enfoques del estado del arte de
aprendizaje para los modelos de clasificacion. En la cuarta secciéon se
estudiaran detalladamente los algoritmos de aprendizaje de referencia para
esta tesis y que han servido de base para la concepcién de la métrica global
BTW y la local LOM.

Por ultimo, se proporcionara una aportacion novedosa de esta tesis sobre la
magnificacion de los elementos diferenciales de volumen y su influencia en la
mejora de la separabilidad de los casos.
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4.1 Medidas de separacion y de similitud

En multitud de aplicaciones, especialmente en el campo del aprendizaje
automatico (“machine learning”, ML), dado un conjunto de objetos es muy
importante poder medir la separaciéon y similitud de cualquier pareja de sus
elementos. Intuitivamente dos objetos estardn mas separados cuanto mayor
sea la “diferencia” entre los dos. Ambos conceptos, separacion y similitud se
pueden medir aplicando una funcion de distancia. Desde la perspectiva de
procedimiento matematico, interesa mas que la funcion de distancia elegida
sea una métrica.

Antes de exponer las propiedades de las principales medidas de separacion,
como son las métricas, es conveniente reflexionar sobre la forma de
representar los atributos que conforman uno de estos objetos (un caso
empirico). En la mayor parte de las representaciones matematicas, los valores
de los atributos se almacenan en vectores de nimeros reales, y esto lleva a
tener que definir en primer lugar qué es un espacio vectoriall.

4.1.1 Espacio vectorial

Un conjunto V es un espacio vectorial sobre R si sobre él se han definido las
operaciones de adiccion (+) y multiplicacion por un escalar ( . ), tal que para
dos elementos del espacio vectorial v;, v; €V, y otros dos valores reales
c,d € R se cumple:

e v;+v; €V

e c.V,EV

e c.(d.v) = (c.d).v;

e 1.v,=v;

e 0.v;,=0
Ademas, la operacion de suma tiene que satisfacer? para todo v;, v;, vy €V :

e v+ Vv =v;+ v

e (it v)+ ve=v+ (vj+vy)

e 30€EV: vV;+0=1;

e 3 v, €EV: v;+(-v)=0
Y también tiene que cumplir las dos propiedades distributivas:

e c.(vitv))= c.vi+c.y;

e (c+d).vi= c.vi+d.v;

Una métrica no necesita obligatoriamente estar definida sobre un espacio vectorial (solo
lo tiene que estar sobre un conjunto de puntos), pero para los desarrollos de esta tesis
es preferible asociarla a un espacio de vectores.

Estas cuatro condiciones lo definen ademas como grupo conmutativo.
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4.1.2 Funcién de distancia y funcidon de similitud

4.1.2.1  Funcién y medida de distancia3

Dado un espacio vectorial V y sea R* el conjunto de todos los nimeros no
negativos, una funcién d : ¥ — R* es una funcién de distancia si verifica los
siguientes axiomas:

e dw)=0 siv=0 (reflexiva).

o d(v) =d(-v) (simetria).
En las aplicaciones de clasificacién, este vector estard definido por la
diferencia entre dos objetos (casos) los cuales estardn también representados
como vectores en el espacio de atributos: x;,x;. Por lo tanto se hablara de
distancia d(x;, x;).

4.1.2.2  Funcion y medida de similitud

Las distintas funciones de distancia, en cualquiera de sus variedades, evaltian
la disimilitud entre casos. En algunos escenarios es preferible expresar esa
relacién como una medida de similitud.
Una funcion de similitud es una funcién que se aplica sobre dos objetos y que
presenta los siguientes axiomas:

o sim(x;,x;) =1 (reflexiva).

o sim(x;,x;) = sim(x;,x;) (simetria).
Basandose solo en esas propiedades, a una funciéon de similitud se le puede
asociar una “funcion de distancia”, la cual es una medida que toma valores
no negativos.
Se dice que una medida de similitud y una de distancia se corresponden si
puede definirse una funcién f que relacione ambas [50] [51]:

rango(d) —f> rango(sim)
Esto es:

Sim(xi,xj) = f(d(xi,xj))
Aparte de la inversa de la distancia?, algunas funciones mondtonas
decrecientes que pueden servir para implementar esta relacién son:

f=1-——; f()=1

1+x° fG)=e"*  (4.1)

B max(rango d) ;

En la seccion 5.2.4.2 se explicara el empleo de la tercera de estas féormulas en
el algoritmo BTW.

3 No hay un consenso en la comunidad cientifica sobre la definicion de “funcién de
distancia” o “medida de distancia”.

4 Que presenta el problema de que para una distancia igual a cero da una similitud de
valor infinito, lo cual puede causar problemas en muchos programas informaticos.
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4.1.3 Espacios métricos, espacios normados y de productos internos

Sobre un espacio vectorial es posible definir una métrica, obteniéndose asi un
espacio métrico.
4.1.3.1  Espacio métrico

Un espacio métrico se define como la pareja (X, d) donde d es una funcién de
medida de distancias d: X x X — R* que tiene que cumplir:

. d(xi, xj) =0 (no negatividad).

o d(x;, x;) =d(xj, x;) (simetria).

e Vx;=x © d(x; x)=0 (identidad).

o d(x;, x;) <d(x;, xp) + d(xx, %)) (desigualdad triangular).

La desigualdad triangular expresa que la distancia desde x hasta z es mas
corta que la suma de las distancias a través de otro punto y.

y

d(x,y) 4.2)
y,Z

V4

d(x,z)
Figura 4.1.- Representacion de la desigualdad triangular.

En algunos libros, la tercera de las anteriores condiciones se desdobla en dos:
o d(x; x;)=0 (reflexiva).
e Vx;#x; o d(x;, x)>0 (positividad).
Existen otras medidas de distancias que no cumplen alguno de los postulados
anteriores®:

e Si no se satisface la condiciéon de “positividad” a la medida de
distancia se la llama pseudométrica.

e Silo que no se satisface es la “simetria” se llama cuasimétrica.

e Si carece de la propiedad de “desigualdad triangular” se la
denominara semimétrica.

Existen multiples estudios que sugieren que medidas de distancias que no
cumplen todas las propiedades de las métricas proporcionan un rendimiento

5 Aparte de las citadas en estos parrafos, en funcion de los axiomas que cumplan también
existen otras medidas de distancia, pero raramente se utilizan en los textos:
hemimétricas, premétricas,... Ademas, sobre la notacién para las distancias que no
cumplen todos los axiomas de una métrica no hay un consenso universal.
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comparable (e incluso superior en algunos casos) al ser usadas en los
algoritmos habituales de la inteligencia artificial [52].

También hay autores que a las propiedades de una métrica le afiaden una
condicion mas (que es mas restrictiva que la “desigualdad triangular”) y se
denomina “desigualdad triangular reforzada”:

° d(xi, xj) < max{d(xi' X, d(xk, xj)}

A estas distancias se les llaman supermétricas o ultramétricas®.

4.1.3.2  Espacios normados

Dado un espacio vectorial X, se denomina norma a una funcioéon ||.]| : X —
R* que verifica las siguientes condiciones:

* llx;ll =0 (no negatividad).

e |Ix;l=0© x;=0 (no degeneracion).

o |lc. xil[=c|].llx]l, Yce R (homogeneidad).

. ||xi + xj” < |||l + ||x]|| (desigualdad triangular).
Si||. ]| es una norma, el espacio X se denomina espacio normado (X, || .|| ).
Dado un espacio normado (X, ||.|[), X es también un espacio métrico cuya

medida de distancia es d(xl-,xj) = ||xl- - xj”.
A este tipo de métricas, basadas en la diferencia entre vectores, se las conoce

habitualmente como “distancias normadas” o “métricas homogéneas e
invariantes en una translacion”.

4.1.3.3  Espacios de productos internos

Producto interno

Sea X un espacio vectorial, se llama producto interno (-,7) a una aplicacién
bilinear X xX —» R, que para x,y,z €X y a, f € R cumple con los
siguientes axiomas:

e (x, y)=0 (no negatividad).
e (x, y)=(x, y) (simetria).
e Vx=0 & (x, x)=0 (no degeneracion).

(ax + By, z) =a(x, z)+ B(y, z) (linealidad).

Si (-,7) es un producto interno, (X, (-,-)) se denomina espacio de producto
interno. Todo espacio de producto interno es un espacio normado con la
norma Ly: [|x||? = (x,x) y en este espacio se verifican:

e Regla del paralelogramo: ||lx + y||> + ||x — y||? = 2||x||? + 2||y||? para L,
e Identidad de polarizacién: (x,y) = %le + y12 = llx|I? = |lyll?

6 Su uso estd relacionado con estudios de biologia evolutiva (comparaciéon de ADN entre
especies...).
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Espacio de Hilbert y espacio pre-Hilbert

Se dice que un espacio de producto interno es un espacio de Hilbert cuando
la norma inducida conduce a un espacio métrico completo’; en caso contrario
se dice que es un espacio pre-Hilbert (espacio de producto interno no
completo).

Algunos ejemplos de espacios de Hilbert:
o (R* () con (x,y) =X x yi.
* L7 con(x,y) = XiZ, X; y;.

La métrica serd d(x,y) = |lx — yll = Y22, (x; — y;)2

Espacio de Hilbert del “kernel” de reproduccion

Son espacios de Hilbert asociados con una funcién de tipo “kernel” que
reproduce todas las funciones de ese espacio, o equivalentemente, donde cada
funcional de evaluacion es acotado.

Si X es un conjunto arbitrario y ' un espacio de Hilbert de funciones reales
sobre X. El funcional de evaluacidn sobre el espacio de funciones de Hilbert
L, es un funcional lineal que evaltia cada funciéon en un punto x € X.
Lyf—f(x)V feXH.

Se dice que H es un espacio de Hilbert del “kernel” de reproduccion si L, es
una funcién continua para cualquier funcion f de #, y existe una M € R* tal
que Le[f]=f(x) < Mlfllye V fEH.

Los “kernels” de reproduccién (abreviados como simplemente “kernels”) se
utilizan en la teoria de aprendizaje para construir las maquinas de vectores
de soporte.

4.1.4 Algunas funciones de distancia y de similitud

En la literatura cientifica existe una gran variedad de distancias, hecho
confirmado por recopilatorios como [53], que se actualiza segun los avances
cientificos y aplicaciones tecnolodgicas.

Las distancias se pueden agrupar segun varios criterios, algunos de ellos son:

e Areas de aplicacion. Existen por ejemplo distancias especificas en las
ciencias sociales, naturales, visién artificial, teoria de informacidn,
estadistica, etc.

e El tipo de los atributos de los casos en el aprendizaje automatico. Asi
se disponen de distancias especificas para variables binarias,
cuantitativas, cadenas de texto, etc. [54].

7 Se dice que un espacio es completo si toda secuencia de Cauchy definida en él converge
en un elemento de dicho espacio. Se dice que una secuencia es de tipo Cauchy si
3K, Vi,j>K |x—x]<e.
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e El punto de vista sistematico. Desde esta perspectiva, las distancias
se suelen agrupar por familias definidas por las formas de las
expresiones. Por su relacién con la tesis se destacan las siguientes:
las inducidas por la norma Lp:L,yL;, las distancias de tipo
Mahalanobis, las distancias derivadas del producto interno y las de
la familia y2.

e Desde el punto de vista de rango de su aplicabilidad a lo largo del
espacio de atributos. Bajo este criterio se pueden clasificar en globales
y locales.

4.1.4.1  Distancias inducidas por la norma Ly (de Minkowsky)

La mas conocida y habitual de las métricas, con diferencia, es la métrica
euclidea (L2); pero a esta distancia se la puede englobar en un grupo mucho
mas amplio conocido como las distancias de norma L, o de Minkowsky cuya
expresion general responde a:

A Yo
d(x;, x;) = (lei,a - xj,a|p> (4.2)
a=1

> / I\. l\

N4

p=2-05 p=20
.5 = 0.707 =
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p =205 p=21 p=215 p=22 p=2%
= 1.414 =2 = 2.828 =4 = 00

Figura 4.2.- Conjuntos de puntos que distan una unidad desde un punto central de
acuerdo a distintas distancias de Minkowski (fuente: [16]).

Generalmente se las conoce como distancias de Minkowski, aunque
estrictamente solo son métricas las que verifican que p = 1, ya que el resto no
cumplen con la propiedad de la desigualdad triangular; y seran, por tanto,
semimétricas.
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Obsérvese la variabilidad existente en los conjuntos de puntos proximos a un
punto determinado en funcién de la eleccion del parametro p.8

En la siguiente tabla se indican las principales caracteristicas de algunas de
las distancias de Minkowsky mas habituales.

Distancias de Minkowsky

., Nombres
p Expresion Norma
comunes

N Distancia de

Manhattan.
! Z |xi‘a ~ Ya Distancia Ly “xi - xj”1

“City-block”.

a=1

Distancia
N

euclidea.
2 z (xi'a - xj’a)z Distancia L2 ||Xi - lelz

a=1 e
pitagorica.

Distancia de
Chebyshev.
Distancia
L maxima.
max |Xiq — Xjq _ . Lo ||xl. — xf“oo
a Distancia
infinita.
Distancia
“chessboard”.

Tabla 4.1.- Distancias de Minkowski mas habituales.

4.1.4.2  Distancias de tipo Mahalanobis

El otro gran conjunto de distancias son las conocidas como distancias de tipo
Mahalanobis, responden a una expresion del tipo:

r 1/2
d(x;, x;) = ((xi —x) M (x; - xj)) =[x —xll, (43)

donde M es una matriz de dimension AxA. En general estas medidas de
distancias no serdan métricas, excepto si M es una matriz simétrica definida
positiva. Los elementos m;; de esta matriz indican la “relevancia de la
conexion” entre cada pareja de atributos.

8 Esta es una prueba mas de la importancia de seleccionar la métrica adecuada para un
problema practico (u optimizarla).
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En funcién del tipo de la matriz M, se distinguen:

e Si M es la matriz unitaria la anterior métrica se corresponde con la
métrica euclidea.

e Si M es una matriz diagonal con todos sus valores no negativos se
hablara de una métrica euclidea normalizada (estandarizada o
ponderada). Los pesos que se aplican a cada atributo son la raiz
cuadrada de su correspondiente valor en la diagonal [55].

e En el caso de que M sea la inversa de la matriz de covarianzas de los
datos (Z), a la métrica resultante se la denomina propiamente como
métrica de Mahalanobis [56].

Una distancia de tipo Mahalanobis difiere de la euclidea en que para esta
ultima todos los atributos de los casos x; y x; contribuyen por igual al valor
de la distancia, mientras que en las de tipo Mahalanobis los atributos
contribuyen de acuerdo a sus términos de ponderacidn (expresados por medio
de los valores de los elementos de la matriz M)°.

Ventajas e inconvenientes

Las distancias de Mahalanobis se usan preferentemente cuando existen
importantes diferencias e interacciones cruzadas entre los valores de los
atributos y se dispone de informacion sobre sus correlaciones.

Uno de los objetivos mas habituales de este tipo de métrica es evitar que los
valores que toman ciertos atributos (o combinaciones de ellos) les hagan
preponderar en el calculo de las distancias. Por ejemplo, si en un problema
de clasificacion de coches, la longitud de los vehiculos se mide en metros, en
la base de casos apareceran valores del orden de 3, 4 0o 5 metros; si para los
mismos casos se mide esa longitud en milimetros, los valores seran 3.000,
4.000, 5.000,... Esevidente que, en este segundo escenario, cualquier pequena
variacién en la longitud de un automévil hard que el término asociado a su
diferencia de longitud con otro se eleve enormemente, y predomine
totalmente sobre los términos aportados por los otros atributos en el computo
total de la distancia.

Aunque las distancias de tipo Mahalanobis tienen cierto predicamento en el
mundo de la investigacidon, ya que poseen ciertas propiedades interesantes
(como normalizar los valores en que estdn medidos los distintos atributos y
tener en cuenta sus correlaciones), no es siempre una métrica que esté
orientada a mejorar la eficiencia de la clasificacion, sobre todo cuando se ha
intentado optimizar la matriz completa M sin poner ninguna restriccion (ver
la teoria de la minimizacion del riesgo estructural de Vapnik en la seccién
2.6.4).

9 Donde también se pueden incluir las correlaciones entre atributos, que pueden dar
lugar a términos aditivos o sustractivos para el total de la distancia.
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En el ejemplo de la Figura 4.3 se muestra un problema sintético con dos clases
(cuyos casos se distribuyen aproximadamente de acuerdo a distribuciones
gaussianas bidimensionales) y en el que la frontera de separacion ideal seria
una linea paralela al eje de abscisas (linea de puntos). De acuerdo a la ldgica
que se explicard en las proximas secciones del estudio del estado del arte y en
los algoritmos aportados por esta tesis (y que aqui se puede intuir con
facilidad), la direccién mads relevante (mas significativa) para detectar si un
caso pertenece a una u otra clase es la vertical (de hecho el atributo 1 no aporta
informacion alguna para la clasificacion).

Pues bien, en el grafico se ve claramente que la métrica de Mahalanobis para
este problema, “alarga” en el eje vertical las curvas de los puntos que se
encuentran a la misma distancia de uno dado, lo cual hace que esa direccion
sea menos significativa y, por tanto, se vaya en contra de lo que indica la
logica de la clasificacion.

Se puede apreciar que, aunque el “kernel” derivado de esta métrica tiende a
alargarse en la direccion de maxima variabilidad del conjunto de datos, esta
direccion no se tiene que corresponder con la direccidon de la frontera 6ptima;
de hecho, en el ejemplo es justamente la opuesta.

25
Clase 1
20 . ) « Clase 2
15 R
o
8
=
=
B
<
-5
-10
-15
-25 =20 -15 -10 -5 0 5 10 15

Atributo 1

Figura 4.3.- Contraejemplo que ilustra la no idoneidad de la métrica de
Mahalanobis para las tareas de clasificacion. Se supone que el caso a clasificar estd
en la posicion (-10,2).

En esta linea de argumentacion, y como ejemplo a favor de alguna de las
distancias de tipo Mahalanobis, se podria citar la distancia euclidea
normalizada (ver segundo punto de la enumeracion de la pagina 76), donde
los valores de los atributos son divididos entre la desviacidon estandar para
ese atributo. El “kernel” resultante de esta métrica estara orientado en la
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direccion de los ejes coordenados y alargara sus curvas de equidistancia en
funciéon de la mayor varianza de los atributos (lo cual es correcto, pero aun
asi, y como se comentard mas adelante, no es 6ptimo porque no tiene en
cuenta las correlaciones entre los atributos). Una mas amplia discusién sobre
este tipo de distancia y su optimizacion se recoge en la seccion 4.3.

En general, se discutirA mdas detalladamente sobre las ventajas e
inconvenientes de este tipo de métricas en el estudio de los trabajos de
referencia en el estado del arte (seccion 4.4)

4.1.4.3  Distancias derivadas de productos internos

Mas que distancias son medidas de similitud (aunque también existen sus
correspondientes distancias). Las mds importantes son: la que se deriva
directamente de la definicion de producto interno (que es en la que se basan
las maquinas de vectores de soporte) y la similitud del coseno.

Medidas de similitud derivadas de productos internos

Nombre Expresion
d N
Producto )
interno Slmpi(xi'xj) = Z Xia " Xja = (xi;xj)
a=1
N
Za=1xi,a “Xja _ (xi,xj)

Coseno SiMeos (xi’ xj) -

N2 v 2l gl
\/Za=1xi,a \/Za=1xj,a /

Tabla 4.2.- Similitudes derivadas de productos internos.

La similitud del coseno resulta del computo del producto escalar normalizado
de dos vectores (formados por los atributos de los casos) dividido entre el
producto de sus normas.

Esta medida esta basada en el algoritmo para calcular el coseno del angulo
formado por los dos vectores y por lo tanto debe ser interpretada como una
medida de “orientaciéon” de dichos vectores.

En algunos textos, 1 — Sim.,s(x;, x;) aplicada en la parte positiva del espacio
aparece con el nombre de “Distancia del coseno”, pero hay que tener en cuenta
que esta no cumple con el axioma de la desigualdad triangular.

Presenta multiples usos, como herramienta para dividir datos experimentales
formando “clusters” [57], mineria de textos [58]...

4.1.4.4  Distancias de tipo x*

Si los distintos atributos de un problema estan orientados a contener datos de
recuentos (p.ej. en histogramas, funciones de densidad de probabilidad...), la
distancia y? suele ser la métrica a considerar.
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Medidas de distancia de tipo x*

Nombre Expresion
Cuadrado de 2
la euclidea dsqr(xi'xj) = E(Xi,a - xj,a)

=1
N 2
Pearson y? dp(xi,xj) _ Z (xi,a; xj,a)
N 2
Neyman y? dN(xi»xj) _ Z (xi,a; x}',a)

. 42 (xu ) = z (tia = %a):

(Xia + Xj, a)

Tabla 4.3.- Distancias de tipo x>.

La distancia y? se usa en la comparacién de pdf en diversos campos cientificos
como la ecologia, medicina [59],... Recientemente ha recibido mayor atencion
al ser usada en el denominado “kernel y2” [60]; también se hace referencia a
ella en la métrica DANN de Hastie y Tibshirani [61] o en los trabajos de
Domeniconi en su algoritmo ADAMENN [62] y LaMaNNa [63].

4.1.4.5  Medidas de distancia y similitud especificas propuestas en distintas
investigaciones

Aparte de las medidas de distancia “basicas” que se reflejan en la seccion
4141, en esta se presentan aquellas medidas que han resultado
especialmente utiles en campos de aplicacion especificos. Sin pretender
realizar una exposicion exhaustivald, a continuaciéon se pasara revista a
algunas de las mas relevantes.

Medidas para datos numéricos:
e Medida de disimilitud de Bray-Curtis.
e Distancia de Canberra.
e Distancia correlacion.
Medidas para datos booleanos:
e Distancia de Hamming.
e Contraste de similitud de Tversky.
e Medida de similitud de PATDEX.

10" Se puede encontrar una relacién de los cientos de distancias que han sido definidas en
el ambito de distintas investigaciones en la referencia [53].
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e Medidas de similitud de Jaccard y de Rogers-Tanimoto.
e Medida de similitud de Rusell-Rao.
e Indice de Sorensen-Dice.
Medidas para textos:
e Distancia de Hamming.
e Distancia de Damerau-Levenshtein.

e Medida de similitud de Smith-Waterman y de Needleman-Wunsch.

Medida de disimilitud de Bray-Curtis

Es una medida que sirve para medir la diferencia tanto cuantitativa como
cualitativa entre los atributos que forman los casos [64]. Su calculo se basa en
sumar en valor absoluto las diferencias entre los distintos atributos y dividirla
entre la suma de todos ellos (los de ambos casos):

Za'xi,a - xj,a|

Za(xi,a + xj,a)

El resultado de esta medida varia entre 0 (fuerte relacién) y 1 (ausencia de
relacion).

dprcu (xi' xj) =

No es una distancia ya que no cumple con el axioma de la desigualdad
triangular.

Tiene una medida de similitud asociada denominada “indice de Bray-Curtis”
[65], que se obtiene restando de 1 la anterior medida de disimilitud.

Su uso esta extendido en biologia para la medida de las relaciones entre
poblaciones de distintos nichos ecologicos [66].

Distancia de Canberra

Es una métrica similar a la distancia Manhattan!! con la modificacién de que
la diferencia entre atributos es dividida entre la suma (en valor absoluto) de
ambos atributos [67]:

Xig— X
don(en) = Y A
i j

Tiene como mérito que es muy sen51ble12 para analizar diferencias de
atributos cuyos valores son proximos a cero frente a otros atributos con
valores mas grandes.

Se ha utilizado en informatica, entre otras aplicaciones, para comparar listas
ordenadas [68] y deteccidon de intrusos en redes [69].

11" En algunos estudios la consideran como una métrica de Manhattan ponderada.

12" A diferencia de la mayoria de las métricas, esta “amplifica” las diferencias de aquellos
atributos cuyo valor es muy pequefio.
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Distancia correlacion

En general, la correlacion es una medida de dependencia entre dos variables
aleatorias.

Tal como la concretd Székely [70] en 2007, se define la distancia correlacion
como el cociente entre la “distancia covarianza” de los dos vectores que
representan sendos casos y el producto de las “distancias desviacion
estandar”13 de cada uno de esos vectores:

dCov(xi:xj)

\/dVar (xi)- dVar(xj)

dcorr (xi: xj) =

siendo la distancia covarianza:
A
1 _ _
deov (%0, %)) = pZ(xi,a — %) (%50 — %)
a=1
Y la distancia varianza:

A
1 _\2
dVar(xi) = FZ(xi,a - xi)
a=1

Su objetivo es conseguir que, cuando ambos vectores sean auténticamente
independientes, la distancia correlacion sea igual a cero, siendo uno cuando
sean linealmente dependientes.

Se ha utilizado para medir la asociacion de ciertos genes [71] [72].

Distancia de Hamming

Mide el nimero de sustituciones a realizar para convertir una cadena de
codigos en otra [73]. A diferencia de la distancia de Damerau-Levenshtein,
las dos cadenas a comparar deben tener la misma longitud. Su uso mas
habitual es con cadenas de bits, aunque también existen aplicaciones para
cadenas de letras.

Se usa en telecomunicaciones para medir el nimero de permutas que ha
sufrido un cierto mensaje al ser transmitido por un canal de comunicacion y
también en otras ramas de la ciencia como criptografia, genética y, en general,
en aquellos problemas relacionados con la teoria de la informacion.

Contraste de similitud de Tversky

Tversky [74] fue uno de los primeros investigadores que apuntaron que los
axiomas que definen una métrica no se reflejan habitualmente en el
comportamiento de los seres humanos a la hora de clasificar elementos.

13" Que a su vez son las raices cuadradas de las correspondientes “distancias varianza” de
cada vector.
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El modelo de contraste de Tversky intenta plasmar las anteriores ideas
tomando en cuenta y ponderando:

e Las caracteristicas comunes de dos casos.

e Agquellas caracteristicas que figuran en el primer caso pero no en el
segundo.

e Aquellas que estan presentes en el segundo caso pero no en el
primero.

La expresion matematica de su definicion se similitud responde a:
SimTve(xi'xj) =a f(A) - B f(B) -Y f(C)
donde:

a, B,y : son parametros no negativos a elegir para cada problema.

A: es el conjunto de atributos que tienen igual valor para x; y para x;
e B:es el conjunto de atributos que estan presentes en x; y no en x;.

e (':esel conjunto de atributos que estan presentes en x; y no en x;.

f (): son funciones mondtonas no decrecientes que se aplican sobre
los conjuntos de atributos (en muchos casos consisten simplemente
en el calculo de la cardinalidad de dichos conjuntos).

Su uso fue pionero en estudios psicologicos sobre la percepcion y cognicion
humanas, creando la “teoria de las perspectivas”. Mas recientemente (en
2002), el colaborador de Tversky, Daniel Kahneman [75] recibio el premio
Nobel en Economia por su aplicacidon en el campo de la toma de decisiones
bajo incertidumbre y la percepcién del riesgo.

Medida de similitud de PATDEX

PATDEX [76] fue un sistema experto que tuvo un importante predicamento
en la ultima década del pasado siglo. Desarrollado en la Universidad de
Kaiserslautern, su rol era sustentar el niicleo de razonamiento de MOLTKE,
un entorno de diagndstico inteligente para maquinas-herramienta y sistemas
productivos.

Para calcular la distancia entre dos casos formados por atributos binarios
(muy habitual en las maquinas y su automatizaciéon) empleaba una version
mas avanzada de la medida de similitud de Tversky.

a. lE|+B.ICl+y.|lU +n.|R|
a.l[EUCUUUR]|

dpar (X, Xj) =

donde:

a,B,v,n : son parametros a elegir para cada problema.

E': es el conjunto de atributos que tienen igual valor para x; y para x;.

C: es el conjunto de atributos que tienen distinto valor para x; y para
Xj.
j
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e U: es el conjunto de atributos con valor desconocido para el caso a
clasificar.

e R : es el conjunto de atributos, para el caso a clasificar, con valor

redundante.

o |- representa la cardinalidad del conjunto.

Medidas de similitud de Jaccard y de Rogers-Tanimoto

Es una estadistica empleada para comparar la similitud de dos conjuntos de
datos [77]. En el caso de casos representados mediante atributos binarios, un
1 indicaria que ese “elemento del conjunto” esta presente y un 0 que esta
ausente. En algunos textos también se lo conoce como “indice de Jaccard”.

Su calculo viene dado por el cociente de la cardinalidad de la interseccion de
dichos conjuntos dividida entre la cardinalidad de su unidén (es decir, en el
denominador no cuentan los elementos que no pertenecen a ninguno de los
dos conjuntos):

X; N X;
i YA

Obviamente el rango de valores que puede adoptar estd comprendido entre
cero y uno.

Presenta un concepto asociado denominado “distancia de Jaccard” que se
obtiene restado de uno la similitud de Jaccard:

d]acc(xi,xj) =1- Sim]acc(xi,xj)
y que cumple todos los axiomas de una métrica.

La “medida de similitud de Rogers-Tanimoto” [78] es idéntica en cuanto a
formulacion a la anteriormente citadal4:

Za(xi,a A xj,a)
Za(xi,a v xj,a)
Pero, por el contrario, la “distancia de Rogers-Tanimoto” viene dada por!>:

SimRoTa(xi, x]) ==

dRoTa(xirxj) = —log, SimRoTa(xirxj)
La denominada distancia de Rogers-Tanimoto no es realmente una métrica ya
que no cumple con el axioma de la desigualdad triangular.
En su comienzo, ambas medidas de similitud fueron usadas para estudios

botanicos, hoy en dia son usadas para la identificaciéon de una huella dactilar
[79] o para la seleccion de compuestos quimicos [80] y drogas.

14 En esta formula se ha preferido usar los operadores de conjuncién y disyuncién lgica
en vez de los operadores de interseccion y unidn tipicos de la teoria de conjuntos.

15 Esta medida de distancia se aplica solamente cuando la similitud de Rogers-Tanimoto
no sea igual a cero.

83



Estado del arte

Medida de similitud de Rusell-Rao

Su formulacion es similar a las métricas de Jaccard y Rogers-Tanimoto, en este
caso la similitud de Rusell-Rao viene dada por [81]:

|xl- nxj|>

Simgyra (%, x;) = ( "

donde A es el numero total de elementos del universo (en el caso de vectores,
la dimensién del vector). Del andlisis de la férmula se comprueba que en esta
medida también se incluye en la cardinalidad del denominador a aquellos
elementos que no estan presentes en ninguno de los dos conjuntos.

Se usa en genética [82], meteorologia [83]...

Indice de Sorensen-Dice

Su formulacién también comparte muchos puntos en comtn con las medidas
de similitud de Jaccard y de Rusell-Rao. Su diferencia radica en que la no
presencia de un elemento en ambos conjuntos es ignorada en el denominador
y las concordancias en el mismo elemento ponderan el doble en el numerador

[84]:
2. |x; n x|

danr) = (1T
i j

Este indice es también conocido como “indice o medida de Czekanowski”.

Nacio en el &mbito de la ecologia y hoy en dia sigue siendo su principal campo
de utilizacion, aunque también se ha extendido a otros campos de la biologia
[85].

Distancia de Levenshtein

Probablemente es el método més usado para medir la proximidad entre dos
secuencias de simbolos (habitualmente letras) [86]. Se calcula como el minimo
namero de ediciones atdmicas (por ediciones atomicas se entiende
inserciones, borrados y reemplazos) necesarias para convertir una cadena de
simbolos x; en otra cadena x,.

e Insercion: ins(xy,1,¢) = X1, %12, <o) X145, C, X1 j415 -or

e Borrado: borr(xy,i) = Xq1,X12, ) X1i—1, X1,i41s -

e Reemplazo: reempl(xy,i,¢) = X11,X12, ) X1,i—1,C , X1 j41) -
Se usa habitualmente en los correctores ortograficos para detectar palabras
mal escritas y sugerir cudles son las posibles candidatas para sustituirla [87]
[88] [89] o para variaciones en las cadenas de ADN [90].
Se demuestra que cumple con las tres condiciones necesarias para
considerarla una métrica.
Existen variantes de esta medida como son la distancia de Damerau-
Levenshtein [91] en las que el intercambio de dos caracteres adyacentes se

considera también una operacién atomica:

e Intercambio: interc(xy,i) = X1 1,X12, o) X1i—1, X1,i41 » X1,i» X1,i42 -
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Medida de similitud de Needleman-Wunsch

Intenta determinar las regiones similares de dos cadenas de codigos por
medio del alineamiento global de sus secuencias [92].

Para recrear el algoritmo se crea una matriz bidimensional de resultados
intermedios donde el encabezado de las filas representa uno de los codigos y
el encabezado de las columnas el otro; la primera fila y la primera columna se
rellenan con valores que empiezan en cero y van incrementandose en un valor
d al avanzar en dicha fila o columna (-1 de acuerdo al algoritmo original).
Posteriormente, cada celda se rellena con el maximo valor obtenido al evaluar
cada uno de estos tres resultados:

e El valor del elemento anterior en su misma diagonal mds un valor
positivo (+1 en el trabajo original) si el elemento que encabeza esa fila
y el que encabeza la columna coinciden; ese valor sera negativo (-1)
si difierenl®.

e El valor del elemento que se encuentra a su izquierda menos un valor
de penalizacion d por tener que introducir un hueco en la secuencia
colocada en la columna inicial (valor -1 en el trabajo original).

e El valor del elemento que se encuentra encima menos un valor de
penalizacion d por tener que introducir un hueco en la secuencia
colocada en la fila inicial (valor -1 en el trabajo original).

Al mismo tiempo, en cada “casilla” de dicha matriz se apunta cual, o cudles,
han sido los caminos por los que se ha llegado a ese valor maximo.

Cuando se termina de rellenar la matriz, su altimo elemento tendra la
puntuacion total para la similitud entre ambas secuencias completas de
cddigos. Para elegir la combinacién de coincidencias/inserciones/borrados
para conseguir este resultado se procedera a “viajar hacia atrds” por las
indicaciones que se han anadido en la matriz, hasta llegar a la primera de sus
celdas.

De esta medida de similitud existe una variacién a resefiar que es el
“algoritmo de Smith-Waterman”. Al contrario que el anterior, el alineamiento
que emplea este algoritmo es de tipo local [93]. Emplea una estrategia similar
al algoritmo de Needleman-Wunsch, pero para cada elemento de la matriz no
se admiten valores negativos (lo que es equivalente a indicar que cuando dos
secuencias difieren mucho se comienza de cero “localmente” a buscar otro
patron de similitud). Ademads, en el “viaje hacia atrds”, se comienza por la
casilla (o casillas) de maxima puntuacion hasta llegar a una casilla de valor 0.
Los dos fragmentos que asi se obtienen se corresponderan con las secuencias
locales de ambas cadenas de codigos que presentan una fuerte relacion.

16 Existen multiples trabajos donde se recogen distintas formas de ponderar estos
“encuentros” y “desencuentros”.
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Estos dos algoritmos han sido objeto de multiples trabajos de investigacion
para disminuir su tiempo de calculo y los requerimientos de memoria [94]
(también se han realizado implementaciones en FPGA, GPU...).

Mas que en textos escritos, el uso de estos algoritmos se centra en el mundo
de la biologia para encontrar secuencias semejantes de nucledtidos en genes,
aminodcidos en proteinas [95]; pero también en visidn estereoespacial [96],
deteccion de plagios [97]...

4.1.4.6  Clasificacidn de las métricas de acuerdo a su rango de aplicabilidad

De acuerdo a si la funcion presenta o no la misma expresion para medir
distancias (o si los pardmetros son los mismos o distintos) en funcién del
punto a clasificar, las medidas de similitud/disimilitud entre casos basadas en
distancias se pueden dividir en dos grandes grupos:

e Globales.

e Locales.

En esta tesis se han abordado investigaciones en ambos campos.

Métricas globales

Para medir distancias, este tipo de métricas emplean la misma funcion (o
conjunto de pardmetros) en todos los puntos del espacio de atributos.

Asi pues, las técnicas de aprendizaje usadas emplean todos los datos
empiricos disponibles y buscan un compromiso para que los pardmetros
minimicen una determinada funcion objetivo cuando se aplica al conjunto
total de informacion disponible. Esto significa que la optimizacién de la
medida de distancias en unas zonas del espacio de atributos puede entrar en
conflicto con esa misma optimizacion en otras areas.

En este grupo de métricas se engloban la mayoria de las que se han utilizado
tradicionalmente en los algoritmos de clasificaciéon. Dentro de los muchos
algoritmos que optimizan una métrica o medida de distancia global se
encuentran:

e Algoritmo VSM: seccion 4.4.1.

e Algoritmo RCA [19] [98] [99].

e Algoritmo NCA [100].

e Algoritmo LMNN: seccion 4.4.5.

Métricas locales

En este caso se busca que la medida de distancia presente distinto
comportamiento en las distintas partes del espacio de atributos [101] [61].
La optimizaciéon de estas métricas se puede llevar a cabo mediante la
minimizacién de su error de clasificacion (cumpliendo ademds con un
conjunto de restricciones), pero ajustando su evaluacion a entornos locales.
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Para construir métricas locales, habitualmente se utiliza un enfoque que

permite que los valores de sus parametros varien de un punto a otro; también

se puede emplear un conocimiento “a priori”, que actiie como parametro, y

que sea dependiente del punto del espacio en el que se encuentra el caso a
clasificar [102] [103] [104].

El disefio y uso de este tipo de métricas es un tema de mas reciente

investigacion, y dentro de los algoritmos que optimizan una métrica o medida

de distancia local se encuentran:

Algoritmo DANN: seccion 4.4.2.
Algoritmo LFM-SVM: seccion 4.4.3.

Algoritmo LDAW: version LDA del algoritmo “LDA/SVM Driven
Nearest Neighbor Classification” [105].

Algoritmo MOREF: version SVM del algoritmo “LDA/SVM Driven
Nearest Neighbor Classification” [105].

Algoritmo LaMaNNa: seccién 4.4.4.
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4.2 Meétodos de clasificacion relacionados con esta tesis

En esta seccidn se van a revisar aquellos métodos de clasificacion, presentes
en la Tabla 2.1, y que han sido utilizados con mas intensidad en esta
investigacion. Estos son:

e Busqueda de vecinos proximos.

e Analisis del discriminante.

e Maquinas de vectores de soporte.
En cada una de estas subsecciones se explica con cierta profundidad el
objetivo basico del método y la tecnologia en que se basan, las expresiones
matematicas (que se convierten en las férmulas que posteriormente se
programaran) y una pequena reflexion final sobre las ventajas e
inconvenientes de cada uno de ellos.

4.2.1 Busqueda de vecinos proximos

Los métodos que juzgan la clase de un caso atendiendo a las clases de sus
vecinos mas préoximos han tenido gran predicamento en el mundo de la IA
[106] [14] [16].

El método 1-NN fue introducido formalmente por Fix y Hodges en 1951 [107]
y su extension, el método k-NN, hoy en dia sigue siendo uno de los métodos
no paramétricos usados habitualmente en la clasificacion de casos. Estos
métodos son muy flexibles y no exigen asunciones especiales en los datos que
manejan. A pesar de susimplicidad, y de los afios que han transcurrido desde
su introduccién, su rendimiento en los problemas de clasificacion sigue
siendo sorprendentemente bueno [108] [109] [110].

Una magnifica compilacién de articulos cientificos, sobre la evolucion de este
método de clasificacion y los avances hasta 1990, se recoge en una coleccion
especial de la IEEE [111]. Liangxiao et al. [112] presentaron en 2007 una
comunicaciéon con una recopilacion de mejoras para los algoritmos de
clasificacion basados en vecinos proximos. En el afio 2010 Bathia [113] realiz6
otra importante recopilaciéon donde se recogia el estado del arte de las
modalidades de este algoritmo; en su articulo se identifican hasta 17
variaciones principales.

Por ultimo y relacionandolo con la métrica para calcular la distancia, se citara
que Cover y Hart [106] mostraron que, asintdticamente, el error maximo
cometido por el método 1-NN nunca serd mayor que dos veces el que se
obtiene mediante el método 6ptimo de Bayes.

si 1\1]1_{20 errori—nNnN (x) =6 ebayes <ecx ebayes(2 - e) <2 ebayes (4.4)

En la préctica, y aunque no se llegue a la densidad de casos requerida por el
criterio asintdtico, el error suele aproximarse mucho al éptimo obtenible.
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4.2.1.1  Objetivo

k-NN es un método de clasificacion supervisado que basa su funcionamiento
en estimar la funcién de densidad de probabilidad de pertenecer a una
determinada clase en funcion de los casos que se encuentran en el entorno de
un caso. Adaptando el parametro k, para fijar el tamafo del entorno, este
algoritmo establece localmente una funcion de decisién no lineal que permite
clasificar otros casos.

4.2.1.2  Principio de funcionamiento

El método de clasificacién 1-NN asigna al caso actual la misma clase que la
que posee su vecino mas proximo, de acuerdo a una métrica definida en el
espacio de los atributos (habitualmente euclidea). En la Figura 4.4 se puede
apreciar una interpretacion geométrica del funcionamiento de este método.
El método k-NN es una extensién del 1-NN, difiere en que elige la clase
examinando cudl es la clase que mas se repite entre los k casos mas cercanos
al que se desea clasificar (en caso de empate se decide aleatoriamente el
resultado).

El valor 6ptimo de k depende de cada problema y hay que ajustarlo
individualmente. Como no es posible establecer una expresion analitica que
relacione el error cometido con el valor de k, la mayor parte de los
investigadores establecen un procedimiento de optimizaciéon mediante la
exploraciéon exhaustiva para fijar cudl es el valor 6ptimo de k para un
determinado problemal”.

X2
Caso nuevo a

Vecino mas
proximo

® Casos clase 1

* Casos clase 2

X1

Figura 4.4.- Clasificacién de un caso en funcién del vecino mds proximo (1-NN).

No obstante, se ha constatado que el valor dptimo de k se extiende en un rango
amplio de valores y que, por lo tanto, calcular su valor exacto no es tan
importante. En la Figura 4.5 se puede apreciar este comportamiento para el
problema de las flores de Iris. Entre los valores 10 y 20 para k, el rango de

17" Es bastante econémico realizar una exploracion exhaustiva ya que k solo puede tomar
valores enteros positivos.
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aciertos en la prediccion varia entre el 95,3% y 96,7% (que se corresponden
con 143 y 145 aciertos sobre 150 casos).

"M. de casos bien clasificados k-NN"
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Figura 4.5.- Eleccion del valor éptimo de k para el problema de las flores de Iris.

Las fronteras entre clases obtenidas mediante el método k-NN son menos
irregulares que las del método 1-NN, ya que al promediar sobre un conjunto
de casos, existen menos posibilidades de que un caso “extrafio” imponga su
criterio clasificatorio erroneo en una zona del espacio de atributos.

4.2.1.3  Meétrica usada y su aprendizaje

La version tradicional del algoritmo k-NN, utiliza casi en exclusividad la
métrica euclideals.

En la mayor parte de las aplicaciones, antes de calcular las distancias entre
casos se “normalizan” los valores de los atributos, haciendo que sus
distribuciones tengan media 0 y desviacion 1. Esto hace que un atributo cuyos
valores tengan un gran recorrido no monopolice la decision de la
clasificacién®.

En 1990, la recopilacidon de articulos realizada por Dasarathy [111] reconocia
que habia pocos articulos relacionados con k-NN y las métricas. En uno de
los estudios pioneros, Short y Fukunaga [114] planteaban una métrica local en
las proximidades del caso a clasificar; poco después el propio Fukunaga [115]
proponia emplear una métrica global de tipo Mahalanobis y optimizarla.

Mas recientemente, los trabajos de Lowe [55], Domeniconi [63] y otros
abordaron con mayor detalle las métricas a emplear en k-NN y su

18 Es la métrica que se implementa en los programas informaticos habituales de
clasificacion, “Data Mining” ...

19" Ahora bien, existen problemas (como el de las “waveforms”) en los que se obtienen
mejores resultados si no se procede a dicha normalizacion.
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optimizacion (estos enfoques se exponen con mayor detalle en el estudio del
estado del arte, seccién 4.4.1 y ss.).

4.2.1.4  Ventajas e inconvenientes

Estos métodos de clasificacion son de tipo no paramétrico y, por lo tanto, el
investigador no necesita adoptar un modelo previo sobre el problema a
clasificar. Es mas, se acomodan muy bien a clasificaciones con fronteras
irregulares (no lineales).

A lo largo de distintas investigaciones, se ha revelado entre los métodos mas
simples y que ofrece mayores tasas de aciertos en problemas reales [108].

Su comportamiento asemeja a una caja negra, relacionando valores de entrada
con los de salida, pero sin proporcionar explicaciones sobre los porqués.

Sufre fuertemente del problema conocido como “maldicién de la
dimensionalidad” (ver seccion 2.6.2.2). La medida de la distancia se degrada
si aparecen muchas variables que no estan relacionadas con el resultado de la
clasificacion, ya que estas incrementan aleatoriamente la distancia entre dos
casos, sin que dicho incremento esté relacionado con la distancia realmente

‘“_r

util” entre casos.

A la hora de establecer la clasificacidn, la relevancia de los distintos atributos
no tiene por qué ser idéntica. En los casos mas complejos, dicha relevancia
depende ademas de la “localizacién” del caso a clasificar en el espacio de los
atributos. Es necesario que los casos prototipo representen bien al conjunto
de las poblaciones de las distintas clases, sobre todo en las fronteras entre
ellas.

Las técnicas 1-NN o k-NN no proporcionan un valor de confianza para la
prediccion. Puede que se hayan encontrado muchos vecinos de la misma clase
muy cercanos, y por lo tanto la prediccion sea fiable; o que los casos mas
proximos se encuentren lejos y pertenezcan a distintas clases, preponderando
solo muy ligeramente aquella que se ha ofrecido como resultado de la
clasificacion.

4.2.1.5  Trabajo relacionado en la tesis

Se usa el método de clasificacion k-NN en los dos algoritmos desarrollados en
esta tesis: BTW y LOM. También se utiliza la version que utiliza una métrica
euclidea como algoritmo de comparacion.
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4.2.2 Analisis del discriminante

Tanto el analisis discriminante lineal (LDA: “Linear Discriminant Analysis”)
como el cuadratico (QDA: “Quadratic Discriminant Analysis”) son técnicas
de clasificacion que tratan de establecer las fronteras entre clases
determinando el lugar geométrico de los puntos que tienen la misma
probabilidad de pertenecer a cada una de ellas. Aparte de esta interpretacion
probabilistica, el LDA se puede contemplar desde el punto de vista de una
métrica, y es este el enfoque que se va a utilizar en esta exposicion.

4.2.2.1  Objetivo

LDA es un método de clasificacion supervisado que se basa en la reducciéon
de la dimensionalidad del espacio de atributos. Su propdsito general es hallar
una transformacion lineal dptima que maximice la separabilidad entre clases
en el espacio transformado.

4.2.2.2  Enfoque

Incrementar la separabilidad entre clases se logra minimizando la distancia
intraclase a la vez que se aumenta la interclases. Dicha separabilidad sera
optima cuando resulte maximo el ratio entre la distancia interclase y la
intraclase de los datos.

Si indicamos como f(L) la funcion objetivo a optimizar y B 'y W las matrices
de covarianza interclase e intraclase respectivamente, el problema de
optimizacion a resolver sera:

fL) = argmax tr{(L"BL)-(L"'WL)™"}

L
0 (4.5)
fL) = argmin tr{ L"BL)™" - (L"'W L) }
L
con:
1 J Nj 1 J
— T
W= (nr)@—n) B =N21Nj<uj ~B -0 “6)
j=1n=1 Jj=
donde:

1 oNj . .
uj = N—j2n=1xn es el vector media de la clase j.

n= %Z,’Ll x, esel vector media de todos los datos.

El problema de optimizacion planteado en (4.5) tiene una solucion analitica
desde el punto de vista de valores y vectores propios. Esto es:

Bv=AWwv (4.7)
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donde v representa el vector propio asociado al valor propio 4 del problema
generalizado de vectores y valores propios de las matrices By W.

Por lo que la solucién al problema es:

WlBv=21v (4.8)

Para reducir la dimension de A a A, (Ar< A) se formara una matriz L con los
primeros A, vectores propios de W™'B. Es decir:

L = [lli lz, vy lAT] € RAXAr (49)

Asi pues, para transformar un caso formado por los valores de sus atributos
x; en el espacio X a sus nuevas coordenadas z; en el espacio Z:

Z; = LTxi (410)

Para la clasificacién de un nuevo caso x, se calcula la distancia entre z, y los
valores de los centros de las clases p; transformados también a las nuevas
coordenadas.

4.2.2.3 Inconvenientes del LDA estandar

Dependiendo de los datos empiricos manejados, es posible encontrar los
siguientes problemas:

e Problema de singularidad de la matriz W (o submuestreo).

e La matriz de covarianzas intraclase, al ser un promedio sobre todas
las clases, generalmente resulta bastante diferente a las matrices de
covarianzas de los casos de cada clase.

e Al estar basado el LDA estdndar en la norma Lz, el algoritmo es
sensible a los datos “extranos”.

Problema de singularidad de la matriz W

En problemas con un pequefio tamano de muestras, comparado con la
dimension A del espacio de atributos, es decir si N « 4, la matriz W es singular
y el algoritmo LDA estandar no es aplicable. Para solventar este problema se
han propuesto ciertas variantes del LDA y el algoritmo LDA/FKT.

El algoritmo LDA/FKT [116] se fundamenta en la descomposicion del espacio
original en cuatro subespacios con diferentes niveles de “discriminatividad”
que se miden mediante los ratios, A = A3/, de los valores propios de las
matrices B y W obtenidos aplicando la llamada transformacién FKT
(“Fukunaga-Koontz transform”).

93



Estado del arte

Para llevar a cabo esta transformacion, se considera en primer lugar la matriz
de covarianza de todos los datos § = W + B (a la cual se la supone de rango r)
y se la diagonaliza obteniéndose:

s=w v1[g ol [y

D = dlag {/11,/12, "'IAT'} A’l > Ai+1 'AT >0

(4.11)

donde U, es el conjunto de vectores propios del subespacio nulo (que se
demuestra que es la interseccidn de los espacios nulos de By W).

Se define una transformacién que “esferoide” los datos: P = UD~/2. Para
luego aplicarla a las matrices B y W y, por ultimo, proceder a una
descomposicion espectral de las matrices transformadas:

B=PTBP=VAgVT
Ag = diag {A1,23, ..., A} A; = Aj4q1,A5 >0
(4.12)
W=PTWP=VA, V"
Ay =diag {2, A5, ., Aw} A =2Aiy1, 4w >0

Zhang et al. analizan las cuatro combinaciones posibles que resultan de los
subespacios de estas ultimas descomposiciones:

Descomposicion del espacio original en subespacios Caracterizacion

Combinacién Definicidn Ratio

de subespacios A=A/
S1 span(B‘) N null(W) oo Aw=01=1
s2 span(B) N span(W) 0<i<o 0<Ay<1

0<Ap<1

S3 null(B) N span(W) 0 Aw=12=0
S4 null(B) N null(W) Aw=0,1=0

Tabla 4.4.- Combinaciones de los subespacios de acuerdo al algoritmo LDA/FKT .

Los subespacios S1, S2 y S3 son discriminantes, solo el 54 no tiene informacién
util. Fukunaga-Koontz determina la matriz de transformacion lineal usando
la descomposicion QR; el espacio transformado resultante serd la union de los
subespacios S1, 52 y S3, que representa la mayor capacidad discriminante
posible.

Las distintas clases no tienen una misma matriz de covarianzas

Cuando esto ocurre la matriz de covarianzas intraclase conjunta resulta
bastante diferente de la matriz de covarianzas de cada clase. Para evitar tanta
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variabilidad se ha propuesto usar, para cada pareja de clases, la matriz de
covarianzas promediada [117] y definir la funcién objetivo en términos de la
medida de divergencia-KL (Kullback-Leibler).

4.2.2.4  Meétrica usada y su aprendizaje

El método de clasificacion basado en el discriminante lineal se puede
considerar como una proyeccion del espacio de los atributos sobre una linea.
En la Figura 4.6 se puede apreciar como la interpretacion geométrica del
método LDA “proyecta” los valores de los atributos de los casos sobre la recta
que separa los centros de las dos clases (todo ello en el espacio “esferoidado”
respecto a la matriz W). En esta recta (espacio de dimension 1) se realiza ahora
la clasificacion de los casos.

X2

® Casos clase 1

*

Casos clase 2

Figura 4.6.- Transformacién implicita en el andlisis del discriminante lineal.

4.2.2.5  Ventajas e inconvenientes

LDA no presenta parametros a estimar/optimizar (si se excepttan los vectores
de medias de las clases y las matrices de covarianzas), lo cual refuerza su
robustez; pero es poco adaptable a problemas donde la orientacion de la
frontera entre clases varie mucho en funcién del punto del espacio
considerado.

Este criterio de clasificacion esta fuertemente basado en que todas las clases
presentan distribuciones normales e iguales, y en los problemas empiricos
reales esto no suele ser cierto. A pesar de ello, los métodos de anélisis
discriminante han ofrecido muy buenos resultados en muy diversos estudios
[108] y ha sido, y es, uno de los métodos que en primer lugar prueban los
investigadores.

En vez de emplear distribuciones normales, otros autores han propuesto
emplear funciones de distribucion mas sofisticadas y flexibles, pero es
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imprescindible disponer de un conocimiento previo sobre su tipo (lo cual no
suele ser cierto) si se desea mejorar la calidad de las clasificaciones.
4.2.2.6  Trabajo relacionado en la tesis

En esta tesis se utilizaran las direcciones marcadas por el algoritmo LDA para
obtener las direcciones discriminantes de la métrica BTW (ver seccién 5.2.4.1).

También se utiliza LDA como algoritmo de comparacion.
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42.3 Madquinas de vectores de soporte (SVM)

Las SVM hunden sus raices en las técnicas tradicionales de separacion de
clases mediante las técnicas de planos: LDA, regresién logistica,
perceptrones... serian sus referencias anteriores mas proximas.

Ahora bien, a la luz de los estudios de Vapnik [118], en los tltimos afios del
siglo XX aparecié una nueva técnica de clasificacion y regresion que intenta
reducir lo mds posible el error en las predicciones; no mediante la estrategia
tradicional de reducir el error cuadratico de las predicciones, sino en alejar lo
mas posible los casos mas “dudosos” de las fronteras de separacion entre
clases.

4.2.3.1  Objetivo

Establecer una superficie de decision lineal en el espacio de los atributos, o en
el de Hilbert asociado al “kernel” elegido, que permita separar los casos de las
distintas clases con el maximo margen de seguridad posible. Posteriormente,
la clase de un caso se determinard en funcién del semiplano en que este se
encuentre.

4.2.3.2  SVM para clases separables, principio de funcionamiento

La derivacidn clasica de los algoritmos en que se basan las SVM [119] [120]
parte de considerar dos clases perfectamente separables y de buscar el plano
optimo que hace de frontera entre ellas; posteriormente se extiende dicho
algoritmo al escenario en el que las dos clases no son separables linealmente.
Y, por ultimo, se sustituye el plano por una superficie no lineal, proyectando
el espacio de los atributos en el denominado espacio de las caracteristicas y
calculando los productos internos en dicho espacio por medio de “kernels”.

Partiendo de un conjunto de N casos experimentales pertenecientes a dos
clases linealmente separables {x;, y;}, i = 1..N, donde:

e Xx; es el vector con los valores de los atributos de caso i-ésimo.

e y; € {-1, 1} es la etiqueta que sefiala la clase a la que pertenece
dicho caso.

se pretende establecer un plano: w’. x + b = 0 que separe de forma Gptima
ambas clases, siendo w el vector director de dicho plano.

Las SVM toman por 6ptimo aquel plano que posea un mayor margen de
distancia a los casos mas cercanos de cada una de las clases. Estos puntos

1

reciben el nombre de “vectores de soporte” (SV) y son los que realmente
condicionan la posicion y orientacion del plano (el resto de casos no tendrian
transcendencia alguna).

En la Figura 4.7 se pueden apreciar los casos de la clase 1 (circulos) y los de la
clase -1 (estrellas). Se puede ver que la linea de separacion gruesa se “aleja”

lo mas posible de los casos mas cercanos de cada clase. Estos casos (marcados
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en el grafico por puntos mas gruesos) son los vectores de soporte. Sobre las
distintas rectas figuran sus correspondientes ecuaciones.
A
X2 S
& Clase y=1
&

&

Vector de soporte

~ ;
~ s
~
~ N
N~

~

> margen/2

+ + s
++ i + Vevtor d t =0
ectQr, de soporte
+ o+ 7
+ + + S
wh.x+b =-1
Clase y=-1 +

v

X1

Figura 4.7.- Recta dptima, de acuerdo al algoritmo SVM, que separa dos clases en
el espacio R?.

Cuando los distintos casos son separables linealmente, siempre es posible
plantear una expresion lineal de tipo w’. x + b, y escalar el vector w y el
pardmetro b para conseguir que todos los casos de la clase 1 cumplan con la
inecuacion w’. x + b = +1; y que todos los de la clase -1 con w'.x+ b < —1.
20

Lo cual puede ser resumido mediante la inecuacion:
yi.-(wh.x;+b)—120, Vi (4.13)

Como bien se conoce, la distancia del origen al plano wl.x+b=+1 es
[1=b|/lIwll.
wl.x+b =+1

sera 1/||w].
wl.x+b =0 erd 1/[wll

Y por tanto la distancia entre los planos: {
{WT. x+ b =-1
0

sera 1/||w]|.
wl.x+ b = /Mwl

Y también la que hay entre los planos:

Por tanto, el margen de separacion entre los planos extremos que delimitan
ambas clases es 2/|| w ||. Este margen representa también la distancia euclidea
entre los puntos mds proximos de ambas clases proyectada sobre la direccion
perpendicular al plano separador.

20 A este plano se le denomina “plano can6nico”.
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El algoritmo que optimiza las SVM se propone como objetivo maximizar el
margen de separacidn entre clases. De esta forma se intenta dificultar que
futuros casos a clasificar, y que puedan estar contaminados con ruido o que
estan muy cerca del borde, sean adjudicados a la clase erronea (ver Figura 4.7
y Figura 4.8).

Maximizar dicho margen: 2/||w||, viene a representar lo mismo que
minimizar la norma del vector ||w|| elevada al cuadrado. Asi pues, la funcion
objetivo a minimizar sera:

1 1
Qw) = zwlw = |l w||? (4.14)

2 2

Y estard sometida a las restricciones lineales:

yi.(wl.x;+ b)—1>0, Vi (4.15)

& o

x2 4 /margem/Z{} &
& O
@ oo Clasey =1
O

wel . x+b2 =0

+ +
++ + wil.x+b1 =0
+ T+
v+ 4
+
+ +
Clase y=-1 + wiT . x+bs =0

Figura 4.8.- Distintas rectas que, aunque separan correctamente las dos clases, no
todas ellas presentan el mismo margen.

La forma habitual de resolver este problema de minimizacién es mediante la
técnica de los multiplicadores de Lagrange.

Asi pues, se plantea el Lagrangiano:
N

1
Low,b,a) = SIWI = D ey (W' x;+ b) = 1) (4.16)
i=1
donde a; son los multiplicadores de Lagrange.

Es un problema de minimizacién cuadratico convexo, ya que tanto la funcién
objetivo como el conjunto de puntos que satisfacen las restricciones (4.15) son
convexos.
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En el minimo se debe cumplir que se anulan las derivadas parciales de Lp
respecto awy b:

0
Gwlir =W~ [, CYixi = 0 (4.17)

d
a5Lr = —Zai}’i =0 (4.18)

Y también se deben satisfacer las condiciones complementarias de Karush-
Kuhn-Tucker (ver secciéon 3.1.2):

gi'z(gi'(WT' Xi+b) —1)=0 ,_4 y (4.19)
Por razones que se veran claras mas adelante, en este problema de
minimizacién lo que realmente interesa es obtener los valores de o; en funcion
de los valores de x; e y; para posteriormente determinar w y b. Para focalizar
el problema en los multiplicadores de Lagrange, se pasa del Lagrangiano
expresado en forma primal a su forma dual?! (o de Wolf).

Para ello se despeja w de la ecuacion (4.17) y al introducirla en la expresion
(4.16) y tener en cuenta la ecuacién (4.18), el resultado es el siguiente problema
dual, cuyo Lagrangiano es:

N 1 N N
Lp(@ =) -3 z 0 0 Y Vi X] Xk (4.20)
i=1 i=1 k=1
sujeto a las condiciones:

N
Z %y, =0 (4.21)
i=1
o = 0 Vi

En los escenarios de clases linealmente separables, la gran mayoria de los
multiplicadores optimos a,, son cero y, de acuerdo a la expresion (4.19),
permite que los casos a los que se aplican puedan estar alejados del plano
separador mds de una unidad, es decir, se cumpliria para aquellos casos en
que:

wi.x;+b >1 Vi|y=1

4.22
WT.xi+b < -1 VLlyl:—l ( )

Aquellos multiplicadores a,; distintos de cero se aplican a los casos que estan
sobre el plano candnico y que, por tanto, cumplen con la igualdad de la
inecuacion (4.13). A estos casos, que como se vera a continuacién son los

21 Como es conocido (ver seccion 3.1.2), maximizando el Lagrangiano en forma dual se
llega al mismo resultado que minimizando el Lagrangiano en forma primaria.
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unicos relevantes en la clasificacion, se les denomina “vectores de soporte”
(SV). Enla Figura 4.7, los casos marcados con mas énfasis son los SVs de ese
ejemplo.

Una vez obtenidos los valores de a;, los parametros wy y b, Optimos se
pueden obtener de las expresiones (4.17), (4.18) y (4.19), llegandose a:

nsv
Wy = Z Ko, ViXi
e (4.23)
1 T
by = _Z(Yi - W X;)
nsv =

Examinando las expresiones en (4.23), se ve ahora con claridad que todos
aquellos casos con el multiplicador a, igual a cero no influyen en absoluto en
el calculo de la direccién del plano que separa éptimamente las clases.

A partir de ahora, el problema de clasificar un nuevo caso x; se reducird a
sustituir los valores de los atributos en la ecuacion del plano éptimo:

faec (x3) = Wg-xk + by (4.24)

siendo fye. (xy) la funcidn de decisién. Si su resultado es mayor que cero sera
asignado a la clase denominada +1, y si es menor que cero a la clase -1.

Se puede comprobar que el tiempo necesario para realizar el calculo que lleva
a la clasificaciéon de un nuevo caso es reducido (depende linealmente del
numero de atributos del problema y del nimero de vectores de soporte) y por
ello puede ser usado en algoritmos que deban tomar decisiones en tiempo
real.

4.2.3.3  SVM para clases no separables, principio de funcionamiento

La inmensa mayoria de los problemas practicos no admiten la separacion
perfecta de las clases mediante un plano:

e Muchos de ellos, porque la frontera entre clases no se adapta a un
plano sino que presenta un comportamiento no lineal.

e En otros problemas, y aunque la separacion Optima pudiera ser lineal,
la dispersion?? de cada conjunto de datos es lo suficientemente grande
para que existan multiples solapamientos entre los casos de ambas
clases. Asi pues, existiran casos que caeran “al otro lado” del
semiespacio que les corresponderia.

No se podra esperar una clasificacion con una tasa de error del 0%,
pero, aun asi, seria deseable poder separar linealmente ambas clases.

22 La dispersion se puede deber a la propia pdf a la que responden los atributos de los
casos de cada clase, o a estar los valores de los atributos contaminados con ruido.
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Este ultimo escenario puede ser resuelto por las SVM, de forma muy elegante,
con una minima modificacion de las ecuaciones expuestas en la seccidon
anterior.

Se aprecia claramente que en este nuevo escenario el problema de
minimizacion expuesto en la seccion anterior no proporcionard ninguna
solucion porque el conjunto de inecuaciones (4.15), que se repite a
continuacion:

yi (Wl x;+ b)—1>0, Vi (4.25)

no se puede satisfacer en aquellos casos cuya clasificacion correcta es
imposible.

Para evitarlo, se introduce en (4.25) una pequefa relajacion en dichas
inecuaciones:

yi. (Wl x;+b) =1 +§ =0 Vi, §=0 (4.26)

Siendo la variable de holgura (“slack variable”) & un término no negativo que
ayudaria a cumplir con cada inecuacion.

Para todos aquellos casos que estuvieran en el semiespacio correcto de
acuerdo al plano candnico de su clase, el valor de §; seria 0. Aquellos que
sobrepasasen el margen de seguridad y se acercasen al plano de separacion
entre clases tendrian valores de §; comprendidos en el intervalo: 0 <§; <1. Y
los que cruzasen “al otro lado”, y por tanto no estuviesen bien clasificados,
presentarian valores de §; > 1.

En la Figura 4.9 se puede apreciar una interpretaciéon geométrica de las
variables de holgura &;.

X2 IR Clasey =1

wol . x+bg =1
Plano canodnico de la
“~clase 1

~

~
~

E1>1

+ o+ e
++ + + wol . x+ by =0
+ +7
+
Clasey =-1 + woT . x+ by =-1

Plano canoénico de la clase -1

v

X1

Figura 4.9.- Interpretacion geométrica de las variables de holgura.
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En el nuevo problema de minimizacion que se presenta, no solo interesa hacer
que el margen de separacion entre los vectores de soporte sea lo mas grande
posible, sino también intentar que los valores de las variables §; sean lo mas
pequenos posible.

Por tanto la nueva formulacidn sera:

N
1 (4.27)
Q(w) = EWTW+ C;Ei
yi. (Wl x;+ b)—14§>0, Vi (4.28)
& =0 Vi (4.29)

donde C es un parametro a elegir que “castiga” el hecho de que los valores de
las variables de holgura sean grandes, logrando un equilibrio entre estos y
conseguir un margen de separacién elevado.

Su resolucién sigue los mismos pasos expuestos en las formulas (4.16) y ss.
Siendo el Lagrangiano expresado en su forma primal:

N
Low, b, B = I Wl +C ) & -
y =1 y (4.30)
_Zai(yi- (wh.x;+b) —1+%) _ZBiEi
i=1 i=1
con:
o =0

g o0 Vi (4.31)

Anulando sus derivadas parciales respecto aw, by §;:

N

d
Fwlir =W —Zai}’ixi =0
=1
a N
4.32

35 Lr = _Zaiyi =0 (4.32)

=1
d
< Llp=C—-0;—B;=0

0%;

e introduciendo en Lr las expresiones resultantes de w y C para escribir el
Lagrangiano en su forma dual, se obtiene:

N 1 N N
L@= Y a=3) > aeyiyixlx (4.33)

=1 i=1 k=1

Esta expresion coincide con la establecida anteriormente en la ecuacion (4.20).
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En este caso, y debido a la condicidon impuesta por las ecuaciones (4.32) y a
que los valores de las variables de holgura deben ser no negativos, los valores
de o; no pueden crecer de forma indefinida, estando limitado su rango a:

0<q<C Vi (4.34)

Las formulas (4.23) que permiten calcular wy, y bo en funcion de los ay;, x; e yi
siguen siendo validas para este escenario.

Se mantiene también la importante propiedad de que (4.33) solo depende de
las etiquetas de las clases y de los productos escalares de los atributos de las
distintas combinaciones de casos.

4.2.3.4  SVM para la clasificacion no lineal, principio de funcionamiento

Es muy dificil encontrar un problema practico en el que una frontera lineal
sea la funcion subyacente que clasifica de forma ideal los casos de dos clases.
Las interacciones entre atributos, junto con la ponderacion no siempre
proporcional de estos a la hora de fijar la clase a la que pertenece un caso,
hacen que los planos representen una simplificacion de la realidad, muchas
veces inapropiada.

Boser et al. [121] propusieron que el espacio original de atributos podria ser
proyectado en otro espacio de mayor dimensionalidad (“espacio de
caracteristicas”) de forma que en este ultimo, y mediante el algoritmo SVM,
se pudiera calcular el plano lineal que mejor separase las clases; el cual se
corresponderia con una superficie no lineal en el espacio original de los
atributos.

Asi pues, esta transformacion proyecta vectores de atributos x; (en R%) en
vectores de caracteristicas z; (en RF):

0]
x— z=®o(x) (4.35)

Como se ha comentado, la expresion (4.33) indica que el problema de
maximizacion se puede resolver solamente conociendo los productos
escalares de los valores de los atributos de los distintos casos.

En el espacio de caracteristicas dicha expresion seria:

N N N
1
Lp(@ = ) ai=3 ) D aay®” () () (4:36)

i=1 i=1 k=1
Y la funcién de decision (4.24) quedaria:

nsv
faee (%) = ) ay®T () . ®(xi) + bo (4.37)

i=1

Como se puede comprobar, en ambas expresiones simplemente se han
sustituido los productos escalares x; . x; por sus equivalentes en el espacio de
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caracteristicas: ®7(x;). ®(x,). Y se espera que en este espacio ampliado se
puedan separar linealmente las dos clases.

Realmente no es necesario transformar de vuelta los parametros wy y by del
espacio de las caracteristicas hacia el de los atributos, ya que la funcién de
decision (4.37) se calcula directamente en el espacio de las caracteristicas y ahi
se toma la decisidén sobre a qué clase pertenece un caso x.

Lo mas interesante de estas expresiones es que realmente no es necesario que
la funcién de transformaciéon @ sea explicitada. Es suficiente con conocer el
producto escalar:

27,z = ®T(x) . ®(x) = K(x;,x1) (4.38)
donde la funciéon K( ) es denominada “funcion kernel”.

Asi pues, la expresion final para la funcion de decisiéon de una SVM empleada
en un caso no lineal sera:

nsv

faee (%) = ) vk (x,2) + by (4.39)

=1

4.2.3.5  Funciones que pueden ser usadas como “kernels”
La funcion “kernel” puede ser disefiada con bastante libertad, teniendo en
cuenta dos restricciones:

e Su cdlculo deber ser posible empleando solamente x; y xy.

e Debe cumplir que:

[[ K@y 900 90) dxdy >0 vgeL®) @40

donde g( ) es cualquier funcién con una norma euclidea finita en el
espacio de los atributos®.

e K() debe ser simétrica y definida positiva.
Todas estas restricciones se conocen como la condicion de Mercer.

Algunas funciones “kernel” que cumplen dichas condiciones y son empleadas
habitualmente en las SVM son:

Kx,y) ="y +1)* (4.41)
K(x,y) =e~Y llx—yll? (4.42)
K(x,y) = tanh (kx".y — 8) (4.43)

23 Lo cual es equivalente a decir que [ g*(x) dx < o.

105



Estado del arte

donde los parametros representados mediante letras griegas representan
valores a elegir por el usuario.

Al “kernel” de la ecuacion (4.41) se lo conoce como polindmico, al de la
ecuacion (4.42) como “Radial Basis Functions” (RBF), y al de la ecuacion (4.43)
como sigmoidal.

Aunque el “kernel” lineal da excelentes resultados en multiples problemas
practicos, muchas investigaciones apuntan a que el que mas habitualmente
proporciona mejores resultados es el “kernel” RBF; siendo poco usado en la
practica el “kernel” sigmoidal.

4.2.3.6  Ventajas e inconvenientes

A pesar del consenso existente en la comunidad cientifica de que no existe un
método de clasificacion que supere a todos los demas en todos los dominios?*
[122], las maquinas de vectores de soporte son hoy en dia uno de los métodos
que presentan un mejor rendimiento para estas tareas:

e Las SVM fueron uno de los primeros métodos que se fundamentaron
en la teoria de la minimizaciéon del riesgo estructural de Vapnik.
Muchas de sus caracteristicas positivas, como su reducido error de
generalizacion, derivan de este hecho.

e Dentro de los problemas linealmente separables, las SVM presentan
una robustez muy alta?®, asi como una de las mejores tasas de
generalizacion. En los problemas no lineales, las SVM con “kernels”
de tipo RBF baten con regularidad al resto de métodos en cuanto a la
precision de clasificacion.

e La maximizacion del margen de separacion deviene en un problema
de optimizacién convexa, la cual garantiza la existencia de un tnico
maximo dentro de la region objetivo. El descubrimiento en 1998 del
método “Sequential Minimal Optimization”(SMO) [123] ha permitido
resolver eficientemente el problema de minimizacién en las SVM.

Como principales inconvenientes se pueden citar:

e El método habitual para abordar los problemas de clasificacion con
multiples clases consiste en enfrentarlas por parejas y luego combinar
los resultados de la clasificacion.

e Laeleccion del “kernel” es a decision del usuario. No existe una teoria
comunmente aceptada para la construccion de “kernels”
especialmente adaptados para un problema.

e Para evitar el sobreaprendizaje es necesario aplicar un método de
validacién cruzada, tanto para la seleccion de los parametros del
“kernel” como para elegir el factor que penaliza un valor grande en
las variables de holgura. Esto puede generar un nimero enorme de

24 Teorema del “No free lunch”.

25 Tolerancia respecto a casos contaminados con error.
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SVM a entrenar (se suele aplicar el método de optimizacidon conocido
como “busqueda en malla”, ver seccién 3.1.1.1).

e Las SVM que mejores resultados obtienen en los problemas de
clasificacion presentan también un elevado nimero de vectores de
soporte (sobre todo en las SVM-RBF) y tienden al sobreaprendizaje.

e La fase de entrenamiento requiere de importantes recursos
computacionales y suele consumir mucho tiempo.

e No es facil justificar los resultados de una clasificacién (en funcion de
los pesos de los SV...).

e En lafase de aprendizaje no es facil incorporar informacién “a priori”
del dominio a clasificar.
4.2.3.7  Trabajo relacionado en la tesis

El calculo de la funcién de separacidon entre dos clases mediante SVM-RBF se
utiliza en los desarrollos del algoritmo LOM de esta tesis. También se utiliza
como algoritmo de comparacion.
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4.3 Clasificacion de los algoritmos de aprendizaje de
meétricas

Tal como se ha indicado en la introduccién de este capitulo, se va a
proporcionar también una vision global sobre los métodos de aprendizaje
para las métricas, indicando las funciones de distancia o similitud a las que se
destinan y describiendo brevemente algunos algoritmos relacionados con
ellos.

4.3.1 Criterios de clasificacién

Los algoritmos de aprendizaje de métricas que mejoren alguna de sus
caracteristicas pueden agruparse atendiendo a:

e La métrica o funcidén de distancia/similitud seleccionada.

e El enfoque para la parametrizacion o aprendizaje de la métrica
elegida.

e Caracterizacion del algoritmo desde el punto de vista de la
realizacion conjunta o no del proceso de entrenamiento y la
prediccién de la clase.

e La presencia de una unica solucién o de soluciones multiples.

Para una mejor comprension de las grandes familias de algoritmos de
aprendizaje aplicables a mejorar la clasificacion supervisada nos apoyaremos
en la figura adjunta.

X

H

Espacio Espacio
original de inducido de
atributos A Hilbert

,/ o(x) ERE t»> A

A A Espacio de
A A atributos
transformados

z€ER™ m<A

Figura 4.10.- Representacion de los distintos espacios involucrados en el aprendizaje
de una métrica.
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Atendiendo a la forma de la funcién distancia o similitud seleccionada para
el aprendizaje se distinguen entre métricas lineales y no lineales.

El aprendizaje de una métrica consiste en parametrizar dicha funcién. Este
proceso se puede realizar usando los datos para entrenar un tnico conjunto
de parametros o varios conjuntos. En el primer caso los valores de los
parametros calculados seran unicos en todo el espacio original (y se dice que
el algoritmo es global). En el caso de particularizar la métrica en funcién de
la posicion en el espacio, el algoritmo serd local y los valores de los parametros
de la funcion distancia o similitud obtenidos pueden variar de una zona a otra
dentro del espacio original de los atributos.

Por enfoque para la parametrizacion o aprendizaje de la métrica seleccionada
queremos indicar el procedimiento matematico adoptado. Dicho
procedimiento generalmente es un proceso de optimizacion, que en ocasiones
puede reformularse en la forma de un problema de valores y vectores propios
generalizados.

En definitiva, se trata de un planteamiento y de la resolucién de un problema
de optimizaciéon restringido. Las restricciones se formulan usando la
informacion adquirible “a priori” acerca de la equivalencia o no de las clases
de los casos de aprendizaje (o de la similitud de las mismas).

En cuanto a la caracterizacién del algoritmo considerando si el entrenamiento
se realiza conjuntamente con la prediccion de la clase de un caso, se hablara
de algoritmos demorados (“lazy”) o no demorados.

Desde el punto de vista del alcance de la solucién, se distinguen entre
algoritmos de solucion simple (cuando la solucién dptima obtenida es tinica)
o multiple (cuando pueden producirse varias soluciones que no tienen por
qué ser los Optimos absolutos).

A continuacion se exponen los fundamentos basicos de las métricas lineales,
explicando al mismo tiempo los aspectos derivados de los demas criterios de
clasificacion senalados.

Las métricas lineales pueden estar basadas en una funciéon de distancia o
similitud y parametrizarse desde un enfoque global o local. Las métricas
locales tienen “a priori” tanta importancia como las globales, por lo que se ha
optado a estudiarlas separadamente. Las métricas locales se han desarrollado
para mejorar la precision de clasificacion en el contexto del k-NN, pero existe
el riesgo de problemas de sobreaprendizaje que se puede evitar introduciendo
en la funcién objetivo un término de regularizacion.

Las métricas globales dan en principio mejores resultados en el contexto de
las SVM, mas que cuando se hibridan con el algoritmo k-NN.

Las métricas no lineales basadas en distancias se construyen “kernelizando”
las lineales o directamente en el espacio inducido Z.
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También existen métricas no lineales basadas en medidas de similitud (siendo
una muy utilizada la métrica coseno [124]). Estas métricas no se abordan en
esta tesis al estar fuera de los objetivos de la misma.

4.3.2 Métricas lineales basadas en distancias

Con el objetivo de resolver un problema de clasificacidn se utiliza por defecto
la distancia euclidea y en algunas ocasiones una de tipo Mahalanobis.

La métrica deberia intentar mover las instancias de una misma clase hasta
conjuntarlas en una misma regién de tamafio mas reducido y desplazar al
mismo tiempo hacia otras regiones las instancias de otras clases (Figura 4.10).

Salvo en escenarios con distribuciones especiales de los casos, no es posible
obtener esta solucion ideal cuando se trabaja con datos empiricos y una
métrica euclidea. De ahi que se busque una solucién éptima en relacién a las
posibles restricciones de pertenencia de los casos a una u otra clase, una
determinada region de vecindad o no, etc.

La métrica convencional euclidea no es parametrizable, por lo que conduce a
una solucién no 6ptima. Por esta causa, muchas de las métricas que se han
planteado estdn basadas en una distancia de tipo Mahalanobis.

4.3.2.1  Fundamentos de métricas basadas en una distancia de tipo
Mahalanobis

Sea X={x;,y;}, 1<i<N, el conjunto de datos empiricos representados
mediante vectores de dimensién A en el espacio X original de los atributos.
Es decir, x; € R4, siendo 4 el nimero de atributos. El conjunto X de datos
empiricos estda compuesto de casos de | clases (correspondientemente
etiquetados con los valores y;), o sea:

X11 X12 e X14-1 X314 Vi
X21 X272 e X24-1 X24 V2

X = . . . . . . (444)
XN1 XN2 we XN4A-1 XNA YN

Seleccionar una métrica de tipo Mahalanobis implica determinar una matriz
de transformacion lineal de manera que en el espacio Z de los atributos
transformados linealmente, es decir Z = L X, las diferentes clases resultan lo
suficientemente separadas, y dentro de una misma clase las instancias quedan
conjuntadas en un area de vecindad reducida. O sea,

11 21,2 e 21,41 214 Y1
Z21 222 e Z24-1 Z24 Y2

z=|" ; ; . : . (4.45)
ZNg Znz .. ZNA-1 ZNaA | YN
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con:

dﬁ-(zi,Z]‘) = dZ(in,ij) = (xi — xj)TLT L (xi — x]) =

4.46
= (x; — xj)TM (x; — x;) = dZ(x;,x;) con M >0 (4.46)

donde M pertenece al conjunto de matrices semidefinidas positivas.

Esta expresion indica que una distancia de tipo Mahalanobis calculada en el
espacio original de los atributos puede interpretarse como una distancia
euclidea en el espacio de los atributos transformados linealmente.

Por otra parte, se observa que la matriz de la métrica M puede tener o no una
forma factorizada, es decir M = LT L.

En este ultimo caso la matriz de la métrica es L y no se pone ninguna
restriccion sobre M, porque resultara siempre simétrica y semidefinida
positiva, cualquiera que sea L. Al usar la matriz M en forma no factorizada se
puede restringir su estructura a una de las siguientes formas:

M=ol (matriz escalar)
(4.47)
M =diag{w, }, 1<a<A (matriz diagonal)

Si M es una matriz escalar, los elementos transformados se presentan en un
nuevo sistema de coordenadas que resulta simplemente escalado
idénticamente en todas las direcciones. Aligual que en una distancia euclidea
convencional, ninguna direccion es mas discriminante que otras, porque todas
ellas tienen la misma relevancia con respecto a la discriminacion. Los ejes de
coordenadas del espacio Z son paralelos a los del espacio X y la separabilidad
entre clases no ha variado.

Por el contrario, si M es una matriz diagonal, y no son iguales todos sus
elementos, seran mas discriminantes las direcciones con mayores pesos w,,
aumentando la separabilidad entre clases en esas direcciones.

En este caso, existen A pardmetros cuyos valores habra que fijar a través del
proceso de aprendizaje; dichos valores representan los factores de escala de
los ejes de coordenadas (por lo que se puede contemplar como un problema
de escalado). Fue Lowe [55] quien planted primero una optimizacion sin
restricciones para estos parametros, si bien su planteamiento desde la optica
de una métrica se hizo mas tarde [18].

Si se adopta una matriz M completa sin factorizar, esta debe ser simétrica y
semidefinida positiva, y posee N (N + 1)/2 parametros a ajustar por medio de
un procedimiento de aprendizaje. Comparativamente, el aprendizaje es mas
intensivo computacionalmente que el realizado cuando es una matriz
diagonal, el algoritmo es menos robusto frente a fluctuaciones en los datos
(causados por ruido) y subyace un posible problema de sobreaprendizaje.

Como contrapartida los ejes de coordenadas son orientables hacia las
direcciones espaciales que puedan ser mas interesantes. Esto significa que
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una métrica con una matriz completa es mas eficaz que la de una matriz
diagonal. Esta ultima permite separar bien los casos cuyos atributos estan
organizados paralelamente a los ejes coordenados de X o en cualquier otra
direccion.

4.3.2.2  Aprendizaje de métricas lineales globales

El problema de aprendizaje de una métrica via una transformacion lineal se
estudia desde dos puntos de vista:

e Concepcion de un problema de optimizacion, el cual comprende la
formulacién de una funcion objetivo y la seleccion de las restricciones
que debe verificar la solucién éptima buscada.

e Resolucién del mismo.

En el tercer capitulo se han presentado someramente los diferentes
procedimientos de resolucion de un problema de optimizacién. Una vez
planteado, se analiza su estructura para determinar si es convexo. En tal caso
se averigua si puede encuadrarse en la clase programacion cuadratica o en la
programacion semidefinida. Si se acomoda a alguna de estas técnicas, el
problema de optimizacién puede resolverse eficientemente utilizando los
algoritmos especificos para esta clase de problemas. Si no se encuadra en
alguno de los casos particulares, se resolvera aplicando técnicas generales
como el gradiente descendente, gradiente conjugado...

Formulacion de la funcién objetivo

Generalmente, una funcion objetivo consta de dos términos, una funcién de
coste (o suma de una o varias funciones de pérdida) y un término
regularizador. Esto es [125]:

LM)= ¢ Z L;(XT M X) + r(M)
L S (4.48)
Suma de varias Término de
funciones de pérdida regularizacion

donde C representa un compromiso entre la influencia del regularizador y la
penalizacidn asociada a las respectivas funciones de pérdida.

El problema consiste en optimizar L(M) dentro del dominio M (que es
habitualmente el espacio §{). En ocasiones se restringe este dominio al
espacio de matrices diagonales no negativas. Obsérvese que las funciones de
pérdida estan formuladas en términos de un producto interno, por lo que son
lineales en M.

Para completar esta formulacion se deben definir las restricciones entre
variables.
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Formas mas habituales de supervision del aprendizaje de una métrica

Se trata de las restricciones que fijan las exigencias sobre las variables. Las
formas mas comunes son:

e Restricciones sobre distancias entre instancias similares y
disimilares?26:
dM(xi,x]-) <u, x,x; € S (S eselconjunto de casos similares)

(4.49)

dM(xi,x]-) =0, x;,x; €D (D es el conjunto de casos disimilares)

Se puede trasladar este concepto a la funcién de coste, pero ahora en
forma de funcion de pérdida (usando por ejemplo la funcion de
pérdida de Hinge):

I(x;,x,M) = max [0,dp(x; %) — ] = [du(xi %) — ,u]+
X, Xj €S
(4.50)
I(x,x,M) = max [0,6 —dy(xix)] =1[6- dM(xi,xj)L
x;,x; €D

e Restricciones de distancias relativas:

Generalmente se definen usando ternas (xi,xj,x,), en las cuales las
distancias estdn calculadas desde x; y expresan que la distancia desde
x; hasta x; debe ser mas pequena que la que existe entre x; y x;. Esto
es:

du(xi, %) < dy(x;,x;) (4.51)

Normalmente se le suele afiadir un margen de seguridad y, si bien en
muchos casos se fija arbitrariamente a 1:

1+ du(x;,%;) < dy (e, x) (4.52)

De forma similar a lo explicado en el punto anterior, si se desease
trasladar esta restriccion a la funcién de coste por medio de la funcién
de pérdida de Hinge:

Wxpxp,x, M) = [1+4dy(x;, %) — dM(xi,xl)]+ (4.53)

Aparte de estas formas comunes, se encuentran en la literatura otras formas
de definir las restricciones como, por ejemplo, la acotacién de la suma de
distancias entre instancias similares.

La eleccion de una forma u otra depende de la aplicacion especifica.

26 Este conjunto representa un conjunto de restricciones muy exigente.
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Regularizadores mas comunes

Los mas habituales en la literatura [125] son:

1
r(M) = > ||M||2 (cuadrado de la norma de Frobenius)
r(M) =tr(MW) (si W = I, el regularizador resulta tr(M)) (4.54)
r(M) = tr(M) — log|M|

Casos representativos

Existen varios métodos que se usan habitualmente en el aprendizaje de
métricas lineales, muchos de ellos se caracterizan por un cierto tipo de
regularizador y una forma de representar las restricciones.

1) Regularizacion via normas de Frobenius. Método de Schultz y Joachims

El objetivo es optimizar los elementos de una matriz tipo Mahalanobis para
un problema con restricciones de distancias relativas.

La funcién de costo esta basada en que las distancias relativas en las ternas se
ajusten en lo posible a lo expresado en la ecuacion (4.53), relajando por medio
de la variable de holgura &;;; la obligacion de que se tenga que cumplir para
toda x; cuya clase sea distinta de la de x;. Ademas se utiliza el regulador de
la norma de Frobenius y la obligacion que M € S£.

Asi pues, se puede plantear:
min IMIE+ € ) &
M il
sujeto a: (4.55)
dM(xi,xl) = dM(xl-,xj) +1-— Eijl
M*>0, ¢&;=0

Se puede eliminar la restriccion de que M € §¢, restringiendo su estructura a
que se pueda expresar como: M = W D W7, donde D es una matriz diagonal y
W una matriz prefijada. Asi se puede plantear:

min IMIE+ € ) &
D Tl
sujeto a: (4.56)
dy(x;, %) = dy(x;, %) + 1 — &5y
$iji=0

El problema de optimizacién a resolver es de naturaleza similar al de las SVM
y ejemplos de su aplicacidon se puede encontrar en el algoritmo POLA [126] y
en el MLSVM [127].
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2) Regularizacion lineal con r(M) = tr(M W)
Los algoritmos mads representativos son el “Mahalanobis Metric Learning for

Clustering” (MMC) desarrollado por Xing et al. [18] y el “Large Margin
Nearest Neighbor Classification” (LMNN) de Weinberger et al. [128].

No se pasard a detallar el algoritmo MMC por tratarse de un método orientado
al aprendizaje no supervisado y tampoco el LMNN porque se estudiard con
detalle en la seccidn de los trabajos de referencia de la tesis (seccion 4.4.5).

3) Regularizacion con r(M) = tr(M) — log|M|

El método mas representativo es el “Information-Theoretic Metric Learning”
(ITML) [129].

Aqui el problema de optimizacién formulado por los autores es:

min tr(M) — log|M|

M
sujeto a:
(4.57)
dy(xi,x) <, X, X €S
dM(xi,xj) => 9, xi,xj €D

Y se pueden relajar estas restricciones fuertes, introduciendo variables de
holgura. En este caso el problema se convierte en:

min tr(M) —log|M| + C Zfiﬂ
M ij,l

sujeto a: (4.58)

du(xpx) Sp+&j, XX €S

dM(xi,xj) > 60— fijll xl-,xj €D

4.3.2.3  Aprendizaje de métricas locales

Frente a los métodos globales en los que los valores de los pardmetros
ajustados mediante aprendizaje son unicos para todo el espacio X (o Z), en
los métodos locales estos valores pueden variar de una zona a otra (o en la
vecindad de un caso x, que se desea clasificar).

Dicha variabilidad tiene su origen en un eventual cambio fuerte de la
densidad de probabilidad en las proximidades de la frontera de separacion
entre clases o en una alta dimensionalidad del problema considerado.
A tenor de esta consideracion, se constata que existen dos causas principales
para esa falta de homogeneidad en las probabilidades “a posteriori”:

e Dispersion de los datos debido al problema COD.

e Distribucién desigual de clases en la vecindad de x, cuando este caso
estd proximo a la frontera de separacion.

Una posible solucién para la primera causa es determinar la relevancia de los
atributos, ensanchar la regién del vecindario de x, en las direcciones en las
que los atributos son menos relevantes y contraerlo en las mdas discriminantes
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(mads influyentes o relevantes). Esto da lugar a las métricas locales basadas en
el escalado de los ejes de coordenadas, lo cual implica una ponderacion de los
atributos.

Para solucionar los efectos derivados de la segunda causa, el aprendizaje de
una métrica debe enfocarse a incrementar la resolucion espacial en las
proximidades de la frontera de separacion y disminuirla simultdneamente en
cualquier otro punto. La frontera de separacidon serd determinada en una
etapa previa. Se fundamentan en este principio el aprendizaje via las
transformaciones cuasiconformes y el de una métrica riemanniana.

En ambos enfoques se busca modificar la vecindad de x, para lograr que la
funcion de densidad de probabilidad se mantenga en ella practicamente
uniforme; esto es p(y;|xo + 8x) = p(y;|x,).

Seleccion de una vecindad

La forma de elegirla depende de si el algoritmo a implementar es de tipo
“lazy” o no, tal como se expone a continuacion.

Algoritmos locales “lazy”

La vecindad se adapta a cada punto del espacio X, y se calcula en el momento
en que se presenta un nuevo caso X, a clasificar. Es decir, dado el punto x,, se
selecciona su vecindad y el proceso de aprendizaje de la métrica se desarrolla
solo sobre esa vecindad. Generalmente el numero de vecinos a buscar estan
fijados de antemano?’.

Dentro de los algoritmos que se pueden incluir en este apartado estan el
DANN de Hastie et al. que se expondra con mayor detalle en los trabajos de
referencia para esta tesis (seccion 4.4.2), y el algoritmo ADAMENN [130],
predecesor del LaMaNNa que se comentara con detalle en la seccion 4.4.4 de
esta tesis. Y también la distorsion del espacio X en funcién de la abundancia
de casos en torno al que se quiere clasificar, propuesta por Chang et al. en
[131] y que se explica con detalle en la seccion 4.4.6.

Algoritmos locales no “lazy”

En este caso se determina “a priori” en el espacio original X una vecindad
para cada caso y se ajusta una métrica apropiada para esa vecindad. El
conjunto de todas las métricas aprendidas?® se puede considerar como una
métrica local.

Quizas el algoritmo de aprendizaje supervisado mas representativo sea la
variante local del LMNN conocida como “Multi-metric LMNN” (MM-LMNN)
[128], donde mediante una técnica de “clustering” se divide el espacio X en
un conjunto de agrupaciones, ajustando una métrica para cada una de ellas.

27 Pero también se puede adaptar ese niimero al contexto de los datos de entrenamiento,
incorporando en el aprendizaje una etapa previa de calculo de ese parametro.

28 Que son métricas basadas en matrices formadas por valores escalares.
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4.4 Trabajos de referencia en el estado del arte

En esta amplia seccion se van a exponer aquellos trabajos punteros de
investigacién que han tenido mas relevancia en el desarrollo de esta tesis.

De la seccion 4.4.1 a la 4.4.5 se revisa, de mas antiguo a méas moderno, el uso
de medidas de distancias globales o locales que intentan mejorar la precision
de los algoritmos de clasificacidon. Y en las secciones 4.4.6 y 4.4.7 se exponen
enfoques avanzados sobre el uso de “kernels” que proporcionen una métrica
local de tipo riemanniana.

441 Algoritmo VSM (“Similarity metric learning for a variable-
kernel classifier”)

Es el mas antiguo de todos los trabajos de referencia para esta tesis. En 1995,
David Lowe presentd un articulo [55] que abria una nueva puerta?’ en la
clasificacion en funciéon de los vecinos mas proximos (algoritmo k-NN).
Aun reconociendo su buen comportamiento en las tareas de clasificacion,
Lowe criticaba su escasa capacidad de generalizacion cuando aumentaba el
numero de dimensiones del espacio de atributos o cuando estos no eran
relevantes.

4.4.1.1  Objetivo

Reducir el error de generalizacién de un clasificador k-NN en problemas con
atributos irrelevantes.

4.4.1.2  Enfoque

En el método tradicional de clasificacion k-NN, los vecinos mdas proximos a
una nueva instancia x,, a clasificar se determinan basandose en una métrica
euclidea, en cuyo caso todas las dimensiones contribuyen uniformemente.

Mediante el algoritmo VSM el problema de clasificar se plantea en dos etapas:
etapa de entrenamiento y etapa de predicciéon. El entrenamiento consiste en
el aprendizaje de una métrica de tipo Mahalanobis basada en una matriz
diagonal W =diag{w,}, a=12,..,A. Sus elementos se determinan
minimizando una funcién de error cuadratico entre la probabilidad estimada
de que el caso x,, pertenezca a la clase j, pj(x,,) y la probabilidad contrastada
de pertenecer a dicha clase ¢;(x,,) = I(ym = yj).

El problema de minimizaciéon se aborda mediante una optimizaciéon sin
restricciones y se resuelve aplicando el algoritmo PR-CG (Gradiente
Conjugado, algoritmo de Polak-Ribiere), ver seccién 3.1.1.2.

29 Es posible rastrear técnicas precursoras tanto en el aprendizaje de las redes neuronales
mediante el algoritmo de “backpropagation” [38], como en el libro de Silverman [151].
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Para estimar la probabilidad “a posteriori” p(yjlxm) se selecciona un
subconjunto relativamente pequeno (k,) de vecinos proximos® a x,, y se
calcula el cociente entre la suma de similitudes entre ese caso y los casos
vecinos que pertenecen a la clase j, respecto a la suma de similitudes entre ese
caso y la totalidad de los k,,, de vecinos préximos.

Asi pues, la probabilidad “a posteriori” de clasificar el caso x,, en la clase j

sera:
T sim(xm, %;) ¢(x;)
p(yjlam) = =T —— T (4.59)
il sim (X, X;)
donde:

¢cj(x;) : es un valor que sera 1 o 0 en funcion de que el caso i-ésimo pertenezca
realmente o no a la clase j.

sim(xy, x;) : es la medida de similitud entre el caso m y el i (el caso i sera uno
de los k,, vecinos mas proximos de m; obviamente m # i).

Dicha medida de similitud se calcula, partiendo de la norma ponderada de la
diferencia entre los atributos de los casos, mediante una funcién de tipo
“kernel” (en este caso gaussiano):

e = x; 1

sim(xp, x;) = e 207 — o~ (diy(xm, x1)/207) (4.60)

donde dj, (x,, x;) es la distancia ponderada de acuerdo a la matriz W entre los
casos m-ésimo e i-ésimo, que es calculada mediante:
A
2
2 _ g2 —
it = %illy = iy o %) = ) Wal(tma —%i0)°  (46D)
a=1

donde:

w, : es el peso asignado al atributo a.

Xma Y Xiq : son los valores de los a-ésimos atributos para los casos m

ei.

El valor o en la férmula (4.60) es un parametro relacionado con anchura
(radio) del “kernel” gaussiano empleado para establecer la similitud entre
casos. Lowe propone estimarlo en funcion de los 5 vecinos mas proximos
mediante una expresion (que posee otro parametro a estimar u optimizar, r)
como:

o =

vl =

5
Z dw (X, Xi) (4.62)
k=1

30 Aunque el método, en general, se puede aplicar a cualquier ntimero de vecinos, Lowe
recomienda emplear el valor de 10 (y es el valor que seguiremos en esta explicacion).
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El objetivo del algoritmo VSM es minimizar una funcion de error cuadratico
que acumula, a lo largo de todos los casos de aprendizaje, las discrepancias
que se producen entre la probabilidad calculada de que un caso pertenezca a
una determinada clase y la probabilidad constatada de pertenecer a esa clase
(que obviamente serd 1 o 0):

N ]
fore 1) = D" (65Gem) = p(3; 1) )’ (4.63)
m=1j=1

Para minimizar esta expresion de error se emplea una estrategia basada en el
gradiente conjugado (técnica de Polak-Ribiere) y en una validacion cruzada
de tipo LOO (valorando el error cometido al estimar la clase de un elemento
empleando los N-1 casos restantes). El resultado final seran los valores de los
pesos W ={w,}, a=12,..,A y el valor del parametro r.

Para poder aplicar el método de optimizacion mediante el gradiente
conjugado son necesarias las derivadas parciales de la funcion de error
respecto a los pesos w, y ar, estas seran:

aferr(w,ﬂ_ZZZ (b0 ) — o) 221Em) 9p(¥j1%m)

dw, == aw,
(4.64)
af (W ) v 6p(y-|x )
err = ZZZ p(yj|xm) - cj(xm))#
n=1j=1
donde:
dsim(x,,, x;)
p(yben) _ TG00 ~pOybon) ) TG
ow, 10 sim(xp, x;)
(4.65)
651m(xm,xl)
ap(yjlxm) 121(¢j(x) = p(¥jl1%m) )
or B Z%glslm(xm: L)
y:
dsim(xpm, X;)
aw, B
Sim(xm; xi)(xm,a - xi,at)2
= — +
202
(Yima = Xia)’ (4.66)
. 2 T$s ma a .
sim(xp, x;)diy (X, X;) 5 Yk=1 dy (X, X10)
+
203
dsim(x,,, X;) ) Az, (X, x;)
a0 sim (X, xi)T
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4.4.1.3  Complejidad computacional

Se parte de que no se pretende optimizar el valor del pardmetro k,,, tomando
como bueno el valor de 10 propuesto por Lowe. En caso contrario habria que
plantear otro problema de validacion cruzada para determinar este valor. En
este nuevo escenario, la complejidad se multiplicaria por el nimero de valores
enteros que se intentasen probar.

Se tendran que efectuar un nimero desconocido3! de iteraciones del algoritmo
PR-CG antes de encontrar el minimo del error. En cada iteracion se tendran
que calcular (en los dos primeros pasos se utiliza la técnica LOO):

e Los k,, vecinos proximos de cada uno de los N casos y con ellos
calcular las p(y;|x,,) para las ] clases.

e Calcular la funcion de error y almacenar su valor.

e Calcular las derivadas de la funcién de error respecto a los A pesos y
respecto al parametro r, se almacenaran estos A+1 valores.

e Aplicar un paso del algoritmo PR-CG.

Todo ello no representa grandes requisitos ni de memoria ni de velocidad de
calculo, por lo que el algoritmo se puede escalar facilmente a problemas con
muchos atributos y con una muestra de tamafno medio.

4.4.1.4  Ventajas e inconvenientes

El empleo del algoritmo VSM para resolver un problema de clasificacion
permite escalar las dimensiones individuales del espacio de atributos.
Grandes factores de escala se corresponden con atributos que portan mucha
informacion en relacion con la separabilidad de las clases.

Frente a los algoritmos que optimizan todos los elementos de una matriz
completa de la métrica, este método tiene como principal ventaja que solo
debe ajustar los parametros de la diagonal principal (los pesos de cada
dimension) y la anchura del “kernel”, lo cual le hace mas robusto frente a los
problemas de sobreaprendizaje y, de acuerdo a la teoria de Vapnik, su riesgo
estructural estd mas limitado.

Como se deduce de la féormula (4.60)(4.63), el algoritmo VSM establece una
medida de distancia global, ya que los pesos asignados a los distintos
atributos toman el mismo valor en todo el espacio de atributos.

Muchos otros autores han estudiado generalizaciones del método de Lowe,
digna de mencionar es aquella que en vez de limitarse a optimizar los valores
de la diagonal principal de la matriz empleada para calcular las distancias,
optimizan la matriz completa de una métrica cuadratica [132].

31 Probablemente no muy alto.
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Los resultados de Lowe superan a los de las técnicas habituales k-NN y en
muchos casos también a los obtenidos con redes neuronales de propagacion
hacia atrads o con RBFs.

Aligual que se comentara para el algoritmo LaMaNNa, el algoritmo VSM solo
es efectivo en aquellos problemas en los que las fronteras de separacion entre
clases siguen los ejes coordenados. VSM solo puede aumentar o disminuir la
relevancia de los atributos (por medio de los pesos) en dimensiones paralelas
a los ejes coordenados (en la Figura 4.11 se muestra un problema similar) y no
tiene en cuenta las correlaciones que pudieran existir entre atributos.

Ademas se deben sintonizar A+1 parametros, lo que puede ser complejo en la
practica en aquellos problemas en que el ratio entre el nimero de casos de
aprendizaje y el nimero de dimensiones no sea relativamente elevado.
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4.4.2 Algoritmo DANN (“Discriminant Adaptive Nearest Neighbor
Classification™)

Hastie y Tibshirani en [61] proponen emplear una métrica local que intente
paliar los efectos de la maldicion de la dimensionalidad en los algoritmos de
clasificacion mediante la busqueda de vecinos préximos.

Para ello abandonan la métrica euclidea y la sustituyen por otra “orientada”.
Para obtener la direccion de la nueva métrica se inspira en el tradicional
algoritmo del andlisis discriminante lineal (LDA), pero aplicado en este caso
de una forma local en el entorno del punto que se desea clasificar.

4.4.2.1 Objetivo

El aprendizaje de una métrica local de tipo Mahalanobis mediante un
procedimiento recursivo usando los k,, vecinos mas préximos de un caso x,,
a clasificar. Se aplican las siguientes hipdtesis:

e Las probabilidades “a posteriori” de las clases son casi constantes en
las inmediaciones del caso x,,.

e Las distribuciones espaciales de los casos dentro de la vecindad de
un determinado caso son de tipo normal multivariable y poseen la
misma matriz de covarianzas.

e Se considera que los atributos medidos de los casos estan exentos de
ruido.

4.4.2.2  Enfoque

Se busca una métrica que se adapte a la region local de un nuevo caso x,, a
clasificar de manera que no varien apreciablemente las probabilidades “a
posteriori” de pertenecer a las distintas clases. El mecanismo de adaptaciéon
consiste en deformar la geometria de esa region, contrayéndola en direcciéon
de méaxima variacion entre clases y alargandola en su plano perpendicular
(esto es fundamental ya que las probabilidades de pertenecer a una u otra

clase varian fuertemente es las proximidades de la frontera entre estas).

Formalmente, una vez seleccionados los k,, vecinos proximos de un caso x,,,
se disefia mediante un proceso iterativo la siguiente métrica:

dg, (%, %) = (x = x,,)" Mp (x — x,,)
con: (4.67)
M, =Ww'BwW!
donde W es la matriz de covarianzas intraclase (que se calcula mediante la
media ponderada de las matrices de covarianza de las clases usando los k,,

vecinos proximos de x,,). Y B es la matriz de covarianza interclases, calculada
con esos Mismos casos.
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K : T

1 . — . —u.

W= ko, Wy, w, = ZnztCn ~ ) (i = 1) (4.68)
om L' ™) J km,

j=1
donde x,, es un vector con los valores de los atributos del caso n-ésimo (dentro
de los kyp, vecinos), kp; la cardinalidad del conjunto de esos casos que

pertenecen a la clase j, y p; el vector con los valores medios de los atributos
de los casos para ese mismo conjunto.

De forma similar se calcula la matriz de covarianzas entre clases B (también
promediada):

— AT
T by (8 — ) (1 - )
_ -

B (4.69)

donde u es el vector con la media de los atributos de estos casos
(independientemente de a qué clase pertenezcan).

A continuacion, se determinan las direcciones discriminantes, y se muestra
que la region de los k,,;, vecinos proximos a x,, se alarga en la direccion de las
coordenadas no discriminantes, las cuales corresponden a los ejes de
coordenadas del espacio nulo de la matriz de covarianza interclases definida
al proyectar (x — x,,) sobre un espacio cuyos ejes principales estan definidos
por w-1/2,

Al tener en cuenta la invarianza de la matriz de covarianzas en una proyecciéon
ortogonal, M puede escribirse como sigue:

MD =W 1B w1l= W—l/Z(w—l/Z B W—l/Z)w—l/Z —

— W—1/2 B* W—1/2 (470)

donde B* es la matriz de covarianza entre clases en el espacio transformado
esféricamente.

Al descomponer B* espectralmente:

A
B =V'A, VT = Z AT 4.71)

i=1
resulta:

diy, (%, %) = [W Y2 (x —x,)| T VA VT [WY2 (x — x)] =

— [V*Tw_l/z (x _ xm)] T AB [V*TW_l/Z (x _ xm)] (4.72)

Por tanto, las direcciones correspondientes a los valores propios nulos de B
no contribuyen al valor de dﬁ,D (x, x,,), mientras que son discriminantes las del
subespacio engendrado por los vectores columnas de W~=1/2 ",

Desde el punto de vista de adaptacion local de la region de vecinos a un caso
dado, esto significa que se puede alargar en la direccién de los ejes del
subespacio complemento de dicha region y contraer en la direccion de los ejes
del subespacio engendrado por las columnas de W=/2v*.
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Para evitar el alargamiento indefinido de esa region, se recomienda
regularizar la matriz B* sumandole una matriz escalar, esto es:

Mpr =WY2(B* + e ) W™1/2 (4.73)

La regularizacion evita el uso de casos muy lejanos (en el sentido de la
distancia euclidea) a x,,.

En la primera de las variantes del algoritmo DANN, una vez obtenida esta
matriz Mpp el procedimiento se da por terminado; en una segunda version,
empleando esta matriz como métrica para las distancias (en vez de la métrica
euclidea), se procede a una nueva iteracion para calcular los casos mas
cercanos, procediendo de nuevo a evaluar las ecuaciones (4.68) y ss.; y asi
hasta que estabilice el conjunto de casos vecinos obtenido.

Cuando se obtiene la convergencia se dan por terminadas las iteraciones y se

emplea la formula dy,,(x,x,,) = \/(x — x)T Mpr (x — x,,) para calcular la
distancia entre el caso dado y sus vecinos mas préximos; empleandose
finalmente la técnica k-NN para obtener la clase del caso dado.

4.4.2.3  Interpretacion de la distancia DANN como una distancia x*

La forma adoptada para M, tiene una interpretacion estadistica basada en las
dos primeras hipotesis. En efecto, al manipular algebraicamente la expresion
de la distancia Chi-cuadrado:

] . . 2
d)2(2 (x, xm) _ Z (p(llx) p(]lxm)) (4.74)
j=1

p(lxm)

aproximando p(j|x) por el término lineal de su desarrollo en serie de Taylor
en un entorno de p(j|x,,):

p(i1%) = p(lam) — pGilx) () — B) 71 (x — xy,) (4.75)

donde pu; y X representan el valor medio y la matriz de covarianzas de cada
clase, g = Z;zlp(jlxm) u; es el valor medio de los atributos del conjunto de

los k,, vecinos, y p(jlx) v p(jlx,,) son las probabilidades “a posteriori” de
pertenecer x y x,,, a la clase j.

Asi pues, resulta:

]
d)z(Z(x:xm) = (x - xm)Tz_1 lz p(ilxm)(uj - ﬁ) (Hj - I_l)T 2_1(3\7 - xm) =
j=1

TrJ

(4.76)

= lz_l(x - xm)l p(jlxm)(”j - I_l) (uj - ﬁ)T z_l(x - xm)l

j=
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Esta expresion es formalmente igual a la de la ecuacion (4.67) si se realizan las
siguientes sustituciones:
2—1 - W—l
J
) _ AT 4.77
2 PGl 1) (1 ~B) < B e
j=1

Por otra parte, obsérvese que B determina las direcciones de mayor variacion
de la probabilidad de pertenecer a una u otra clase habiendo realizado la
transformacion lineal defina por W™1. De ahi que el mecanismo de adaptacién
pueda interpretarse geométricamente como un modelado local via el
algoritmo LDA.

4.4.2.4  Complejidad computacional

El algoritmo DANN se puede clasificar entre los métodos de clasificacion de
aprendizaje demorado (“lazy learning”).

Los autores sugieren emplear un valor de k,, bastante mayor que el empleado
para el parametro k de k-NN; apuntan heuristicamente a emplear un valor tal
como k,, = max(N/5,50). Tampoco dan una orientacion para el valor de €
(aparte de que es un valor pequefio).
Para un caso nuevo a clasificar x,,:

e Se calculan sus k,, vecinos préximos.

e Con ellos se estiman las matrices W'y B.

e Se calcula la matriz de la métrica: M, = W™Y2(B* + e H) W~1/2,

¢ Y con ella la distancia del punto a los k,, vecinos proximos mediante

du, (X, %) =/ (x — x,)7 My (X — x,)

e Con estas distancias se clasifica el caso de acuerdo al algoritmo k-NN.

e Si se desea emplear la version iterativa del algoritmo, se calcularian
de nuevo los k, vecinos mdas proximos (de acuerdo a la nueva
métrica) y se ejecutarian de nuevo todos los pasos antes enumerados
hasta lograr que la clasificacion del caso no varie entre iteraciones.

Todo ello no representa grandes requisitos ni de memoria A * (A + 1)/2 para
la matriz W) ni de velocidad de céalculo (el mayor problema es la
diagonalizacién de la matriz W para obtener sus valores y vectores propios),
salvando esta limitacidn, el algoritmo se puede escalar facilmente a problemas
con muchos atributos y con una muestra de gran tamano.

Si se deseasen estimar los valores dptimos de k,, y €, se deberia emplear una
estrategia de validacion cruzada y el tiempo de cdlculo anterior se veria
multiplicado por el numero de parejas de valores seleccionados.
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4.4.2.5  Ventajas e inconvenientes

DANN se apoya en varios supuestos (los cuales no suelen ser ciertos en los
casos practicos).

El primero es que considera que los casos préximos a uno dado presentan
distribuciones espaciales de tipo normal multivariable con la misma matriz
de covarianzas (para poder obtener distribuciones de tipo esférico al
aplicarles la transformacion W~1/2). Habitualmente esto no serd cierto,
aunque si es verdad que el algoritmo de clasificacion LDA (que también
necesita de este requisito) se comporta bastante correctamente cuando no se
cumple.

El segundo es que tampoco tienen en cuenta el ruido inherente a las medidas
obtenidas en casos reales. Esto hace que para casos relativamente proximos
la direccidon de separacion entre clases pueda variar ostensiblemente. Los
propios autores lo reconocen y proponen emplear un nimero de vecinos k,,
mucho mas grande a la hora de calcular las matrices W y B, que el que se
utilizara posteriormente para dilucidar la clase del caso dado mediante la
técnica k-NN. Aun asi, la estimacion de la métrica serd poco robusta.

Por ultimo, este parametro k,,, y el valor de € de la férmula (4.73) deben ser
propuestos heuristicamente sin mds, o bien ser ajustados mediante validacion
cruzada.
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443 Algoritmo LFM-SVM (“Local Flexible Metric classification
based on SVMs”)

El algoritmo LFM-SVM fue presentado por Carlotta Domeniconi y sus
colaboradores en el afio 2002 [103]. Entre sus aportaciones mas importantes
hay que destacar:

e Identificaba nitidamente la necesidad de abandonar la métrica
euclidea y sustituirla por una métrica local que alargase el area de
busqueda de vecinos proximos de forma paralela a la frontera de
separacion de clases, estrechdndola en la direccidon perpendicular a
esta.

e Otra de sus propuestas era reemplazar los enfoques de tipo
aprendizaje demorado, predominantes en aquella época, por un
sistema de pesos calculados de antemano. Para ello, este algoritmo
introdujo en el disefio de la métrica el uso de un conocimiento “a
priori”: una curva de separacion entre clases precalculada mediante
una SVM (un enfoque similar se puede encontrar ya expuesto en los
trabajos de Amari y Wu [133]).

e Otro enfoque muy interesante era el uso del gradiente como
herramienta para conocer la direccion perpendicular a la superficie
de separacion entre clases.

Tres afios después de la publicacion de este articulo, los mismos autores
dieron a conocer una version extendida de este algoritmo, al que le llamaron
LaMaNNa. Las caracteristicas de ambos algoritmos son muy similares, asi
que para evitar la duplicidad en las explicaciones, su exposicion conjunta se
acometerd en la siguiente seccion.

4.4.3.1  Ventajas e inconvenientes

Al poder considerarse una version previa del algoritmo LaMaNNa, sus
bondades e inconvenientes se discutiran con las de este.
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444 Algoritmo LaMaNNa (“Large Margin Nearest Neighbor

classifiers”)

Este nuevo trabajo de Domeniconi y sus colaboradores [63]3? continta y
completa los desarrollos del algoritmo citado en la seccidon anterior [103] y los
conecta con los de otra investigacion similar firmada por uno de sus
colaboradores [105].

4.44.1  Objetivo

Disefar una medida de distancia local que pondere los pesos de los distintos
atributos en relaciéon con una funcién de decisién conocida previamente:

dig, (X, %) = (x = )" My, (x — x,,)
con: (4.78)
M, =diag{w,(x)}, a=12,..,A

donde los pesos w,(x;,) dependen de la posicion en el espacio de atributos
donde se encuentra el nuevo caso a clasificar.

4.4.4.2  Enfoque

Domeniconi basa su medida de distancia en el conocimiento previo de la
funcion de separacion entre clases (y de su gradiente). En el caso de
LaMaNNa, esta funcién de decision procede de una SVM entrenada con
anterioridad33.

Asi pues, el algoritmo LaMaNNa parte de estimar, con los propios datos de
aprendizaje, la superficie de separacion entre clases f(x) = 0, por medio de
una SVM (ver una explicacion detallada sobre el aprendizaje mediante SVM
en la seccion 4.2.3).

nsv

fom@) = ) ayik (% %) + b (4.79)

=1

Una vez que se le presenta un nuevo caso a clasificar x,,, en primer lugar,
busca el punto mas proximo xy sobre la superficie de separacion de clases

f(x)=0.

xp = argmin ||lx — xm|l, sujeto a fou(x) =0 (4.80)
X

32 Este algoritmo representd una de las influencias iniciales méas importantes para la
métrica LOM.

33 Se podria considerar como un conocimiento “a priori” si no fuese porque la funcién de
decision ha sido calculada también mediante los casos de aprendizaje.
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En este punto (xf), se calcula el gradiente de la superficie f,,(x) = 0, esto es:
ny = Vaon (%) / Vs () || (4.81)

A continuacion, expresa la relevancia relativa de cada dimension en el espacio
de atributos en funcion de la direccion de ese gradiente. Para ello,
simplemente, proponen tomar el valor absoluto de cada componente del
gradiente.

R, (x,) = (4.82)

an,a

donde R, (x,,) es la relevancia relativa en el atributo a-ésimo.

Y, por altimo, calcula una ponderacién para cada una de las dimensiones del
espacio de atributos mediante la siguiente formula:

eC-Ra ()
ZA oC. Ry (%) (4.83)
=1

Wa(xm) =

donde C es un parametro que se calcula en funcion del vector de soporte mas
cercano y la distancia media de los casos de aprendizaje a la frontera de
separacion entre clases.

Para terminar, la distancia entre dos puntos se calcula mediante una métrica
ponderada de acuerdo a la siguiente expresion:

A
A0t xm) = | Waltm)(xa = Xma)’ (4.84)
a=1

4.44.3  Complejidad computacional

El algoritmo LaMaNNa se puede clasificar entre los métodos de clasificacion
de aprendizaje demorado (“lazy learning”); aunque parte del aprendizaje
(funcidén de decisién basada en una SVM) se haya calculado previamente.
Una vez conocida la funcién de decision fg,(x) = 0, para clasificar un caso
nuevo Xx,, se debe:
e Mediante un procedimiento iterativo se encuentra el punto mas
cercano a X, sobre la funcion de decision: x;.

* En ese punto se calcula el gradiente n,, bien analiticamente

(obteniendo las derivadas parciales de la ecuacion (4.79) respecto a
los distintos atributos), o bien de forma empirica (midiendo las
variaciones de la funciéon de decision al incrementar
infinitesimalmente cada uno de los atributos).

e Se obtienen las distintas relevancias R, (x;,) y de ahi los pesos w, (x,).
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e Con ello ya se puede calcular la distancia de ese punto a cualquier
otro del espacio de atributos mediante dy, (x,x,) =

\/(x - xm)T ML (x - xm)
e Con estas distancias se clasifica el caso de acuerdo al algoritmo k-NN.

Los requisitos de memoria son minimos (se deberan almacenar los SV de la
SVM y vectores de dimension A para los gradientes, relevancias y pesos de la
matriz de la distancia); tampoco se requiere gran velocidad de calculo (el
mayor problema es la busqueda del punto mas proximo sobre la superficie de
decisidn), salvando esta limitacion, el algoritmo se puede escalar facilmente a
problemas con muchos atributos y con una muestra de gran tamarno.

4.4.4.4  Ventajas e inconvenientes

Una ventaja importante del algoritmo LaMaNNa es su simplicidad y los
escasos recursos computacionales que requiere.

Pero las criticas son varias, la principal es que este algoritmo no conduce a
una métrica, ya que no se satisfacen los axiomas de simetria ni de desigualdad
triangular.

Buscar el punto mas proximo a uno dado, que esté sobre la superficie de
separacion de clases, es una tarea que requiere de un procedimiento iterativo
(los autores proponen avanzar desde el punto x,, con un paso arbitrariamente
pequerio e ir duplicandolo hasta que se cruce la frontera entre clases3#) y que
complica mucho (por no decir, imposibilita) el analisis matematico de la
solucion propuesta.

Los autores tampoco aportan en ninguno de los dos articulos ninguna prueba
que justifique el tener que utilizar un punto de dicha superficie para calcular
el gradiente. En un entorno cercano a la superficie de separacion de las clases,
las direcciones de los gradientes de las distintas curvas de nivel seran
similares a los encontrados en la propia fg,,(x) = 0. Segtn nos alejemos de la
frontera entre clases, adoptar una direccidén correcta para el gradiente tiene
mucha menos importancia, ya que en esta zona del espacio de atributos la
métrica euclidea se comportaria también de forma correcta.

Este algoritmo es efectivo en aquellos problemas en los que las fronteras de
separacion entre clases siguen los ejes coordenados. Al igual que en el
algoritmo VSM (ver seccion 4.4.1), no pueden inclinar los ejes principales del
“vecindario” que equidista de un punto dado. Por ejemplo, para un problema
bidimensional como el de la Figura 4.11, la distancia que se mediria con el
algoritmo LaMaNNa desde el punto x,, seria la misma que la que obtendria
mediante una métrica euclidea, excepto en una constante multiplicativa.

34 Ademas este recorrido en pos de “buscar la frontera” no emplearia la direcciéon del
gradiente para ir avanzando (ya que atin no se ha calculado).
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En el algoritmo expuesto los autores no identifican el tipo de optimizacion
empleado para fijar los pardmetros de la SVM (C y y); de hecho en su articulo
mas relevante [63] no indican ni el tipo de “kernel” que se emplea para esta
SVM (personalmente supongo que serd una SVM-RBF por el tipo de algoritmo
empleado para encontrar el punto mas préximo en la frontera de separacion
entre clases).

-} Componentes normalizados del
gradiente, en este caso presentan

Direccién del N\

. ----------- el mismo valor absoluto.
gradiente

Asi pues, los pesos a aplicar a
cada dimension serdn iguales.

T Puntos que distan lo
mismo del punto x,, de
acuerdo a esta distancia.

Figura 4.11.- Critica a la orientacion del vecindario equidistante de un cierto punto
que proporciona el algoritmo LaMaNNa.
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445 Algoritmo LMNN (“Large Margin Nearest Neighbor”)

Kilian Weinberger propone, en el articulo mas significativo sobre el algoritmo
LMNN [128], optimizar la matriz completa M de una métrica3® (que ademas
debe ser semidefinida positiva) basdndose en la informacion presente en los
casos empiricos de aprendizaje.

4.4.5.1  Objetivo

Determinar una transformacion lineal L que optimice la clasificacion k-NN,
operando con ternas de instancias {xl-,xj,xl}, en la que los pares {xl-,xj}
pertenecen al subconjunto de instancias vecinas y los {x;,x;} a la de casos
disimilares.

4.4.5.2  Enfoque

De acuerdo con la regla de clasificacion k-NN, se mejorara la tasa de aciertos
cuando todos los k casos préximos a uno dado tiendan a concentrarse en una
misma clase. Ademas, si se dota de una cierta “distancia de seguridad” entre
los casos de aprendizaje de la clase correcta y los denominados “impostores”
(que pertenecen a otras clases) el algoritmo de clasificacion incrementard su
robustez.

Matematicamente, esto se expresa diciendo que la matriz de la métrica se
parametrizard de manera que resulten penalizadas las grandes distancias
entre casos, y las pequefias a los casos disimilares (forzando a estos casos
“extranos” a salir de un 4rea de seguridad entorno a cada clase).

De ahi la imagen de que estd métrica actia “empujando” hacia adentro de la
vecindad las instancias con igual clase y “expulsando” fuera de esa zona a los
“impostores”.

X2 L Vecindario local de x;
Casos g
i“ : ” ’
m 7
e1 pujados”
hacia el centro’

................. Zona de seguridad

Casos de la clase 1
s “empujados” hacia
Casos clase 1 afuera

* Casos clase 2 X1

Figura 4.12.- Fundamento de la actuacion de la métrica LMINN.

35 En el articulo citado el autor se refiere a “una matriz de Mahalanobis”, aunque explica
claramente que nada tiene que ver con la inversa de la matriz de covarianzas de los
atributos.
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En resumen, esta métrica (expresada mediante la matriz M,,) intentara
aumentar la cohesién (medida en términos de distancia) de los casos que
pertenezcan a una misma clase alejando al resto.

T

divnn (% ;) = (2 — x;) My (x; — x;7) (4.85)

Como M), es simétrica y semidefinida positiva (por exigencia del algoritmo),
la matriz de la métrica siempre se puede expresar como:

My, =L"L (4.86)

Como se ha comentado, el objetivo de la optimizacion de la métrica es
aumentar la distancia entre los casos pertenecientes a distintas clases (“push”
impostores), al mismo tiempo favorecer que los N vecinos proximos a uno
dado se acerquen (“pull” vecinos), por tanto la funcidon de coste a minimizar
sera una combinacién convexa3® de dos términos (que dependeran de los
elementos de la matriz de transformacion L):

1 1
ferr(L) = Etjpull(l') + Etjpush (L)

Ipun (L) = Z ZAi,j |IL (x; — xj)”2
i

Jpusn(L) = Z Z Z Ay (1= ey, (00 +
ioj 1

1l Go =) = e G = 0l

(4.87)

donde:
A;j es un elemento de una matriz3” A que vale 1 si el caso j-ésimo es un
vecino préoximo del caso i-esimo, en caso contrario este elemento valdra 0.
¢y, (x;) es una funcién que se evalta como 1 si la clase del caso i-ésimo
coincide con la del [-ésimo.
El subindice I enumera todos los casos del problema; al incluir el término
(1 —Cy, (xl)), la ultima de las expresiones de las ecuaciones (4.87)
contempla todos los casos que no pertenecen a la misma clase que el caso
i-ésimo.
Y, por ultimo, el [ ], es una variante de la funcidon de pérdida Hinge,
donde el resultado del corchete es el valor maximo de cero o el valor
presente dentro de dicho corchete.

3 Aunque la combinacién convexa mas general es: fo, (L) = (1— W) Jpuu() +
1 Jpusn (L), los autores indican que la calidad de la solucion no depende en gran medida
de este parametro, pudiéndose asumir el valor p = 1/2.

37 Esta matriz no es simétrica.
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Recopilando, la funcién a minimizar presenta:

e Un primer sumatorio que pretende “acercar” a un determinado caso
i sus vecinos mas proximos.

e Un segundo sumatorio que penaliza que casos de distinta clase (que
el 7) se encuentren mds cerca que cualquier otro caso de su misma
clase en menos de una unidad (esto es, el margen, y que solo afecta al
algoritmo como un factor de escala).

Se diferencia del algoritmo LDA en que no pretende maximizar la proximidad
entre si de todos los casos que pertenecen a una misma clase, sino que tiene
un enfoque local, limitando la maximizacidn a los N vecinos mas préximos.
Aligual que en las SVM (que también emplean la funcion de pérdida Hinge),
la funcion a minimizar es convexa, pero no es lineal en la matriz de los
parametros a optimizar (a diferencia de la matriz My, la matriz L es real pero
no tiene por qué ser semidefinida positiva).

Para conseguir una optimizacion mediante un método que no permita que
quede atrapada en minimos locales, Weinberger replantea el problema como
una programacion semidefinida3® [134].

Sustituyendo la ecuacion (4.85) en (4.87):

1 2
ferr(My) = Ez ZAi,j dLMNN(xi,xj) +
iJ
(4.88)

1
+ EZ Z Z Aij (1 e (xl)) [1 + d%MNN(xi,xj) - d%MNN(xi,xl)]+
i j 1

Para abordar problemas con dificil separabilidad entre clases, es necesario
relajar la exigencia que de que todos los casos con clase distinta a la deseada
estén fuera de la zona de seguridad. Para ello se introducen variables de
holgura (“slack variables”) para sustituir la funcién de Hinge en el término

[1+ dEywn (i 20) = dzMNN(xi,xl)]_,_-
Ahora si serd posible plantear un problema de tipo SDP:

1
Minimizar Ez EAL-J- (xi - xj)T My (xi - xj) +
J

i

1
+§ZZZAL',] (1 —Cy,-(xz)) $iji
A (4.89)
Sujeto a:
T
(e = x)" My (i —x) — (xi— %) My (%, —x) 21—y VA;=1
Siky 2 0
My >0

38 Ver una sucinta descripcién de la programacién semidefinida en la seccién 4.2.3.
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4.4.5.3  Complejidad computacional

Para clasificar datos nuevos el trabajo del algoritmo es liviano, tanto en
términos de memoria requerida como de cémputo necesario. En el fondo se
emplearia una clasificacion k-NN con una norma basada en la matriz My, (que
es una matriz de N x N); para ello se emplearia la distancia djyyy(x; xj)
reflejada en la ecuacion (4.85).

Los requerimientos computacionales son mds importantes en la etapa de
aprendizaje. La funcion objetivo es una forma cuadratica, las restricciones
son lineales y la matriz de la forma cuadratica debe ser semidefinida positiva.
Bajo este enfoque sera necesario®:

e Calcular los vecinos proximos de cada caso x;.

e Calcular cudl es el caso mas lejano de su misma clase y de ahi calcular
la “distancia de seguridad”.

e Calcular los vecinos dentro de esta area de seguridad.

e Ir acumulado los productos de la forma cuadratica para todos los
vecinos de x;.

e Identificar a los vecinos dentro del drea de seguridad que no poseen
la misma clase que el x;.

e Con cada uno de estos ultimos preparar una inecuacion de acuerdo a
la primera restriccion de las férmulas (4.89).

e Someter el problema de minimizacién a un paquete de programacion
semidefinida.

De este proceso se obtendran los elementos de la matriz My,.

4.4.5.4  Ventajas e inconvenientes

El enfoque del algoritmo LMNN es muy interesante, aplica a la optimizacion
de la medida de distancias, ideas procedentes de las SVM (que ya se
adelantaban en el algoritmo POLA de Shalev-Shwartz et al. [126]) y conceptos
de programacion semidefinida (SDP), para intentar crear una métrica que se
“ajuste” al problema de clasificacion a resolver.

El objetivo de optimizar una matriz completa de una métrica también se
observa en trabajos anteriores de otros investigadores como Goldberger et al.
en su algoritmo NCA (“Neighborhood Component Analysis”) [100].

Uno de los problemas principales de este algoritmo es que hay que identificar
(lo mejor seria de forma manual) a los vecinos mas préximos de todos y cada
uno de los casos. Estos vecinos no variardn a lo largo del todo el proceso. No
es una cuestion totalmente resuelta®d, en el mismo articulo se comentan
alternativas para afrontarla. La variacion del algoritmo conocida como

39 Para la version bésica.

40 Los propios autores lo reconocen en el articulo de referencia.
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“Multi-pass LMNN” plantea realizar varias iteraciones en el algoritmo,
empleando la métrica optimizada en la anterior vuelta para determinar los
vecinos mas proximos en la iteracién actual. Sus resultados son mixtos, en
unos casos se logran mejoras y en otros se presenta bastante sobreaprendizaje.

Finalmente, el mismo articulo desvela un ejemplo en el que esta métrica se
comporta especialmente mal; se trata de la clasificacion de casos que forman
dos circulos concéntricos. El error en la clasificacion alcanza el 100% y los
autores proponen optimizar métricas diferentes en distintas areas del espacio
de atributos (estas areas las obtienen mediante un algoritmo de formacion de
“clusters”). A esta nueva version del algoritmo la denominan “Multi-metric
LMNN”, la cual pierde la propiedad de ser una métrica (ya que no cumple
con el axioma de que la medida de distancia sea simétrica); y, en mi opinidn,
dudo también que cumpla con el axioma de la desigualdad triangular.
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4.4.6 Escalado de un “kernel” RBF dependiendo de la densidad de
casos en el espacio de atributos.

Aunque posterior en el tiempo a los enfoques expuestos en la siguiente
subseccién, la aportacion de Chang et al. es la mas simple de todas las que
aqui se contemplan [131], y por eso se revisa en primer lugar.

4.4.6.1  Objetivo

Su objetivo es ajustar localmente el radio de los “kernel” RBF en funcidn de la
densidad de casos de aprendizaje presentes en un cierto volumen del espacio
de atributos.

4.4.6.2  Enfoque

Pretende aumentar dicho radio en aquellas zonas en las que la densidad de
casos es menor y reducirlo donde se acumulan muchos casos. Asi pues, se
trata de expresar la ¢ del “kernel” en funciéon de la densidad, de forma que
varie inversamente.

X2 e Casos de aprendizaje
i Curvas de nivel del
“kernel”

X1

Figura 4.13.- “Kernel” escalado de acuerdo a la densidad de casos en la zona. A la
izquierda se ve que las curvas de nivel del “kernel” se juntan entre si y, por tanto el
radio de influencia de este “kernel” es mds reducido. A la derecha se ve el fendmeno

contrario.

Para evaluar la densidad de informacién empirica (p) que circunda al caso
i-ésimo, los autores promedian el valor de similitud entre €l y sus k vecinos
mas proximos.

El valor de similitud se obtiene al evaluar la funcidon del “kernel” entre dicho
caso i-ésimo y cada uno de sus k vecinos mas proximos; dicho promedio sera:

k
1
plx) =+ z K(x;,%p), Xm € k-NN (4.90)

m=1

Un valor grande para p(x;) indica que el caso i-ésimo esta rodeado por otros
muchos casos.
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Luego estima la densidad media global para todo el problema p, promediando
el valor de la densidad calculada para todos los casos individuales:

N
1
p= ) pn) (4.91)
n=1

Y luego, con ambos términos, calcula un factor de ponderacién para el
“kernel”, que se aplica de forma individual para cada caso x;:

w(x;) =1+n(p(x) - p) (4.92)

donde 1 es un pardmetro a elegir (u optimizar) comprendido entre 0 y 1.

En aquellas zonas donde la densidad de casos se aproxime a la media este
peso w(x;) valdra aproximadamente 1, en las zonas de alta densidad su valor
estaria comprendido entre 1 y 2, y en aquellas con muy pocos casos seria
menor que la unidad.

El objetivo de estos pesos es modificar el radio de influencia del “kernel” RBF,
para ello los autores plantean modificarlo de la siguiente forma:
[l = WX — X541 ”
= —w(x x 4.93
K(x;, %) =e 0@ 0(x) =gz (4.35)
Como se aprecia, el producto de ambos pesos afecta de forma inversa al radio
del “kernel”, seria equivalente a reemplazar 202 por 202 /[w(x;). w(x;)].

A partir de ahora se empleara este “kernel” modificado localmente para
clasificar los nuevos casos.

4.4.6.3  Complejidad computacional

Este algoritmo de modificacion del “kernel” se podria encuadrar dentro de los
métodos de aprendizaje demorado si el conjunto de casos de aprendizaje se
modificase a lo largo del tiempo y los pesos se tuviesen que calcular en el
momento en que se presenta un nuevo caso a clasificar. En dicho escenario,
su costo computacional haria que fuese muy poco escalable frente al nimero
de casos.

Pero para problemas con un namero de casos fijos, la densidad propia de cada
caso de aprendizaje y la densidad global se han podido establecer de
antemano. Con cada caso de aprendizaje se guardaria una nueva informacién
que seria su peso w(x;) a aplicar?! y cuando se presente un nuevo caso a
clasificar x,,:

e Se calculan sus k vecinos proximos.

e Con ellos y empleando el “kernel” original, y de acuerdo a la ecuacion
(4.90) se calcularia la densidad de vecinos p(x,,).

41 Todos estos pesos se calculan de forma previa y se almacenan.
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e Mediante ella y la densidad global se calcula el peso para el nuevo
caso w(x,,).

e A partir de este punto es posible calcular rapidamente el valor de un
“kernel” que implique a este caso y otro cualquiera (ya que los pesos
de cada uno de los casos de aprendizaje estan precalculados).

Todo ello no representa grandes requisitos de memoria (almacenar un valor
real mas por caso), y tampoco los de calculo son muy elevados, ya que por
cada caso nuevo a clasificar se debe ejecutar el calculo previo equivalente al
necesario en un algoritmo de tipo k-NN. Asi pues, el método se puede escalar
facilmente a problemas con muchos atributos y con una muestra de casos de
tamano moderadamente grande.

Si se desease estimar el valor optimo de 1 en aquellos casos en que este tipo
de “kernels” se utilizasen para resolver problemas de clasificacion, en la fase
de precalculo se deberia emplear una estrategia de validacién cruzada, y el
tiempo de cdlculo anterior se veria multiplicado por el nimero de valores
seleccionados para dicho parametro. En la fase de uso del “kernel” modificado
el tiempo no se veria afectado (ya que el valor de n estaria ya fijado).

4.4.6.4  Ventajas e inconvenientes

Este “kernel” modificado seria de aplicabilidad tanto en los métodos de
clasificacion SVM-RBF, como en aquellos de tipo k-NN que aplicasen una
medida de similitud en el vecindario para estimar la clase de un nuevo caso
(como sucede en nuestro algoritmo BTW).

Las aportaciones mads interesantes son su inherente simplicidad y el haber
disefiado una métrica local donde la proximidad entre casos depende de la
zona del espacio de atributos donde se encuentre un caso.

Desde mi punto de vista presenta un importante aspecto de fondo considerar:
si el aumentar o disminuir el radio localmente, pero de forma igual en todas
las direcciones, realmente influye de forma importante en la precision de la
clasificacidon o no (ver la aportacion de esta tesis en la seccion 4.5).
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4.4.7 Modificacibn de la métrica de un “kernel” mediante

transformaciones cuasiconformes

Para tratar de mejorar la tipificacion de casos en problemas no separables
linealmente, los métodos de clasificacion basados en “kernels” (ver seccion
4.2.3.5) aplican una transformacion no lineal ®(x), proyectandolos sobre un
espacio de Hilbert (H) de grandes dimensiones.

Una vez elegida correctamente la funcion del “kernel” K(x,x'), es de esperar
que aumente la separabilidad general de los casos en H, lo cual permitira a su
vez mejorar la de aquellos casos que estuviesen proximos a la frontera de
separacion de las clases y, por tanto, mejorar la precision de clasificacion.

Transformaciones cuasiconformes

Antes de describir el funcionamiento de las transformaciones cuasiconformes,
sera necesario definir qué son.

Si la funcién f( ), continua y diferenciable, representa un homeomorfismo
entre dos espacios métricos X'y Z; y si para x;, x; € X yr € R*:

L(x;, ) = sup { dist (f(xi),f(xj)) | dist(x;,x;) = r}

4.94
(e, ) = inf { dist (F(x), £(x)) | dist(x;, ;) =7} (154

el ratio:
Hf(xi,r) = Lf(xi,r)/lf(xi,r) (4:95)

mide la excentricidad de una esfera infinitesimal bajo la transformacion f.
Se dice que f es H-cuasiconforme si:

' < >
vxeX, lim supHe(x,7) <H, H=>1 (4.96)

Asi pues, una transformacion cuasiconforme [135], de acuerdo a la definicion
métrica, es aquella que transforma esferas infinitesimales en elipsoides
infinitesimales de excentricidad acotada.

Factor de magnificacién

Se recuerda que en la métrica del espacio H, un elemento diferencial de
volumen se puede calcular mediante:

av = A/ |G| dx1 e dxA
con:

161 = [{ g0} ] (4.97)
9ij(x) = O_xia_x}fK(x' X)) |y

Al factor /|G| se lo conoce como “factor de magnificacion” (y en la métrica
euclidea vale 1).

En esta subseccion de la revision del estado del arte se van a exponer enfoques
de diversos autores sobre las posibilidades de modificar este factor de
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magnificacion mediante transformaciones cuasiconformes (todo ello inmerso
en el campo de las métricas de Riemann).

4.4.7.1  Objetivo

El objetivo es potenciar aun mas el efecto separador del “kernel” en las
proximidades de la frontera de separacion entre clases, definiendo otro
“kernel” K(x,x') que permita una mayor separacién entre los puntos en el
espacio H. Este nuevo “kernel” se derivara del anterior a través de una
transformacion cuasiconforme.

4.4.7.2  Enfoque

Para ello se modifica mediante una transformacién cuasiconforme el “kernel”
inicial, o sea:

K(x,x") = D(x) K(x,x") D(x") con D(x) >0 (4.98)

En este nuevo “kernel”, un elemento del tensor de su métrica riemanniana
inducida se expresara como:

Gij(x) = D?(x)g;;(x) + D;(x)D;(x) + D(x)[D; (x)K; (x) + D;(x)K; (x)]
donde:
D;(x) = dD(x)/0x;
Ki(x) = 0K (x,x")/0x; | y=y'-

(4.99)

Por medio de esta transformacién, un elemento de volumen diferencial en el
espacio original resultard magnificado en el espacio H.

Se intentara que esta magnificacion sea mas acentuada en las proximidades
de la superficie de separacion entre clases; para ello D(x) debera tomar en esa
zona el maximo valor posible y, fuera de ahi, valores pequenos. Bajo esta
consideracidn, se puede considerar que la funcién del “kernel” K(x,x'") varia
localmente.

Propuestas de eleccion para la transformacion D(x)

Propuesta 1:
Williams et al. [136] proponen que D(x) decaiga progresivamente al alejarse
de la frontera de separacidn entre clases mediante la expresion#2:
_ @
D(x)=e 212
donde: (4.100)
f0)= ) @y Kxx)+b

1eSV

42 Para una funcion de separacién calculada mediante una SVM.
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Asi pues:
1 f(x)=0

D(x) = (4.101)
eV f(x) = +1

Al desplazarse un punto desde el plano de separacion®3 (donde f(x) = 0) hacia
su plano candnico, D(x) decae progresivamente.

En la Figura 4.14 se puede apreciar, en forma tridimensional, los valores de
una transformacion D (x) computada de acuerdo a esta propuesta, empleando
el valor 7=0,6.

Para calcularla se ha empleado una funcién de decision de dos dimensiones
(Ia linea gruesa que se ve en el plano base), previamente estimada mediante

datos experimentales (puntos que se ven también en el plano base).

Figura 4.14.- Funcién D(x) para la transformacién cuasiconforme de acuerdo a
Williams et al.

Propuesta 2:

Amari y S. Wu propusieron en [133] utilizar una transformacion
cuasiconforme que se basa en la suma de similitudes ponderadas del punto
requerido (x) con los distintos vectores de soporte (x;).

=l
D(x) = Z we = 212 (4.102)

iESV

donde 7 es un valor fijo a elegir.

43 En el espacio K.
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Ponderan mdas aquellos vectores de soporte que se localizan dentro del
margen de seguridad.

En este caso, en el entorno del vector de soporte i-ésimo (y sin tener en cuenta

la influencia de otros vectores de soporte), el factor de magnificacion de la
nueva métrica sera:

p llx — x;11* 2
a? —g M Al o

6] == e 272 1+—llx — x;]|12 (4.103)
g T

Se puede comprobar, estudiando su derivada primera, que el punto de
maxima magnificacion, r = [|x — x;]|, es:

Para t<o/VA r=1J1/A—1%2/0%

Para t>og/VA r=0

Es decir la magnificacion se da para valores pequenios de r, y por lo tanto en
las proximidades de los vectores de soporte.

Propuesta 3:
Los mismos autores de la anterior propuesta, tres afios mads tarde y
manteniendo la idea base, plantearon estimar el parametro 7 en funcién de los
vectores soporte que rodean a uno dado [137].

_ llx = x?

D(x) = Z e T

iesv
donde: (4.104)

1 M
= >l — il
m=1

y {xm | 1<m < M} es el subconjunto de los M vectores de soporte mas
proximos al vector de soporte x;.

A diferencia de la segunda propuesta, en la cual el radio 7 es fijo en todo el
espacio, en esta el radio se adapta a la densidad de los vectores de soporte en
el entorno de x;. De esta forma este parametro presenta un caracter local y se
acomoda a la distribucién de informacién presente en el problema#.

También sugieren en este mismo articulo que el algoritmo se puede aplicar
iterativamente, empezando por ajustar al problema en cuestiéon una SVM con
una funcion “kernel” convencional, para luego crear un nuevo “kernel” de
acuerdo a las férmulas (4.98) y (4.104), con él volver a ajustar otra SVM, crear
un nuevo “kernel” ...

4 Este enfoque presenta ciertas similitudes conceptuales con el presentado por Chang et
al. [131] y que ha sido expuesto en la seccién 4.4.6.
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Propuesta 4:

Posteriormente, G. Wu et al.,, partiendo de un planteamiento similar al
reflejado en la ecuacion (4.104) propusieron calcular el radio 7; directamente
en el espacio de las caracteristicas [138] aplicando la siguiente féormula:

1
=2 19(x,) — PG =

1
= VZ K(xy, x,) + K(x;, x;) — 2K (x,, x;) (4.105)
v

donde:
X, ESV | || P(x,) — 2(x)I*> <R

donde V es el numero de vectores de soporte localizados dentro de una esfera
de radio R en el espacio de Hilbert.

Esta ultima propuesta intenta mejorar los resultados de la clasificacion en los
problemas donde el namero de casos de aprendizaje para las distintas clases
presenta grandes desequilibrios.

El elevado ntmero de propuestas similares revela el interés que ha despertado
este tipo de planteamientos entre la comunidad cientifica.

4.4.7.3  Ventajas e inconvenientes

Estos cuatro planteamientos se distinguen de los expuestos en los otros
apartados del estado de arte en que se fundamentan en el uso de la geometria
de Riemann para estudiar y modificar las propiedades de la superficie de
separacion entre clases en el espacio de Hilbert.

Williams et al. utilizaron directamente la funcion de decisién proveniente de
una SVM, el grupo de Amari y S. Wu por el contrario se basaron en los
vectores de soporte. C. Wu et al. introdujeron cédlculos de distancia en el
espacio de las caracteristicas.

El principal inconveniente de todos estos enfoques es que operan sobre la base
de “ensanchar” uniformemente la geometria de las zonas préximas a la
frontera de separacion de clases.

Como se expondra en el capitulo 6, la métrica LOM de esta tesis resuelve este
inconveniente proponiendo modificar el espacio “ensanchando” la geometria
siguiendo unas direcciones discriminantes, en aras a mejorar la precisién de
clasificacion.
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4.5 Acerca de la mejora de la clasificacion inducida por la
magnificacion de un elemento diferencial de volumen

En los trabajos de Amari y Wu, Williams et al., Peng et al.,... se emplean
transformaciones cuasiconformes que pretenden magnificar las zonas
proximas a la frontera de separacion entre clases.

Sin aportar pruebas analiticas, postulan que si se logra “ensanchar” el
volumen de las zonas deseadas, la capacidad de separar casos de diferentes
clases se verd incrementada en dichas 4reas.

Para ilustrar graficamente la propuesta, se considera un problema de
clasificacion en un espacio de dos dimensiones; sobre él se encuentran tres
puntos muy préximos: A, By C; Ay C pertenecen a la clase +1, mientras que
B pertenece a la clase -1. Los puntos B y C equidistan de A en una métrica
euclidea. La linea horizontal de punto y raya sirve como frontera de
separacion tedrica de las clases +1 y -1.

Clase +1 o A C

X2 Clase -1 °

Figura 4.15.- Disposicion de los puntos A, By C en el plano y de la frontera de
separacion.

Obviamente, si se desease clasificar un punto cuya clase es “a priori”
desconocida, p.ej. el A (aunque realmente se sabe que A pertenece a la clase
+1) basandose en su vecino mds préoximo, se daria un empate a la hora de
clasificarlo en una u otra clase.

Se recuerda que al estar utilizando una métrica euclidea, el factor de
magnificacién /|G| es aqui 1.

Supongase que se desea magnificar de forma isotropa el espacio (como
sugieren los autores citados al principio de esta seccién) multiplicando el
diferencial de longitud en cada direccion de los ejes coordenados por un valor
constante como puede ser 1/tga (a es una constante).

Asi pues:

45 De hecho, si el punto B se encontrase un poco mds hacia arriba, el punto A seria
clasificado de forma incorrecta.
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dx; = 1/tga dx;

dx;, = 1/tga dx, (4.106)
Un elemento diferencial de longitud tendra una expresion tal como:
2 2 10 dxl]
dz2 = (1/tg@)? [dx;, dx,] | 1] d (4.107)

V1G] = J1/tg*a = 1/tg?a (4.108)

Analizando esta expresion se puede comprobar como para a < 452 el factor
de magnificacién es mayor que la unidad?#; pero, por muy pequefio que sea
a, esto no modifica el ratio de la distancia que existe entre Ay By entre Ay
C (que serdn mayores, pero siguen siendo de igual magnitud). La dificultad
para clasificar el punto A se mantiene intacta.

Es posible ilustrar este comportamiento mediante una interpretacion
geométrica (ver Figura 4.16). Supodngase que en el plano bidimensional
generamos una tercera dimension perpendicular a este. Desde el punto A se
genera una perpendicular al plano y se va bajando por ella un punto O hasta
que el segmento OC forme un 4ngulo a con la vertical. Si suponemos que los
puntos A, C y O estan a distancias infinitesimales, la distancia original seria
ds (y estaria en el plano original), mientras que la distancia “magnificada”: dz,
estaria en la perpendicular a dicho plano, siendo igual a la longitud del
segmento OA.
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Figura 4.16.- Interpretacion geométrica de la magnificacion isotropa (con un factor
igual a 1/tg a).

46 El uso de 1/tga también permite que la magnificaciéon se pueda convertir en
“reduccion”, solo hace falta que a > 45°.
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En este escenario, los puntos que se encuentran a la misma distancia ds de A
en la métrica euclidea, compartirian también el valor dz en la métrica
modificada, y por lo tanto, no hay mejora en su capacidad de discernir en el
problema de clasificacion.

Si, como se pretende en esta tesis, la magnificacién no fuera isétropa, sino que
fuese mayor a lo largo de la perpendicular a la frontera de separacién entre
clases (eje x2): 1/tg @, que en la direccidn paralela (eje x1): 1/tg B, el escenario
seria similar al que se puede apreciar en la Figura 4.17.

Se puede apreciar que en la nueva métrica “magnificada” los puntos que
equidistan de A se encuentran en la elipse que pasa por B y D; y por tanto el
punto C se encuentra “mas cerca” de A que el B ya que:

dzc =0'A frentea: dzg= 0 (4.109)

Figura 4.17.- Interpretacion geométrica de una magnificacion no isétropa que ayuda
a clasificar el punto A.

En este nuevo escenario la medida de distancia magnificada ayuda a clasificar
mejor el caso A; ademads, y en contra de lo que postulan los autores citados,
su factor de magnificaciéon es menor que en el ejemplo isotropo.

JIGl =1/tg?a . 1/tg? =

twatgh R

Si no se considerasen elementos diferenciales de longitud, sino de dimensién
finita, la critica seguiria siendo valida. Si se estuviera en un escenario como
el de la Figura 4.18, con la frontera de separacion de clases “lejos” de C, podria
justificarse que el punto A fuese bien clasificado de acuerdo a los postulados
de Williams et al. La dilatacidn del espacio en la direccion AC seria constante
y en la direccion AB irfa aumentando segin nos acercamos a la frontera entre
clases (para después disminuir). Podria ser que dicho “aumento” hiciese que
A estuviera “mas lejos” de B que de C.
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Clase +1 o A .C

X2 Clase -1 [

Figura 4.18.- En este escenario, la frontera de separacion entre clases estd
"lejos” de C.

Pero si se analiza el contraejemplo de la Figura 4.19, se aprecia que el camino
AC estd jalonado de puntos “muy distantes” entre si, mientras que el AB tiene
una primera fase en la que los puntos estan atin mas lejos entre si, pero segun
se sigue viajando hacia B, y se aleja de la frontera de separacion de las clases,
los puntos por los que pasa estan “mucho mas cerca” unos de otros. Por lo
que en este escenario es posible que C esté mas lejos de A que B.

Clase +1 o A .C

X2 Clase -1 °

Figura 4.19.- En este escenario, la frontera de separacion entre clases estd
“cerca” de C.

4.5.1 Discusion

Ofrecer un tunico valor escalar, como el factor de magnificaciéon, para
cuantificar la mejora que este puede aportar a un algoritmo de clasificacion se
demuestra que no es exacto. Tan importante, 0 mas, que este namero, seran
las direcciones principales en las que se orienta esta magnificacion.

Las afirmaciones de dichos autores sobre que la magnificacion isétropa
mejora la capacidad de clasificar un problema, las puedo comprender bajo el
siguiente prisma: es positivo que en las proximidades de la frontera de
separacion entre clases las distancias “aumenten”, disminuyendo cuando se
esta lejos. Eso hace que, para los elementos mas complejos de clasificar (que
son los que estan cerca de la frontera), los casos mds cercanos “decidan mas”
sobre la clasificacion que los mas lejanos.
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Puede que al utilizar estas transformaciones en “kernels” de tipo RBF, el
“aumentar la distancia” hace que el valor que proporciona la funcion
exponencial negativa decaiga de forma mads rdpida y se consiga que en la zona
fronteriza los casos “mas cercanos” predominen de forma mas acusada. Pero
presenta mas dudas su efectividad sobre el comportamiento de los casos
cercanos.

De cualquier forma, las explicaciones aqui aportadas (que se extenderian sin
dificultad a mdas de dos dimensiones) ofrecen un nuevo punto de vista sobre
este uso de las transformaciones cuasiconformes y proporcionan una nueva
base sobre como disenar algoritmos que mejoren la capacidad de clasificar
correctamente nuevos casos.

4.6 Conclusiones

En este capitulo se ha repasado la tecnologia y el estado del arte relacionado
con esta tesis. En primer lugar se han expuesto las caracteristicas de las
distintas medidas de distancia y similitud que se usan en las investigaciones
en este campo y los tres algoritmos basicos de clasificacion que luego tienen
influencia directa en la tesis: k-NN, LDA y SVM.

En un segundo bloque, mucho mas exigente desde un punto de vista técnico,
se ha repasado el nucleo cientifico de lo que seran los avances de esta tesis:
las técnicas de aprendizaje para las métricas, y las contribuciones mas
relevantes de diversos investigadores que han conducido a los planteamientos
de las métricas BTW y LOM.

Por fin se ha incluido una pequeha aportacion, desde un enfoque
riemanniano, sobre como el elegir una direccidon discriminante en la métrica
puede mejorar el problema de la clasificacion.

Antes de pasar a los dos ultimos capitulos, donde se describen las métricas
aportadas por esta tesis, sirva el siguiente esquema como recopilacion grafica
de los aspectos tratados hasta el momento y sus relaciones sobre lo que falta
por abordar.
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5 Propuesta de una meétrica
global: BTW

Una de las aportaciones novedosas de esta tesis es proponer una métrica
global y orientada para ser usada en el algoritmo de clasificacién k-NN.

Se plantea un nuevo método de clasificacion, el algoritmo BTW que mediante
el uso de la métrica del mismo nombre, pretende mejorar el tiempo de
respuesta que tarda el clasificador k-NN en predecir la clase a la que pertenece
un determinado caso en funcién de otros casos, siendo ademds competitivo
en cuanto a precision de clasificaciéon con los métodos tradicionales.

BTW intenta conjugar lo mejor de tres técnicas bien contrastadas: en primer
lugar identifica aquellas direcciones del espacio de los atributos con mayor
capacidad de discriminacion entre dos clases (siguiendo una estrategia de tipo
LDA); en segundo lugar, optimiza el radio de busqueda de los vecinos
proximos de forma que el numero de aciertos sea lo mas alto posible; y, por
ultimo, basa su estrategia final de busqueda de casos similares en un
algoritmo de tipo k-NN. Todo ello conduce a una nueva contribucién al
estado del arte: la posibilidad de emplear estrategias de clasificacion basadas
en la busqueda de vecinos proximos bajo restricciones de funcionamiento en
tiempo real, practicamente independizando el tiempo de busqueda de tamafio
de la base de datos: O(logN), siendo N el ntimero de casos de aprendizaje.

Este capitulo comenzara con una seccién de consideraciones previas, donde
se reflexionard sobre la importancia de las direcciones de la métrica en la
clasificacion, para continuar con la descripcion del algoritmo BTW, su
implementacion y el analisis de los resultados experimentales obtenidos.

5.1 Consideraciones previas

Antes de entrar a describir en profundidad el algoritmo BTW, en esta seccién
se van a exponer un conjunto de reflexiones previas sobre dos de las que seran
las aportaciones més importantes de este algoritmo. Por una parte, cudles son
las limitaciones del algoritmo k-NN basico (y, por tanto, cudles son las
posibilidades de mejora) y por otra, la interpretacion geométrica de la
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influencia de la matriz de la métrica que se empleara en los cédlculos de
distancia.

5.1.1 Las posibles mejoras del algoritmo k-NN

Los clasificadores de tipo k-NN (ver seccion 4.2.1), a pesar de ser de los
mejores del estudio europeo “StatLog”, presentan una serie de caracteristicas
y limitaciones:

e El valor de k se calcula de forma experimental, siendo muy diferente
para distintos problemas.

e Es necesario calcular la distancia desde el caso a clasificar a todos los
casos que forman la base de casos. Se debe establecer una lista con
los k casos mas proximos, lista que se ird creando segun se va
explorando secuencialmente la base de casos. Si el nimero de casos
de aprendizaje es grande, esta exploracion es relativamente lenta;
existen métodos, como los “k-d trees” que aceleran la busqueda, pero
requieren de la construccion de una estructura adicional.

e La mayor parte de las implementaciones del algoritmo k-NN dan la
misma importancia, a efectos de clasificaciéon, a los k casos mas
préximos. Para ellas es tan relevante el caso mas cercano como el mas
lejano.

e Para un mismo problema, el valor de k cambia radicalmente si se
afiaden/retiran elementos a/de la base de casos (aunque estos no
anadan nuevos matices).

e No se distingue entre los atributos mas relevantes y aquellos cuya
informacion no tiene que ver con la clasificacion!. Esto conduce al
problema de la maldicién de la dimensionalidad (tal como se ha
comentado en la seccidén 2.6.2.2).

e Para los casos nuevos a clasificar, no se ofrece una informacion (ni
siquiera heuristica) sobre la certeza de la predicciéon que se esta
realizando.

En esta tesis se va a proponer un nuevo algoritmo: «-NN (seccioén 5.2.4.2), que
formara parte del BTW, el cual va a emplear todos los elementos de la base de
casos para predecir la clasificacion de los casos nuevos, empleara un “kernel”
de tipo gaussiano para convertir la medida de distancia en una de similitud y
optimizara los ejes principales del “kernel” para mejorar la exactitud de las
predicciones y evitar la maldicion de la dimensionalidad. En cierta forma
intenta buscar lo mejor de las técnicas de k-NN y las redes neuronales de tipo
RBF.

Se diferencia de las redes neuronales basadas en RBF en que no existen los
pesos que unen el nivel de las neuronas del nivel radial con el de salida (los

1 Exceptuando la versién de Lowe y otras similares.
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casos ponderan en funcidén de su importancia o peso relativo), y sobre todo se
hace especial hincapié en buscar un radio dptimo para el “kernel” gaussiano,
tema casi siempre olvidado en los libros que tratan de este tipo de redes
neuronales.

5.1.2 La orientacion de la métrica

Se comenzard recordando la expresion que permite calcular la distancia entre
dos casos en una métrica euclidea:

d(xi,xj) = (xi — xj)TZ (xi — x]) (51)

donde X es la matriz identidad (esto es £ = I). En esta métrica la contribucion
de los distintos atributos es idéntica y el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de uno dado son superficies esféricas (ver Figura 5.1).

Esta métrica se puede “flexibilizar” de dos formas:

¢ Generalizando X para que sea una matriz diagonal, con los elementos
de esta diagonal mayores o iguales a 0. Las contribuciones a la
distancia de los distintos atributos es independiente y las curvas de
los puntos equidistantes a uno dado son elipsoides de ejes paralelos
a los coordenados (ver Figura 5.2).

En la discusion de las ventajas e inconvenientes del algoritmo de
Lowe (seccién 4.4.1) se indican las consecuencias de optimizar una
matriz diagonal.

e O proponiendo que X pueda ser una matriz simétrica completa cuyos
elementos individuales puedan ser parametros para una posterior
optimizacién2. De esta forma se pueden obtener métricas muy
flexibles que permitan ponderar “distancias” entre los diversos
atributos, evitar sus correlaciones, etc. Las curvas de equidistancia a
un punto seran elipsoides, y ahora sus ejes principales pueden estar
orientados en cualquier direccion (ver Figura 5.5).

Como se ha comentado en la seccion 4.1.4.2 para las métricas de tipo
Mahalanobis, el nimero de elementos independientes de la matriz
esA.(A+1)/2 (donde A es la dimension del espacio de atributos). Si
se intenta realizar una optimizacion por alguno de los métodos
relatados en la seccion 3.1.1, lo mas probable es que se obtenga una
solucion que presente fuerte sobreaprendizaje y que, por lo tanto,
generalice muy mal3.

2 Serecuerda que I debe ser una matriz simétrica semidefinida positiva.

3 El algoritmo LMNN (ver seccién 4.4.5) emplea una programacion semidefinida para
evitar este problema.
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[ustrando con detalle el primero de los escenarios (métrica euclidea), en la
Figura 5.1 se muestra un problema sintético donde los casos pertenecen a dos
clases (circulos y tridngulos) y se distribuyen de forma uniforme en tres
bandas verticales, sin mezclarse (la banda central para los triangulos y las dos
bandas laterales para los circulos). Si se desease identificar la clase de un caso
proximo a la frontera, como el resaltado en dicha Figura, mediante un
algoritmo de tipo k-NN basado en una métrica euclidea, se obtendrian
distintas clasificaciones dependiendo del valor de k.

0,5 0,75 1

Figura 5.1.- Curvas de puntos que equidistan de uno dado en la métrica euclidea.

En el segundo de los escenarios, modificando la métrica empleada en la
clasificacidon para que sea similar a:

d(xi,xj) = (xl- - xj)T [280 (1)] (xi - x]) (52)

se obtendrdn unas curvas similares a las que se muestran en la Figura 5.2.
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Figura 5.2.- Curvas de puntos equidistantes para una métrica basada en una
matriz diagonal como la indicada en la ecuacion (5.2).
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Estas curvas de nivel proceden de unas funciones conocidas como “kernels”
(ver seccion 4.2.3.5 para una definicion mas rigurosa de lo que es una funcién
“kernel”). En las siguientes Figuras se pueden apreciar los “kernels”
correspondientes a una métrica con matriz unitaria y con una matriz diagonal.

\

\
e

/

Figura 5.3.- “Kernels” relacionados con una métrica. EIl primero corresponderia a
una métrica euclidea, el segundo a uno en que las relevancias de los atributos en los
ejes X e Y serian diferentes.

155



Propuesta de una métrica global: BTW

Pero basandose en una matriz diagonal solo es posible modificar las
dimensiones relacionadas con los ejes paralelos al sistema de coordenadas.
No es posible “inclinar” estas curvas de nivel (y sus correspondientes
“kernels”). En el tercero de los escenarios si sera posible.

Consideremos otro problema sintético de clasificacion en el que los casos se
distribuyen en los dos semiplanos delimitados por una linea diagonal, tal
como se muestra en la Figura 5.4. Si la diagonal estuviese inclinada
exactamente 45 grados, la soluciéon Optima basada en una matriz diagonal
(segundo escenario) ofreceria como mejor solucion la misma que la métrica
euclidea.

0,9
0,8
0,7

0,6,
® (Clase 0
A Clase 1

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Figura 5.4.- Curvas de nivel en una métrica euclidea para el problema de la
distribucion en diagonal de los casos.

En cambio, en el tercer escenario, si se adoptase una métrica basada en una
matriz simétrica en la que se pudiesen modificar sus tres elementos?, tal como
la que se muestra en la ecuacion (5.3), si seria posible “inclinar” las curvas de
equidistancia a un punto dado para que sean parecidas a las que se pueden
ver en la Figura 5.5.

10,5 —9,5] (x—x)) (5.3)

T
d(x;, %) = (x; — x;) —9,5 10,5

4 Estamos en un problema de dos dimensiones, por lo tanto el nimero de elementos
potencialmente distintos en una matriz simétrica es tres.
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0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Figura 5.5.- Curvas de nivel para una métrica “orientada” para el problema de la
distribucion en diagonal de los casos.

El reto que se plantea la métrica BTW es conseguir poder “orientar” la medida
de distancias en cualquier direccion sin tener que estimar/optimizar todos los
elementos de la matriz X, y evitando asi el sobreaprendizaje.
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5.2 El algoritmo BTW

En esta tesis se ha desarrollado un nuevo algoritmo al que se le ha puesto por
nombre BTW. En él se propone transformar los atributos originales a unos
nuevos ejes orientados de tal forma que separen las clases de acuerdo con la
légica del discriminante lineal LDA. Mediante una variacién de la técnica
k-NN, que optimiza la influencia de cada vecino en funcién de la distancia a
la que se encuentra, se determinard la clase a la que pertenece un nuevo caso
a ser clasificado.

Esta seccidon comenzara indicando el objetivo y el enfoque global del
algoritmo BTW, a continuacion se realizara un breve repaso de las influencias
en las que se basa, para continuar con una explicacion detallada de su
derivacion e implementacion. Por ultimo se mostrardn los resultados
obtenidos al aplicarlo a once problemas tipicos de clasificacion.

5.2.1 Objetivo

Desarrollo de una métrica global para clasificadores de tipo k-NN que pueda
ser usada en aplicaciones que funcionen en tiempo real, mejorando la
escalabilidad del algoritmo k-NN con respecto al numero de casos de
aprendizaje. Ademas debe ser competitivo con k-NN, LDA y QDA (sus
inmediatos predecesores) en cuanto a la precision de clasificacion.

5.2.2 Enfoque

Busca la direccién mas discriminante, desde una perspectiva de tipo LDA, y
plantea un método de clasificaciéon de tipo k-NN con un radio de vecindad
optimizado, operando con los casos proyectados sobre esta direccion.

5.2.3 Trabajos relacionados

La idea del algoritmo BTW [139] [140] tiene sus raices tanto en el algoritmo
DANN de Hastie y Tibshirani [61] (seccidén 4.4.2), y su posterior revision por
Peng et al. [105], como en el algoritmo VSM de Lowe (seccién 4.4.1).

El algoritmo DANN es un método de busqueda de una direccion
discriminante basada en la vecindad local del caso a clasificar (y siguiendo un
proceso iterativo se estabiliza el vecindario que proporciona esta direccion).
Para ello se utiliza la siguiente expresion (copiada de la ecuacion (4.73)):

T=W12(B +e) W12 (5.4)

donde W (4 x A) es la matriz promediada de las covarianzas de cada clase, B
es la matriz de covarianzas entre clases en el espacio original y B* =
W-1/2B W™Y2 es la matriz de covarianza entre clases en el espacio
transformado esféricamente.
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Dichos autores calculan localmente las matrices B y W basandose
exclusivamente en los vecinos préoximos al que se desea clasificar, es pues un
algoritmo de tipo “lazy learning” con métrica local.

El algoritmo VSM es un método de escalado de los ejes coordenados del
espacio de atributos que optimiza una funcién del error cuadratico empirico.
Mediante ello se consigue ponderar la relevancia relativa de los distintos
atributos. Es un algoritmo en el que la matriz de la métrica es calculada
durante la fase de aprendizaje y que se encuadra dentro de la tipologia de
métricas globales.

Para el desarrollo del algoritmo BTW se ha heredado la propuesta basica de
la direccidon discriminante del algoritmo DANN y la optimizacion de la
funcion MSE del algoritmo VSM. Para evitar la gran variabilidad de las
direcciones discriminantes del DANN, BTW propone emplear una métrica
global (en vez de una local) y al mismo tiempo optimizar el radio del
vecindario. En cuanto al algoritmo VSM, el BTW le aventaja en la capacidad
de orientar la direccién discriminante en otros ejes que no sean los
coordenados.

5.2.4 Enfoque de resolucion

Para explicar el desarrollo del algoritmo BTW lo mejor es recurrir a su
descomposicion en las tres etapas que se enumeran a continuacion:

e En primer lugar se establece una transformacion de coordenadas que
permita proyectar los valores de los atributos a unos nuevos ejes que
faciliten la discriminacion (separacién) entre clases.

e A continuacion se establece una funciéon que permita pasar del
concepto de “distancia” al de “similitud”, extendiendo asi la
estrategia del algoritmo k-NN a «-NN y ponderando la influencia
clasificatoria de un caso de aprendizaje en forma inversa a la distancia
a la que se encuentra del caso a clasificar.

e Por ultimo, se procede con una fase de optimizaciéon que calcula
cuales son los pesos Optimos para la métrica en los nuevos ejes.

5.2.4.1  Orientacion de los ejes principales de la métrica en las direcciones
de mayor discriminabilidad entre clases

El primer paso, se basard en orientar los ejes principales de la métrica en las

direcciones que ofrezcan la mayor capacidad discriminante (de acuerdo con
la 16gica del algoritmo LDA).

Para ello se partird de la métrica propuesta por el algoritmo DANN, pero
ahora aplicada a todo el espacio de atributos:

T=Ww12(w-V2B w/2)w-1/2 (5.5)
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El rango de la matriz X es igual al de B, porque X se obtiene premultiplicando
y postmultiplicando B por una matriz invertible. El subespacio nulo de Z,
N (Z), es de dimensién A — ] ya que el rango de B es . Asi pues, en problemas
de clasificacion con dos clases, la dimensién de este subespacio va a ser
elevada.

Basandose en el enfoque del método LDA, en los problemas de dos clases
existe una tinica direccion principal que presenta la mayor separabilidad entre
ambas. Esta direccion es la del vector singular correspondiente al valor
singular no nulo de . En problemas con J clases, X tendra J direcciones
singulares. Como quiera que cada direccion principal esta asociada a un valor
singular no nulo, se pueden retener solamente las m direcciones
correspondientes a los m primeros valores singulares (los mas grandes, es
decir, los que contienen la mayor informacion sobre la separabilidad entre
clases).

Asi pues, se procederd a realizar un analisis de componentes principales de la
matriz X, obteniendo sus direcciones singulares. La matriz X es real, cuadrada,
simétrica y presenta un gran subespacio nulo (como se ha comentado, para
dos clases, este subespacio serd de dimension A-1); para realizar la
diagonalizacion se emplearda el método SVD (“Singular Value
Decomposition”):

E=UgVT (5.6)
donde:

U : es una matriz ortonormal cuyas columnas son los vectores singulares

correspondientes a cada uno de los valores singulares de o.

0 : es una matriz diagonal ¢ = diag {0;}, i = 1...4, cuyos valores son reales,

mayores o iguales que cero, son los llamados valores singulares. El método

de cdlculo los proporciona habitualmente ordenados, es decir oy >0, <

03 < -

V : es otra matriz ortonormal que, en este caso (por ser X matriz real y

simétrica), coincidira con U.
Geométricamente, los valores y vectores singulares representan la longitud y
direccion de los semiejes principales del elipsoide X.x que se obtiene al ir
moviendo un vector genérico x a lo largo de una esfera de radio unitario e ir
multiplicando la matriz £ por dicho vector x; es decir, es la imagen de una
esfera cuando se le somete a la transformacion X. En esta tesis interesa marcar
la direccion de maxima discriminacion entre clases de X, que se correspondera
con la direccion del vector singular que tiene el mayor valor singular.

Asi pues, la obtencién de los vectores singulares mediante un algoritmo que
los ordene por sus valores singulares (de mayor a menor), permite identificar
el primero (el vector mds relevante) y determinar que esta sera la direccion
principal de la métrica BTW. EIl resto de vectores singulares estaran en un
plano perpendicular a dicha direccion (ya que los vectores singulares son
ortonormales).

160



El algoritmo BTW

Una vez obtenidas las nuevas direcciones, el vector de atributos originales de
cualquiera de los casos puede ser proyectado sobre estas direcciones mediante
la siguiente transformacién matricial:

z; =U7lx=UT x (5.7)

Si se cumpliesen las condiciones de que las poblaciones de las dos clases
siguiesen una distribucién normal multidimensional y tuviesen la misma
matriz de covarianzas, la Ginica coordenada relevante del resultado de esta
transformacidn seria la primera, ya que es la que se corresponde con el primer
valor singular, y el resto de coordenadas pertenecerian al subespacio nulo
(que no ofrece ninguna informacién de interés). Como para los problemas
que se estudian en el mundo real no se van a cumplir estas condiciones, se ha
pretendido buscar alguna otra relacion entre los atributos proyectados en ese
espacio nulo que ayude a mejorar el rendimiento de la clasificacion. Para ello
se ha procedido a repetir todo el método anterior partiendo ahora de los
atributos proyectados en el subespacio de dimensién A-1,... y repetir este
procedimiento sucesivamente hasta llegar a agotar las A dimensiones.

Todo este trabajo de transformacion de coordenadas se puede resumir en una
Unica transformacion si se calcula:

Urina = U, Uy U3 ..Uy (5.8)

donde, en este caso:
Ui es una matriz de dimensiones A x A, donde las primeras i-1 filas y
columnas se corresponderian con los elementos de una matriz identidad y
las columnas del bloque restante (de dimensién (A-i+1) x (A-i+1) ) estaran
formadas con las direcciones singulares obtenidas al realizar la
transformacién SVD de los atributos ya referidos en ese subespacio:

U=\ T (5.9)
' 0 [Usubespacio]

Asi pues, la matriz Ufjnq se genera multiplicando las Ui, i=1,...,A (sucesivas
matrices de transformacion individuales).
Al final, los atributos expresados en las coordenadas originales seran

transformados en las nuevas “coordenadas BTW” mediante:

z=Ufjpg X (5.10)

5.2.4.2 Funcion de similitud

Una vez representados los datos en las nuevas coordenadas, se propone
clasificar el nuevo caso por medio de un método que he denominado «-NN
en el que todos los casos, debidamente ponderados en forma inversa a su
distancia al caso a clasificar, contribuyan a dilucidar la clase resultante.
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Para la ponderacion se elige una curva gaussiana centrada en el valor ceroy
cuya desviacion estandar en cada dimension sea ajustable mediante un
conjunto de pesos {w,}.

Conversion de distancias en similitudes

0,9
0,8
0,7
0,6

0,5

Similitud (s)

0,4
0,3

0,2

0,1

0 A
0 0,5 1 1,5 2

Distancia (d)

Figqura 5.6.- Estrategia propuesta en esta investigacion para pasar del concepto de
distancia al de similitud. En esta figura se muestra una curva gaussiana
unidimensional.

Si se emplease el método «-NN, la clase resultante para un determinado caso
seria simplemente aquella que mas “votos ponderados” tenga.

En tiempo de procesamiento y necesidad de almacenamiento no supone
ningun inconveniente frente al tradicional método k-NN; incluso es mas
rapido, ya que para cada caso solo es necesario ir acumulando las similitudes
recién calculadas y no se precisa mantener una cola de prioridad con la
distancia (o similitud) de los k casos mas cercanos. Tampoco sera necesario
realizar sucesivas iteraciones para conocer el valor 6ptimo para k.

Ni siquiera representa un contratiempo si se desea implementar una técnica
que no emplee todos los casos prototipo (tipo “k-d tree”), ya que aquellos
casos que estuvieran a mucha distancia del nodo a clasificar apenas
ponderarian a favor de su clase.
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5.2.4.3  Empleo del método >-NN en el algoritmo BTW

Asi pues, la “similitud” entre el caso actual, i-ésimo, y el m-ésimo sera:
s 2 —(7: — T , . —
SiMe_nn(Zi, Zy) = e_dlStOO—NN(Zi'Zm) =e (z; — zp) leag (z; — zy) (5.11)

donde Q444 €s una matriz diagonal con los pesos atribuibles a cada atributo
en las nuevas coordenadas:

a)l 0 e 0
0 w e 0

Qaiag =|... .2 .. . (5.12)
0 0 - w,

Los casos mas proximos presentaran una similitud cercana a la unidad (al ser
su distancia casi cero), mientras que para los lejanos su similitud se acercara
practicamente a cero y no contribuiran a decidir la clase del caso actual.

La decisién final de clasificar el caso actual i en una clase u otra se tomara en
funcién de los ratios entre la suma de similitudes a una determinada clase y
la suma total de similitudes, por ejemplo, para la clase j=1:

Ny
Z Simoo—NN(Zirznl)

ny{=1

Ny N;
Z ) SiMoo—yn (21, Zn,) + Z SiMoo—yn (21 Zn,)
ng=

ny=1

Powo-NN1(Z1) = (5.13)

donde se suman todas las similitudes del caso i-ésimo con los N; casos de la
clase 1 y se divide entre la suma de las similitudes de ese caso i-ésimo con
todos los casos de las dos clases.

5.2.4.4  Optimizacion de los pesos

Partiendo del ratio de probabilidad de pertenecer a la clase j=1, definida en la
anterior expresion, se plantea una funcidén de error que luego sera objeto de
minimizacién:

J
ferror(ﬂdiag) = i 2 (Cj(zn) - poo—NNj(Zn))z (5.14)
n=1j=1

donde:

El primer sumatorio se extiende por todos los casos de test y el segundo
por las | clases.

cj(z,) vale 1 si el caso n-ésimo pertenece a la clase j, siendo 0 en caso
contrario.

poo_NNj(zn) es la probabilidad calculada de que el caso n-ésimo pertenezca
a la clase j.

Obviamente, la funcién de error depende implicitamente de los pardmetros
de la matriz Qg;44 (ecuacion (5.11)).
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Minimizar empiricamente la funcién de error supone encontrar los pesos
optimos que maximicen la probabilidad de clasificar correctamente todos los
casos.

Esta optimizacion se puede realizar mediante multiples algoritmos, en esta
tesis en un primer momento se lo intenté mediante el algoritmo de Levenberg-
Marquardt (seccion 3.1.1.4). Los resultados no fueron todo lo satisfactorios
que cabria esperar; después de un largo y profundo andlisis se observé que
en todos los escenarios reales, los pesos correspondientes a los atributos del
primer subespacio nulo solo contribuian a empeorar la calidad de la
prediccion de la clase (el ruido aleatorio que poseian, junto a la correlacion
que los primeros atributos del subespacio nulo presentaban con el atributo de
la direccion principal, conseguian que la minimizacién generase muchas veces
valores erraticos). Elimindndolos se ganaba tiempo y mejoraba la
clasificacion.

Ademas, se sabe que el algoritmo de minimizacion de Levenberg-Marquardt
puede quedarse atrapado en un minimo local, no garantizando de esta forma
encontrar el minimo absoluto.

Como segunda tentativa, y gracias a la posibilidad que se abria de reducir la
optimizacion a un dnico atributo, se consideré emplear una exploracion
exhaustiva de todo el rango de variacion de solo el primer atributo. Para
reducir el nimero de evaluaciones de la funcion error, se empled el algoritmo
de btsqueda exhaustiva mediante seccion durea (seccion 3.1.1.1),
precediéndolo de una rutina que permitia acotar los intervalos donde se
producen los minimos relativos.

Para evitar que se produjera un sobreaprendizaje en la estimacién de los
pesos, se procedid a emplear una técnica de “bootstrap” (seccion 1.3.3.4), en
la que se realizaban 200 minimizaciones con datos obtenidos al azar.

Se estudiaron cualitativamente estos resultados, encontrandose que, para un
rango muy amplio de pesos, la funcion de error daba resultados muy
similares. En el siguiente grafico se puede apreciar que en el rango de valores
[0,1 — 10.000] para w1, el error es bastante independiente del valor del peso.
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Figura 5.7.- Error cometido en la clasificacion en funcién del peso aplicado (w1).

Como a menor valor del peso, mayor es el rango de casos que entran en la
evaluacion de la probabilidad de pertenecer a una clase, y por tanto mas
robusta serd su prediccion, se propone emplear como valor éptimo del peso
aquel mas préximo a 0 que no sobrepase el minimo absoluto empirico en mas
de un 2,5 %. De esta forma se pretende mejorar la capacidad de generalizacion
del algoritmo BTW.

Para terminar con la optimizacion, se calcula la mediana de los pesos dptimos
obtenidos en las 200 réplicas calculadas mediante el método de “bootstrap”,
y el valor resultante es el que se empleara en el algoritmo de clasificacion.

5.3 Implementacion

Como se podra ver en el apartado 5.4, mediante el algoritmo BTW, y
basdndose en un tnico atributo que condensa gran parte de la informacion,
se puede establecer una clasificacion relativamente fiable.

Pero la gran aportacion del algoritmo es que, al depender la clasificaciéon de
un solo atributo, se puede acelerar de forma importante la busqueda de los
vecinos mas proximos.

Para ello serd necesario dividir la aplicacion del algoritmo en dos fases: un
acondicionamiento previo de los datos (fase “offline”), y otra fase “online”
cuando se desee clasificar un caso nuevo.

En la fase “offline” se realizaran las siguientes acciones:

1. Calcular las matrices By W de acuerdo a las ecuaciones (4.68) y (4.69)
para el conjunto de casos de aprendizaje.
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2. Construir la matriz ¥ y obtener sus valores y vectores singulares
(ecuacidn (5.6)). Quedarse tinicamente con el primer vector singular, y
con €l formar la matriz U (es una matriz de dimension 4 x 1).

3. Transformar los atributos originales de acuerdo a ese vector singular
normalizado.

zp=Uf x (5.15)
donde:

x es el vector de atributos en las coordenadas originales.
zs es el valor del nuevo atributo (es un escalar), proyectado sobre el
eje principal de la métrica.
4. Ordenar los casos de acuerdo a los valores de los atributos obtenidos
en el paso anterior (o sea, en la nueva coordenada).

5. Calcular el peso 6ptimo para la medida de similitud, de acuerdo al
método descrito como “segunda tentativa” en la pagina 164.

Esta sera una fase que consume bastante tiempo, pero se lleva a cabo
anticipadamente y no influird en el tiempo necesario para clasificar un nuevo
caso en tiempo real.

En el momento en el que se presente un nuevo caso, y haya que clasificarlo de
forma radpida, serd necesario llevar a cabo (fase “online”):
6. Obtener los atributos del caso actual a clasificar y aplicarles la
transformacion reflejada en la ecuacion (5.15).

Quedarse con el valor del atributo en las nuevas coordenadas.

8. Mediante una técnica de busqueda por biseccion en el array ordenado,
buscar el caso de aprendizaje cuyo atributo sea lo mas parecido al del
caso actual. El indice de este elemento serd guardado como elemento
inicial (“start”) y final (“end”) de un rango®.

9. Calcular la medida de similitud entre ambos casos.

10. Tomar del array ordenado el elemento anterior al primero del rango o
el posterior al ultimo del rango, el que sea mds cercano al actual (esto
se puede calcular comparando la diferencia en valor absoluto entre el
atributo del caso actual y el de los casos del array). Ajustar el rango
por delante o por detras.

11. Calcular la similitud entre el elemento recién encontrado del array y el
caso a clasificar. Con ello, actualizar el calculo de probabilidad de
pertenecer a una de las clases.

12. Tentativamente, considerar que el resto de casos de aprendizaje
perteneciesen a la clase actualmente minoritaria y con la misma
similitud que la ultima encontrada.

5 Elrango guarda los indices del primer y el tltimo caso de aprendizaje que son vecinos
proximos del caso a clasificar. Un ejemplo de rango seria: [123 131].
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13. En este hipotético escenario: jcambiaria la clase que actualmente es la
mas probable?

o En caso negativo la busqueda ha terminado (ya que aunque
todos los demas casos estuviesen igual de proximos y orientaran
la clasificacion hacia la otra clase, seria insuficiente para
cambiar la decision).

o En caso afirmativo el algoritmo contintia, pasdndose a ejecutar
de nuevo el punto 10 de esta enumeracion.
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Fase “offline”

Fase “online”

Calcular las matrices By W partiendo
de los atributos originales (1)

!

Construir y diagonalizar la matriz ¥ (2)

Obtener los atributos del caso nuevo a
clasificar. Transformarlos de acuerdo al
primer vector singular de ¥ (6) — obtener
el valor del nuevo atributo (7)

!

!

Proyectar los atributos originales sobre
el primer vector singular de ¥ (3) (4)

'

Usar una técnica de busqueda por
biseccién en el array ordenado de casos
de aprendizaje para obtener los valores
por encima y debajo del caso actual —

indices “start” y “end” (8)

Optimizar el tinico peso (para ajustar
el radio de influencia) (5)

[«
]

!

Ordenar numéricamente los casos de
acuerdo a los valores de su tinico
atributo (6)

Calcular cual de los casos: “start” o
“end” estd mas proximo al actual (9).
Escoger el mas préximo y ajustar bien el
indice “start” (una posicién atras), o el
“end” (una posicién adelante) (10)

!

Figura 5.8.- Organigramas para la
aplicacion del algoritmo BTW, fases
“offline” y “online”.
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Calcular la similitud entre el caso actual
y el elegido en el paso anterior.
Actualizar la probabilidad de que el caso
actual pertenezca a alguna de las dos
clases (en este punto se esta tomando en
consideracién todos los casos entre los
indices “start” y “end”) (11)

!

Calcular la cardinalidad del resto de
casos de aprendizaje. Considerar de
forma tentativa que todos pertenecen a la
clase actualmente menos probable y que
su similitud sea igual a la calculada en el
altimo paso (esto representa un limite
superior) (12)

¢Esta ultima hipdtesis
cambiaria la decisidn sobre
la clase mas probable?




Implementacion

Aunque la base de casos posea varios miles, decenas de miles o centenares de
miles de instancias, en muy pocas iteraciones el algoritmo encuentra la
clasificacidon deseada (sin tener que calcular la distancia a todos y cada uno de
los casos de la base de casos).

La unica parte que depende del numero de casos de aprendizaje es la
busqueda en el array ordenado y presenta una complejidad de tipo O(logN).
El resto de operaciones tienen un coste similar al del cdlculo de la distancia a
otro caso de la base de casos; con la ventaja de que aqui, con el cdlculo de unas
pocas distancias y similitudes, se establece ya la clase definitiva.

5.3.1 Aplicacion en escenarios con multiples clases

La direccidn del espacio de atributos en la que mejor se diferencian dos clases
es propia para cada pareja de clases. En este algoritmo, y considerando que
el algoritmo subyacente LDA se basa en clases “tedricamente” normales, el
combinar todo el resto de clases en una sola para confrontarla a otra (“una vs.
resto”), se alejaria conceptualmente mas del funcionamiento para el que esta
disenado el LDA.

Por esta razon, en este algoritmo se ha elegido una variante del método “una
vs. una”® que consiste en:

e Obtener la probabilidad de que el caso a clasificar pertenezca a cada
una de las clases de cada una de estas parejas.

e Ir sumando dichas probabilidades a una variable totalizadora para
cada clase.

e Al final, elegir las dos clases mas probables.

e Entre ellas dos decidir cudl es la clase mas probable.

6 Vendria a ser el equivalente a unas elecciones en las que la votacién es a dos vueltas.
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5.4 Resultados experimentales

Para comprobar la eficacia del algoritmo propuesto se ha experimentado con
11 escenarios tradicionales en el mundo de la inteligencia artificial, obtenidos
de la base de datos de la UCI [4] y que se describen en el Anexo Al.

La bondad de la clasificacion del algoritmo BTW se ha comparado con sus
algoritmos relacionados: LDA, QDA, 1-NN y k-NN.

Tasa de aciertos en %

A LDA QDA 1-NN k-NN7 BTW

Flores del Iris 4 98,00 96,67 96,00 (19) 98,00 97,33
14 86,09 80,72 79,86 (24) 8594 86,52
9 9599 9585 9514 (8) 97,00 96,85
24 78,90 79,40  66.10 (16) 71,60 75,50

J
3
Australian Credit 2
2
2

Glass 6 9 66,36 63,55 73,36 (2) 73,36 74,30
2
7
6
7
4
3

Breast Cancer
German Credit
Heart 13 84,81 87,78 57,41 (25) 68,52 84,81

19 91,64 48,01 96,71 (1) 96,71 96,10
36 82,45 84,55 89,35 (8) 90,65 87,85
9 94,53 93,65 99,88  (2) 99,88 97,84
18 79,78 91,37 70,45 (6) 72,81 82,39
21 88,33 93,67 79,00 (24) 83,00 90,33

Image Segmentation
Satellite Image
Shuttle Control

Vehicle Silhouettes

WaveForms

Tabla 5.1.- Comparativa de resultados entre el algoritmo BTW y sus relacionados.

Se puede apreciar que el algoritmo BTW se comporta habitualmente de forma
intermedia entre el LDA y el k-NN, tendiendo a aproximarse al mejor de ellos
y en algunos casos superandolo.

Pensamos que este resultado es muy interesante, ya que se ha conseguido un
algoritmo de busqueda de vecinos proximos que no solo clasifica bien, sino
que condensa toda la informacion de un caso en un unico atributo, lo cual
permitird, ademads, trabajar en escenarios que requieran su ejecucion en
tiempo real.

Asi pues, el algoritmo BTW se podra aplicar en escenarios donde existan un
numero pequeno de clases y atributos y donde se necesite obtener la
clasificacion en un tiempo determinista y acotado superiormente. Ademas
comprime la informacién de muchas fuentes en un tnico atributo (tipico de
la fusién sensorial), lo que ayudard a su implementacidon en equipos sencillos

Los algoritmos 1-NN y k-NN se pueden llevar a cabo con los datos originales o con los
datos normalizados de forma que para cada atributo la media sea 0 y la desviacién
estandar 1. De las dos posibilidades siempre se ha elegido la que mejor clasificacion
proporcionaba.

170



Conclusiones

(microprocesadores con poca memoria y de bajo coste). Muchas aplicaciones
futuras que deban interaccionar en tiempo real con entornos no definidos®
(conduccion automatica de vehiculos...) tendran estas caracteristicas.

5.5 Conclusiones

En el algoritmo BTW, en vez de emplear la tradicional e isétropa métrica
euclidea, se plantea realizar una transformacion de los datos de acuerdo a la
direccion principal de separacién de clases proporcionada por el algoritmo
LDA, seguida de una clasificacion de tipo «-NN, donde ademads se optimiza
el radio de influencia para la determinacion de la vecindad de un caso.

El problema de trabajar con multiples clases se resuelve repitiendo la
clasificaciéon de un caso bajo cada combinacién de parejas de clases y
posteriormente quedandose con la clase mas frecuentemente repetida (“una
vs. una”).

El algoritmo presenta dos fases, una primera “offline”, que es mas costosa en
tiempo de ejecucion y que, proyecta y prepara los casos de aprendizaje para
clasificar los futuros casos nuevos de una forma “online” realmente rdpida.

El resultado final es un algoritmo de clasificacion donde los atributos quedan
fusionados en solo uno, lo cual permite buscar en tiempo real los vecinos de
uno dado y por tanto estimar su clase por votacion mayoritaria ponderada.

Las prestaciones, en relacion a su precision para clasificar casos nuevos, son
competitivas con las de sus dos algoritmos de referencia (LDA y k-NN),
presentando mejoras en cuanto al tiempo empleado en la busqueda.

De esta forma se cumple el objetivo indicado en la seccion 5.2.1.

En muchos aspectos se podria considerar a BTW un algoritmo de busqueda
aproximada de vecinos, tal como el “locality-sensitive hashing” (LSH) de
Andoni et al. [26]. La principal ventaja de BTW frente a LSH es que este
ultimo busca un conjunto de lineas para proyectar los datos de forma “ad hoc”
para cada problema (particionando un espacio de A dimensiones mediante
esferas posicionadas aleatoriamente), mientras que BTW emplea un enfoque
bien fundamentado (como el LDA) para esa funcion de “hashing” que deberia
ser “sensible a la proximidad”. Es mas, la métrica BTW se puede considerar
que estd disefiada para buscar “vecinos proximos preferentemente de su
misma clase”.

8  Simulando el comportamiento humano.
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6 Propuesta de una metrica
local: LOM

Mientras que en la seccién anterior se estudiaba el efecto de una métrica
global en el comportamiento del algoritmo k-NN para la clasificacidon de casos,
en esta se presentardn las aportaciones originales de esta tesis sobre el uso de
una métrica de naturaleza local que mejore la precision de la clasificacion.

El algoritmo de clasificacion LOM basa la practica totalidad de su
funcionamiento en la métrica del mismo nombre, la cual modifica la medida
de distancias en funcion de la direccion en que se viaja en el espacio de los
atributos. Se abandona la métrica euclidea para usar una de tipo riemanniano.
En este capitulo se comienza con la descripcion del algoritmo LOM y su
métrica, sigue con la implementacion detallada del mismo, y finaliza con el
andlisis de los resultados experimentales obtenidos para un caso sintético.
Como colofén se calcula el factor de magnificacion del elemento diferencial
de volumen que implica el uso de esta métrica.

6.1 El algoritmo LOM

El algoritmo LOM [141] se basa en una métrica que intenta adecuar, de forma
local, el concepto de qué puntos estan cercanos o lejanos a uno que se desea
clasificar. LOM adapta la medida de distancias de forma que estas crezcan
mas lentamente si la trayectoria que une dos puntos estd orientada en la
direccion paralela al plano tangente a la frontera de separacion entre clases,
mientras que esta aumentara mas rapidamente en la direcciéon perpendicular.
La funcion que proporciona la frontera de separacion entre clases es aportada
por un algoritmo cualquiera de clasificacion de casos (que no hace falta que
sea muy preciso) y se puede considerar como un conocimiento “a priori”.

La métrica resultante posee solo dos pardmetros libres que pueden ser
optimizados mediante un procedimiento de validacion cruzadal.

1Y que en algtin caso se reduce a un solo pardmetro.
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6.1.1 Objetivo

Desarrollar una métrica para una geometria riemanniana con el objetivo de
que al recorrer un segmento de longitud diferencial, la distancia sea diferente
segun la orientacion de ese segmento. Esta métrica permitird mejorar la
bondad del algoritmo k-NN al seleccionar un vecindario mas optimo para la
clasificacion.

6.1.2 Enfoque

La métrica LOM propone una parametrizacion que conduzca a una nueva
geometria para el espacio de atributos, cuyo tensor sea siempre definido
positivo, con la intencidn de que esto mejore el error empirico de clasificacion
de un algoritmo k-NN. Para ello se basa en una funcién de decision, obtenida
previamente de los datos empiricos, y en la hipdtesis de que el coste debe ser
mayor al moverse en la direccion del gradiente y menor en el plano
perpendicular a él.

6.1.3  Trabajos relacionados

La métrica LOM se fundamenta en la geometria riemanniana desde la
perspectiva de orientarla en las direcciones que mejor distinguen una pareja
de clases. Esta idea tiene su origen en dos enfoques expuestos en el estado
del arte: de una parte VSM (seccién 4.4.1) y LaMaNNa (seccién 4.4.4), de la
otra las transformaciones cuasiconformes (seccion 4.4.7).

VSM y LaMaNNA son esencialmente algoritmos de escalado de los ejes de
coordenadas. Mientras que VSM aplica esta transformacion de forma global,
LaMaNNa lo hace localmente. No obstante, tal como se ha comentado en el
estado del arte, la idea inicial del segundo de los algoritmos era orientar la
geometria en las direcciones marcadas por la superficie de separacion de las
clases.

Las transformaciones cuasiconformes, basdndose en una geometria
riemanniana inducida previamente por el “kernel”, buscan modificar
localmente esta geometria para “ensancharla” uniformemente en las
proximidades de la frontera de separacion de clases.

En relacion a estos enfoques, la métrica LOM propuesta aporta:

e A diferencia de VSM y LaMaNNa, una orientacion de las direcciones
discriminantes, no obligatoriamente segtin los ejes de coordenadas. Y
comparativamente con LaMaNNa, el ser una verdadera métrica y no
una funcién de distancia.

e Frente a los algoritmos basados en transformaciones cuasiconformes,
se propone una estrategia de orientacién preferencial de las
direcciones en las que se ensancha y se contrae la geometria, ademas
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se hace un énfasis especial en orientar el disefio de LOM partiendo de
la geometria y finalizando en su formulacién matematica.

6.1.4 Descripcion de la métrica LOM

En el ambito de la clasificacién de nuevos casos, el primer objetivo de esta
investigacion ha sido crear una métrica que permita definir qué es, para un
punto, “estar cerca” de otro.

Antes de proporcionar una definicién formal, quizds sea bueno aportar una
vision intuitiva de lo que persigue una métrica de este tipo.

El equivalente a moverse en el espacio de atributos con mayor facilidad en
unas direcciones que en otras puede asociarse a las dificultades que tienen los
montafieros al moverse en ese medio. Las subidas y bajadas, arroyos... se
pueden asociar a mayores esfuerzos (y retrasos) al abordar una ruta. En el
lenguaje de la métrica de esta tesis, este mayor o menor esfuerzo se traduciria
como “distancias mads largas o mas cortas”.

Imaginese el lector un paisaje de media montafia como el que se aprecia en la
Figura 6.1. Cualquiera estard de acuerdo que para ir lo mas comodamente del
punto A al B no se sigue una ruta “directa” (en el sentido euclideo) y se cruza
la falda de la montafia (como se indica en la ruta de rayas y puntos), sino que
se rodea por la ruta de trazos discontinuos. De hecho las carreteras se trazan
siguiendo esta logica.

Aunque la ruta sea mas larga, el “esfuerzo” por la ruta de trazos discontinuos
es mucho menor, y a efectos practicos la “distancia efectiva” es mas corta.

Patsle  Lusar

Figura 6.1.- Senderos en una travesia de montafia y biisqueda de la ruta éptima.
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No es esta la primera vez que se utiliza la tercera dimension para explicar el
funcionamiento practico de una métrica riemanniana; en las exposiciones
habituales de la teoria de la relatividad, para explicar el efecto de una masa
sobre la curvatura de un espacio bidimensional, se recurre también a esta
tercera dimension.

Figura 6.2.- Representacion de la distorsion del espacio causado por una masa
(dando lugar a una geometria de Riemann) empleando la tercera dimension.

Volviendo a la problematica de la clasificacion (y debido a la distribucion
peculiar de los datos para un determinado problema) en las proximidades de
un caso algunas direcciones dirigirdn a zonas donde abundan elementos de
su misma clase, mientras que otras apuntaran hacia areas con elementos
mezclados de distintas clases. Determinar dichas direcciones es de
fundamental importancia a la hora de proponer una métrica que mida
distancias de forma Optima.

La propuesta de esta tesis es una métrica que presente solamente dos grupos
de direcciones en un espacio A-dimensional:

e Una perpendicular a la superficie que separa las clases. Se propone
considerar el gradiente de la funcion de separacion como método
valido para determinar esta direccion.

e El conjunto de todas las direcciones perpendiculares a la anterior, es
decir, el plano perpendicular al anterior gradiente.
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Frontera de separacion

entre clases

Figura 6.3.- Direcciones principales (o discriminantes) para la métrica LOM en el
punto P1.

Posteriormente, a cada uno de estos dos grupos de direcciones se le asignara
un peso, de forma que se pueda calcular la “distancia” entre dos puntos en
funciéon de una ponderacion de las normas de las proyecciones del segmento
que une ambos puntos sobre cada uno de estos dos grupos de direcciones. La
ecuacion que se propone para calcular esta distancia en la nueva métrica es:

2 2
v, V.
d? = +—2 (6.1)
Tm ™M

donde:
Vg €slanorma de la proyeccion del segmento que une los dos puntos (cuya
distancia se desea evaluar) ¥, sobre la direccién del gradiente de la
superficie de separacion de clases: gr.

v, es la norma de la proyeccion del anterior segmento sobre el plano
perpendicular al gradiente.

El cdlculo de estas dos magnitudes es muy sencillo de realizar. En primer
lugar vy,:

gr =V .gT = (v, gr) (6.2)
donde:

gr es el vector gradiente de la funcién de separacién entre clases
(normalizado).

El operador “.’ o el operador ( , ) representa el producto interior de ambos
vectores.

Por otra parte, el calculo de v, se realizara mediante la siguiente ecuacion:

vp = |Vl = v, (6.3)
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Asi pues, a la distancia contribuyen las componentes en direccion del
gradiente y su perpendicular en forma ponderada, dividiéndolas entre sendos
coeficientes denominados r;, y 1, (también elevados al cuadrado para dotarles
de significado fisico).

7 es el denominado “radio menor”. Viene a reflejar que en la direccién del
gradiente, la longitud de la proyeccion se dividird entre un coeficiente
pequefio; y que, por tanto, cualquier “separacion” en esta direccidon
contribuira a un gran “alejamiento” entre los puntos.

ry es el denominado “radio mayor”. Sirve para ponderar la norma de la
proyeccion en el plano perpendicular al gradiente. De esta forma, las
variaciones en esta direccion contribuirdn en menor medida a la distancia.

Frontera de separacion

entre clases

Clase
+1

Gradiente

Figura 6.4.- Curvas de puntos equidistantes para los casos P1 y P1’.

En la Figura 6.4 se puede apreciar como se modifican las curvas (elipses) que
sefialan la posicion de los puntos equidistantes a uno dado (curvas
isométricas) de acuerdo a los valores elegidos para 1y, y 1.

Para no generar un numero excesivo de parametros a proporcionar (o
estimar), se va a considerar que los radios mayor y menor para todo el espacio
de atributos se obtendran mediante la siguiente férmula:

m=r/(1+7 e‘fz("))

6.4
rM=r(1+Te‘f2(x)) (6.4)

donde:
T :es un parametro a proporcionar (u optimizar) que fija la escala global de
distancias del problema.
T : es un parametro a proporcionar (u optimizar) que amplifica el radio
mayor y disminuye el radio menor segtin el punto se aproxima a la frontera
de separacion entre clases. Sirve para controlar la “excentricidad” deseada
para las curvas isométricas segtn la funcién de decision se acerca a la
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frontera de separacién entre clases. Es un numero mayor que 0 y
habitualmente en el rango de 1 a 5.

f(x) : es la funcién que separa dos clases (y cuyo valor depende del punto
x del espacio de atributos donde se evalte). En la frontera entre clases su
valor serd 0, y segun se aleja de ella tomara valores positivos para una clase
y negativos para la otra.

Frontera de separacion
entre clases

Gradiente

Figura 6.5.- Evolucion de los pardmetros rm y ru segun cambia el valor de f(X)
(para t=2).

Para ser usada en la métrica LOM no es necesario que la funcion de decision
devuelva valores acotados en un rango, simplemente sirve con que en la
frontera de separacion la funcion devuelva el valor 0, y que su valor absoluto
se incremente segun se aleja de ella.

Cuando el punto esta proximo a la frontera de separacion entre clases f(x)
valdra 0 y por tanto el radio mayor sera (1 +1)? veces el radio menor. En
aquellas zonas del espacio de atributos donde f(x) sea grande en valor
absoluto el radio mayor serd aproximadamente igual al radio menor.

El factor 7 controla el efecto de la excentricidad de las elipses segun estas se
aproximan al curva de f(x) = 0. Tal como se puede apreciar en la Figura 6.6,
un valor grande de 7 pronuncia los efectos de la métrica LOM generando
elipses mas excéntricas, mientras que valores pequefios hacen que se parezca
mas a la métrica euclidea.
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rm (t=0,25)
—rm (T=1)
—rm (1=4)
==rM (1=0,25)
—1M (T=1)
—1M (t=4)

f(%)
Figura 6.6.- Evolucion de rm y ru segun cambia el valor de t.

De esta forma, la métrica depende solo de dos parametros que seran ajustables
para cada escenario: r y 1.

La ventaja, y el problema, que subyace a esta métrica es que tanto el valor
como la orientacion del gradiente de la funciéon de decision van variando en
cada punto del espacio de atributos. Es una ventaja en cuanto a que la métrica
se va adaptando localmente a la forma de la superficie de separacion de clases;
pero se genera el inconveniente de que para calcular correctamente la
distancia habria que ir aplicando un calculo infinitesimal considerando cada
elemento diferencial del segmento que une dos puntos.

En muchos estudios del estado del arte se obvia este problema y se considera
que el gradiente es unico y constante en toda la longitud del segmento que
une dos puntos Pi y Pr(inicial y final), lo cual puede ser aceptable si los puntos
estan muy proximos, pero que deja de serlo cuando estos se alejan entre si o
la superficie de decision varia muy rapidamente (en relacion con la distancia
que separa a ambos).

Otro problema de estos planteamientos es que, al considerar un tinico valor
del gradiente, la distancia entre el punto Pi y Prdeja de ser simétrica: distancia
(Pi, Py) # distancia (Ps, Pi). Con lo cual la medida de la distancia deja de ser
una métrica; e incluso los “kernels” derivados de esta simplificacion no
cumplen con la condicién de dar lugar a matrices definidas positivas. Por lo
tanto no le son aplicables las condiciones requeridas para su uso en los
habituales algoritmos de optimizacion SMO de las maquinas de soporte
vectorial. A pesar de todo, la racionalidad de su uso se basa en que cuando
dos puntos estdn muy separados su distancia es generalmente muy grande,
su similitud tiende a 0 y por tanto la contribucion que aportan en el algoritmo
de clasificacion es pequena.

La métrica LOM no sufre estos problemas ya que emplea distintos valores del
gradiente a lo largo del recorrido que une los puntos.
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6.1.5 Propiedades de la métrica LOM

Es bien conocido que la norma elevada al cuadrado de un elemento diferencial
(elemento de linea) en un espacio A-dimensional euclideo tendra una
representacion tal como:

ds? = dx? + dx? + -+ dx3 (6.5)
El correspondiente vector para dicho elemento diferencial sera:
ds = (dx,,dx,, ..., dx,)T (6.6)

Si el gradiente de la funcion de decision f(x) (una vez normalizado) en un
determinado punto de ese espacio es:

\Y
= ”V;% = (97‘1, anr, ...,grA)T (67)

la proyeccion del elemento diferencial en la direccion del gradiente serd, por
tanto, su producto escalar:

dsg, = (ds, gr) = Z gry-dx, (6.8)

a=1
Y su norma elevada al cuadrado:

dsZ, = gri.dxi + gri.dx; + -+ gri.dx; + 2gry. gry.dx;. dx; +

+ 2gry. grs.dx,.dxs + -+ 2gr4_1. gra. dx,_1.dxy (6-9)
Expresada en forma matricial resulta:
[ g grigrs - gri-gra)[dx
dsZ, = (dx; dx, ... dx,) [grl-grz gz - g gm‘ dx; (6.10)
gri-gra gra-gra .- gr? dxA

La norma elevada al cuadrado de la proyeccion del elemento diferencial ds
sobre el plano perpendicular al gradiente (de forma similar a lo
conceptualizado en (6.3)) sera:

dsg = ds? — dsgr (6.11)
Y en forma matricial:
1—grf —gn. 92 e —9TGT dx;
ds = (dxy dxy .. dxg) |79 1=97 e —gregn| |42 (61
—gry-g1a —grz gra .. 1-— grA

Para una métrica general, la norma elevada al cuadrado del elemento
diferencial de distancia sera:

dxq
2 _ dxz
ds® = (dx; dx, ... dxy) G (6.13)
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Para el caso de la métrica LOM, y basandose en las ecuaciones (6.1), (6.10) y
(6.12), la matriz G valdra:

L1\, 1 (1 1
TT% r]&[ gri r]&[ TT% r]\g] gri-gn rnz1 151 gri-gra
( 1 1 > < 1 1 > 2 4 ( 1 1 >
— —— | gri.gr ——-=|grs +—= — —— | grs. g,
6=\ n2)7VTr \r2 )7t 2 e ) T (6.14)
1 1 1 1 1 ,
>~ 2 |97T1-97a S 2 1972-974 — — 5|97 t—
L \"m Tm T Tm M M
lo cual es equivalente a:
G; G
| | | I
grt  gri.gr, .. gr.gra 1o .. 0
1 1)\ |gr.gr, gr¥ . g gry 110 1 .. o
a=<—2——2> + = | | (6.15)
"m M ™ lO 0 . OJ
gri.gra gra.gra .. gr# 0 0 .. 1

Del andlisis de esta matriz G se puede concluir que:

e La matriz resultante es la suma del producto diddico del vector
gradiente con si mismo (G:) con una matriz diagonal (G:).

e Elrango de la matriz Gr es 1.

e Los valores propios de la matriz G: son todos ceros, excepto uno de
ellos que vale:

>~ llgrl = 0 616
— == |llgr .
z 2 )l = (6.16)
Por tanto, el valor propio mds pequeno de la matriz G: es 0.
1 1
e El factor (—2 — —2) tendra siempre un valor mayor o igual que 0.
o T

e Los valores propios de la matriz identidad son todos 1. Por tanto, los
valores propios para la matriz Gz serdn todos iguales al factor 1/7 (y,
consecuentemente, positivos).

De acuerdo al teorema de Weyl [142], el cual indica que si B y C son dos
matrices simétricas de dimension A x A con valores propios:

11(3) < /12(3) < < AA(B) y /11(6) < Az(c) < < AA(G)

respectivamente, y si los valores propios de la matriz resultante de la suma
de ambas matrices B + C son:

MB+C)<A(B+C) < <4B+0)
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se cumple que Vil,..,A:
4i(B) + 2,(C) 4i(B) + 24(C)
Ai—1(B) + 1,(C) 1(A+0C) < Ait1(B) + 14-41(C)

11(B) + 4,(C) 2a(B) + 2,(C)

A4(B+€) = (6.17)

Atendiendo a la desigualdad de la izquierda de la ecuacion (6.17), como todos
los 2;(B) 20 y 4;(C) >0, se concluye que todos los valores propios de la
matriz G de esta métrica seran positivos, y por tanto la matriz sera definida
positiva, siendo su rango igual a A.

Pensando de forma alternativa al teorema de Weyl, la ecuaciéon (6.15) puede
ser interpretada como la regularizacion de la matriz singular G: por medio de
la suma de una matriz escalar G..

Los espacios en R4 en los cuales la distancia elemental se mide mediante una
expresion de la forma (6.13), en las que ademas G es simétrica, diferenciable
al menos dos veces y su determinante es distinto de cero, se llaman espacios
de Riemann, y G es su tensor fundamental o métrico (tensor covariante de
segundo orden). Asi pues, la métrica LOM es riemanniana.

6.1.6  Calculo de la distancia entre dos puntos

En una métrica general, la longitud exacta de un arco de curva entre dos
puntos se calcula mediante:

Af Af
L= j ds = f
Ai A

realizando una integracion paramétrica a lo largo de toda la geodésica que

(6.18)

une ambos puntos.

En cualquier métrica, la distancia entre dos puntos se debe medir por el
camino mas corto. Una geodésica es aquella curva que para dos puntos
suficientemente préximos, su longitud es minima entre todas las curvas que
unen esos dos puntos?.

En la seccidon 3.2.7 se proporcionan mads detalles sobre coémo realizar esta
integracion a lo largo de una geodésica.

6.1.7 La métrica LOM cuando se usa como funcion de separacion una
SVM

La métrica LOM necesita de una etapa previa en la que se selecciona una
funcién de separacion (que procede de entrenar un algoritmo de clasificacion
con los casos de aprendizaje); su objetivo es clasificar un caso nuevo en una
de las dos clases posibles. En general es una funcion que asocia a un punto x

2 También se define como aquella en la cual su curvatura es cero.
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del espacio de atributos un valor real. En muchos algoritmos si ese valor es
positivo se dice que un caso pertenece a una de las clases y si es negativo a la
otra.

rA Y R (6.19)

Se va a tomar como algoritmo de clasificacion una maquina de soporte
vectorial (SVM). De acuerdo a lo expuesto en la seccién 4.2.3, la expresion de
la funcién de separacidn para este algoritmo es (ver ecuacidn (4.39), en este
caso no se ha utilizado el operador signo y, para simplificar, a; representa el
el producto a;y;:

nsv
faecision (%) = ) oG K(xy %) + by (6.20)
i=1
donde:
nSV es el nimero de vectores de soporte.
x, esel caso que se desea clasificar (vector A-dimensional).
x; eseli-esimo vector de soporte.
K(xy, x;) es el valor de la funcién “kernel” al aplicarla sobre el punto x;, y
el i-esimo vector de soporte.
En esta métrica se empleara un “kernel” de tipo RBF:
_ ||"a"‘sv,a||2
K(x, xgy) = e o2

bo es el término independiente que ajusta la funcion de decision para que
en la frontera entre clases su valor sea 0.

El gradiente (sin normalizar) para esta funcion de clasificacion sera:

o) N . ~2
Grin = 222 =" o K@ 1) () (tim = %im) (6:21)
Xm L o
La derivada del gradiente sin normalizar con respecto a x;:
TN 2 [(—2
n . - -
axlﬂ = Zl ap K(xp, x;). (ﬁ) [(;) (m = Xim) (eicy = x0) + 5ml] (6.22)
1=

Y una vez normalizado:

(6.23)
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La derivada del gradiente normalizado con respecto a x;:

aGr;
A i
Gty [wx > G (Zi=1 Gry rra )
] Zi=1 Gr" —
X1 6.24)
A GT-Z (
dgrm _ Yi=1 6Ty
ox; &, Gr?
De acuerdo a la métrica propuesta:
9 (l) (L _ 1)
nia) _ =20mu Mzi([m“ﬂ)aﬂ (6.25)
0x; g 0x 0x; g \Lr 0x;
donde:
O —f2(x)
Fraie —2rte kK f(x,)Gry = —2(ry — 1) f (x, )Gy (6.26)
l

De esta forma es posible calcular las derivadas de los elementos del tensor
métrico respecto a las distintas coordenadas:

agij 2 (0 dry
=G+ fonan - o) 5o+

N 1 1 6grj+ agr; (6.27)
2 1 gri 0x; 97 0x;

Y con estas derivadas parciales se pueden calcular los simbolos de Christoffel,
y la geodésica que une dos puntos.
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6.2 Implementacion

Calcular la distancia entre dos puntos requiere en primer lugar determinar la
curva geodésica que los une. Esto se realiza de forma aproximada calculando
un numero elevado de puntos intermedios a lo largo de ella, para ello:

e O bien se discretiza en un namero igual de partes el segmento que
une los dos puntos procediendo a continuacidn a integrar la ecuacion
diferencial (3.37).

e O bien se establece una rejilla fina que cubra todo el espacio de
atributos y se busca el camino mas corto entre los dos extremos del
segmento (empleando para medir la longitud de las aristas de la
rejilla la métrica LOM).

Una vez que se han determinado los distintos puntos intermedios, se
procederd a calcular la distancia de estos pequefios segmentos elementales de
acuerdo a la métrica LOM y aplicando la ecuacién (6.1)3. La suma de las
longitudes de estos “microsegmentos” proporciona la distancia entre los dos
puntos del espacio de atributos.

6.2.1 Integracion aproximada de la ecuacion diferencial que permite

calcular la geodésica entre dos puntos

La integracion de una ecuacién tal como la recogida en la expresién (3.37) se
puede realizar por diversos métodos. Quizas el mas sencillo sea discretizar
el camino en un nimero finito de puntos, establecer la ecuacion en diferencias
equivalente en cada punto, e ir iterando hasta que la ecuacién se satisfaga
dentro de los margenes que correspondan a un error preestablecido.

Asi pues, a una trayectoria inicialmente propuesta que une los dos puntos se
le somete a una discretizacion uniforme, dividiéndola en P divisiones iguales
de tamafio €. A cada uno de los P+1 puntos creados por esta division se los
denomina x,, 0<p <P. El punto x, es el primero, es siempre el mismo y
coincide con el punto inicial de la trayectoria. De forma similar, xp es el
ultimo punto y también es fijo. x,; es la coordenada k del punto x,,.

Aproximando la derivada de cada coordenada k respecto al pardmetro de la
curva mediante el incremento de la coordenada k dividido entre la distancia
real entre ambos puntos (diferencia central):

. xp+1,k - xp—l,k Axp,k 6
~ _ 28
ok 2€ 2€ ( )

3 Para los que se supone que el valor de la funcién de decisién y su gradiente es
practicamente igual en sus dos extremos.
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De la misma forma, la derivada segunda se puede aproximar por:

. _ (xp+1,k + xp—l,k - 2xp,k)
Sips = > (6.29)

Sustituyendo en la ecuacion diferencial de la geodésica (3.37):

(xp+1,k + Xp_1k — pr,k) n 2 F"(x ) Xp+1,i ~ Xp-1i Xp+1,j ~ Xp-1,j _ 0
€2 UATP 2€ 2€
L]

(xp+1,k + xp—l,k - pr,k) +

2
1o, (6.30)
+ 4_622 lﬂij(xzo) (xp+1,i - xp—l,i)(xpﬂ,j - xp—l,j) =0
o7

X + x,_ 1
Xpk = ( prlk > £ Lk) +§Z Fi?(xp) (xp+1.i - xp—l,i)(xpﬂ,j - xp—l,j)
iL,j

De esta forma es posible calcular una “version mejorada” de lo que deberia
valer x, ) para cumplir con la ecuacion de la geodésica. Este valor de xj
recién calculado sera el valor para ese punto, y coordenada, que se usara en
la préxima iteracion.

Asi pues, se ira iterando para cada una de las coordenadas y para todos los
puntos (excepto el inicial y final que son fijos) en los que se ha discretizado la
curva que une los puntos. Cuando se llegue a que la maxima diferencia en
valor absoluto entre los diferentes puntos en sucesivas iteraciones sea menor
que un valor pequefio fijado de antemano, se habra obtenido un punto fijo de
la ecuacidon diferencial y se podra considerar que es la curva geodésica
solucion.

En la siguiente pagina se muestra el organigrama a seguir cuando se desea
implementar este algoritmo.
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Inicio

Se parte de los puntos inicial y final
del segmento: Xy, Xp

Se divide el segmento en P partes
iguales: [xp]

Calcular simbolos de
Christoffel para x):

F{; (xp)

Con Xp_1 4k Xpk ¥V Xps1k calcular:

J.Cp,k .
{ .. Ecuaciones (6.28) y (6.29)
xp_k

Y

Obtener X, al sustituir X, ¥,k
en (6.30)

:

k=k+1

Figura 6.7.- Organigrama

para el calculo de los
puntos de una geodésica
integrando la ecuacion
diferencial.
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6.2.2

Implementacion

Camino mas corto entre dos puntos

Integrar de forma aproximada la ecuacion diferencial de la geodésica no
garantiza haber encontrado el camino mads corto entre esos dos puntos de
acuerdo a la métrica propuesta.

Una solucion que si lo garantiza es aplicar la busqueda del camino mas corto

mediante un algoritmo bien conocido como puede ser el de Dijkstra [143]:

1.

Dicho algoritmo establece primeramente una rejilla que cubre todo el
espacio de atributos (en cada interseccion de la rejilla se crea un
vértice). También se inicializa una cola prioritaria que guarda la
distancia calculada para llegar a cada uno de los vértices (en este
momento la distancia para llegar a todos los vértices es «, excepto al
vértice inicial que vale 0).

A continuacién se procede a ir calculando la distancia a los vértices (V)
conectados con el punto inicial mediante distintas aristas (E). Para cada
vértice se calcula la distancia total recorrida desde el origen, y cual es
el altimo vértice por el que se ha llegado a este. Enla cola de prioridad
van quedando ordenados los vértices, empezando por los de menor
distancia al punto origen.

A partir de ahora se procede a realizar un procedimiento iterativo,
eligiendo el vértice que posee la menor distancia al punto inicial
(vértice actual), y se lo extrae de la cola.

o Se calcula la distancia desde él a todos los vértices que lo
conectan mediante una arista (vértices destino).

o La distancia desde el origen a los vértices destino se obtiene
sumando la distancia calculada en el paso anterior a la distancia
al origen que posee el vértice actual.

o Se actualiza la distancia total a uno de esos vértices destino,
siempre y cuando la recién calculada sea menor que la que ya
poseia hasta este momento. En este caso también se actualizara
el camino por el que se llega a este vértice (para indicar que es
el vértice actual) y su posicién en la cola de prioridad.

Se repite este tercer paso hasta que en la cola de prioridad no quedan
vértices para extraer. En este momento se conoce ya la distancia
minima desde el vértice inicial a cualquier otro en la rejilla.

Para conocer cual es el camino mds corto desde un vértice cualquiera
al inicial, se comienza por el vértice final deseado y, empleando la
informacion de por cudl nodo se ha llegado a ¢él, se realiza
iterativamente un “viaje hacia atras” de vértice en vértice hasta llegar
al punto inicial.

En las dos paginas siguientes se muestran los organigramas a seguir cuando
se desea implementar este algoritmo.
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Establecer una rejilla, de arista E, que
cubra todo el espacio de atributos

I

Localizar los vértices que
corresponden a los puntos inicial (X)
V1, y final (xp) VF

!

Inicializar una cola prioritaria (CP) para ordenar las
distancias actuales a cada uno de los vértices V.

Todas las distancias — =, excepto la del vértice que
corresponde al punto inicial — 0

Si
Fin
No
Extraer de CP el vértice cuya
distancia sea la mas pequena — VA
(dva = distancia del inicio a VA).
Fin

De acuerdo a la ecuacion (6.1)
calcular las distancias de todas
(nar) las aristas que confluyen en
ese vértice — dari

o

¢(i<nar?

Figura 6.8.- Organigrama para el cdlculo de la distancia entre dos puntos
empleando el algoritmo de Dijkstra (establecimiento de las distancias en la rejilla).
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( Inicio )

Crear lista de puntos intermedios
vacia: LP

'

Establecer como VA el
correspondiente al extremo final: VF

Tomar el vértice precedente de VA
(VAbprec).

Incluirlo en LP

!

VA «— VAprec

!

Figura 6.9.- Organigrama para el calculo de la distancia entre dos puntos
empleando el algoritmo de Dijkstra (lista de puntos intermedios de la geodésica).
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6.3 Resultados experimentales

En esta seccidn se va a presentar en primer lugar el problema sintético que se
usard en estas pruebas para, a continuacion, proporcionar graficos de los
resultados obtenidos al integrar la geodésica que une dos puntos y, para
terminar, se mostrardn en forma de tablas y graficos los resultados obtenidos
para la precision de clasificacion.

6.3.1 Problema sintético para probar la métrica LOM

Se ha empleado un problema de prueba sintético para verificar el correcto
funcionamiento del algoritmo resefiado en esta seccidn.

Se buscé un problema de dos atributos que pudiera ser facilmente
reproducible, cuyo numero de casos se podria variar a voluntad de forma
repetible y con suficiente complejidad para ser interesante. Ademds deberia
cumplir con otra de las caracteristicas habituales en el mundo real: no ser
linealmente separable.

Asi pues, en una primera fase se determind generar seiscientos casos para
cada una de las dos clases:
e La primera clase (+1) estaba formado por tres bloques, de doscientos
casos cada uno, obtenidos aleatoriamente cada uno de ellos de
distribuciones gaussianas con medias:

B ol [ (6:31)
y matrices de covarianzas:
~1/2
o B ol L, M e

e Lasegunda clase (-1) estd formada por un tinico bloque de seiscientos
datos procedentes de una distribucion gaussiana con media y
covarianzas:

F P (633)

El resultado se puede apreciar en la Figura 6.10.
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Figura 6.10.- Representacion grifica del problema sintético. Se aprecia una curva
cerrada que es la funcién de decision obtenida mediante una RBF-SVM con
pardmetros C=4 y y=2. 4

Al ser un problema sintético se puede calcular el error esperable al clasificar
un nuevo caso, partiendo del conocimiento de las funciones de distribucién
que generan las distintas clases. En este problema el error de Bayes seria del
10,22%.

En la Figura 6.11 se muestran las fronteras de separacion entre clases si se
tuviera la informacion suficiente para aplicar el teorema de Bayes (en este caso
se puede porque se conocen las pdf de las distintas clases que forman este
problema).

4 Donde y =1/02.

193



Propuesta de una métrica local: LOM
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Fiqura 6.11.- Zonas de separacion de las clases de acuerdo a Bayes.
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Figura 6.12.- Vectores de soporte para cada clase. Las estrellas corresponden a la
clase -1 y los diamantes a la +1.
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6.3.2 Funcidn de decision calculada mediante una RBF-SVM

Mediante la técnica de validacion cruzada (dividiendo aleatoriamente los
casos de partida en 10 bloques) se ajustan los parametros de una SVM basada
en un kernel RBF. Los pardmetros 6ptimos para esta SVM son: C=4, y=2,
presentando un error medio en la clasificaciéon de 10,75% (empleando 328
vectores de soporte). Asi pues, se queda a solo 0,53% de lo que se puede
obtener con la clasificacion 6ptima. En la Figura 6.12 se puede apreciar la
superficie de separacidn entre clases y los vectores de soporte necesarios.

6.3.3 Distancia calculada mediante integracion de la ecuacion

diferencial

Empleando la curva de separacion entre clases proporcionada por esta SVM
se puede definir la métrica y calcular las distancias desde un punto cualquiera
(en el caso de las siguientes figuras es el punto (0, 4)) a otro conjunto puntos
del plano de acuerdo al método de la integracion de la ecuacion diferencial de
la geodésica. Para estas integraciones se ha utilizado el pardmetro r = 1.

8

4

-2

-2

Figura 6.13.- Curvas geodésicas para alcanzar distintos puntos desde el (0, 4) de
acuerdo a la métrica LOM.

Se puede apreciar que las lineas rectas tradicionales que unen dos puntos en
la métrica euclidea han sido reemplazadas por curvas que siguen perfiles
similares a los de la curva de decision para alcanzar el punto destino.

Esto significa que los caminos mas cortos prefieren rodear la superficie de
separacion entre clases en vez de intentar atravesarla.
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Asi pues, bajo esta métrica, los puntos que se localizan en trayectorias
paralelas a la superficie de separacion presentan mayor similitud, y una
menor distancia, al caso a ser clasificado.

Los tres principales inconvenientes de esta técnica radican en que una
trayectoria geodésica no garantiza que sea el camino mas corto, los recursos
informdticos necesarios para el cadlculo de esta distancia son elevados, y la
trayectoria geodésica puede variar dependiendo del camino inicial
considerado en la integracion de la ecuacion diferencial.

6.3.4 Distancia calculada mediante el algoritmo de Dijkstra

Una alternativa que si garantiza el cdlculo de la distancia mds corta entre
puntos pasa por emplear el algoritmo de Dijkstra.

En esta investigacion se ha implementado una variacion de dicho algoritmo
que emplea una cola de prioridad para acelerar los calculos y que también
permite recorrer caminos en diagonal entre los elementos de la rejilla.

En este caso es posible calcular la distancia entre un punto y el resto de puntos
del espacio de atributos; ademds se puede dibujar las curvas de nivel de los
puntos que distan lo mismo de uno dado.

8
o

2 i
2 -
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Figura 6.14.- Camino mds corto para alcanzar distintos puntos desde el (0,4)
empleando la métrica LOM. Se puede ver también las curvas de nivel que unen
puntos equidistantes del (0,4).
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Los resultados obtenidos se pueden apreciar en la Figura 6.14.
Inmediatamente se aprecia que los resultados concuerdan con los obtenidos
al integrar la ecuacién de la geodésica.

Analizando las curvas de puntos equidistantes se aprecia como, en torno al
punto inicial de la geodésica (0,4), las curvas de nivel estan distorsionadas,
manteniendo, mas o menos, la forma de una circunferencia en la parte mas
alejada de la superficie de separaciéon de clases; pero mas apifiadas, y
adoptando trayectorias paralelas a esta, en la zona mds cercana. Esto indica
que se ha conseguido el efecto deseado. En las proximidades de la superficie
de separacion “viajar” en direccion perpendicular a esta es mas costoso que
en direccion paralela.

Alejandose de dicha superficie de separacion, la métrica se convierte de nuevo
en euclidea, que era como se propuso.

En las proximidades de la superficie de separacion, se puede viajar mucho
mas espacio sin que la distancia aumente mucho.

Y, por ultimo, se aprecia en la {2

parte interior de la superficie de '
separacion un fendmeno curioso,
es como si las curvas de nivel
estuvieran “invaginadas” hacia el
punto desde donde ha comenzado
la geodésica. La explicacion es
sencilla, para llegar a estos puntos
se ha tenido que atravesar
perpendicularmente la frontera y

ese “costo” (medido como distancia) se mantiene al seguir moviéndose en
dicho interior>. En cambio a los puntos que estan mas hacia los laterales se ha
llegado a través de curvas geodésicas que viajan mucho tiempo paralelas a la
frontera de separacion (y por tanto sus distancias son menores).

En la Figura 6.15 se pueden apreciar diversos lugares geométricos de puntos
que equidistan de uno central para una métrica LOM con 7 = 3. Para esta
prueba se ha partido del conjunto de datos de aprendizaje que tiene 180 casos.
Con trazos discontinuos se han marcado las fronteras de separacién de clases
optimas (de acuerdo a Bayes). Se ha entrenado una SVM con los datos de
aprendizaje y los parametros C=16, y=0,2; el elipsoide de trazo continuo
grueso del centro de la figura representa la funciéon de decisidon (la cual se
asemeja solo aproximadamente a la verdadera frontera). También se han
dibujado mediante unas curvas de trazo continuo fino las curvas que unen los
puntos que distan lo mismo de los puntos: (0,17, 2,2), (2, 2), (3, 0), (3, 4), (3, 7)
y (7, 0,5).

Se puede apreciar que dichas curvas de nivel se “distorsionan” de acuerdo a
lo que se planted como objetivo de la métrica LOM. Cuanto mas se aproximan

5 Para asi cumplir con la desigualdad triangular.
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a la frontera de separacion entre clases, y mas se discrimina entre direcciones,
mayor acortamiento se da en la direccion perpendicular a la frontera y mas se
alarga en direccion paralela a ella. Lejos de la superficie de separacién, por
ejemplo en el punto (3, 7), la métrica se vuelve euclidea.

Asi pues, se comprueba graficamente que la eleccidon de los vecinos proximos
queda mejorada de forma sustancial y que el clasificador que use esta métrica
sera mucho mas robusto.
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Figura 6.15.- Curvas de equidistancia para los puntos (0,17, 2,2), (2, 2), (3, 0),
(3,4),(3,7)y(7,0,5).

Para terminar el andlisis grafico de los resultados, se puede sefialar que se ha
conseguido el objetivo de que las curvas de nivel de la métrica no sean simples
circunferencias, ni elipsoides fijas en un punto, como pasa en los algoritmos
mas avanzados en la actualidad, sino curvas mucho mas adaptadas a cada
problema. Se puede observar que recorridos a puntos relativamente cercanos
de acuerdo a la métrica euclidea, se convierten en distancias mayores o
menores de acuerdo a en qué direccion se viaja desde el punto inicial. La
métrica LOM no ha sido solo un artefacto matemdatico mads o menos bien
construido. Experimentalmente, LOM responde a las premisas con las que fue
disenada.
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6.3.5 Resultados experimentales en el contexto del algoritmo k-NN

Para comprobar la efectividad de esta métrica se han preparado cuatro
conjuntos de 180, 90, 60 y 30 casos respectivamente del problema sintético
descrito al principio de esta seccion. También se han generado 6.000 casos
como conjunto independiente de casos de test.

Se pretende elaborar un conjunto de pruebas que permitan mostrar que no
solamente la precisidn de clasificacion mejora cuando se usa la métrica LOM,
sino que ademads también se cumple cuando el numero de casos de
aprendizaje es grande o pequeno.

En primer lugar, con los datos de aprendizaje se entrenan cuatro RBF-SVM.
Posteriormente se evaltia la calidad de la clasificacién cuando se aplica el
algoritmo k-NN usando tanto la métrica euclidea como la métrica LOM. Para
ello se emplean como casos de aprendizaje los cuatro conjuntos de datos y
como evaluador del grado de aciertos los 6.000 casos de test.

En este apartado, para calcular la distancia entre dos puntos mediante la
métrica LOM se emplea el método de Dijkstra. También se ha estudiado el
efecto de la longitud de la arista (E) en el deterioro de la capacidad de
clasificacion.

En la Tabla 6.1, y en los cuatro graficos de la Figura 6.16 se muestran los
resultados obtenidos.

k-NN métrica

Problema euclidea SVM k-NN métrica LOM
180 casos 88,25% (k=13) 88,54% 88,65% (1=0,2, k=13)
90 casos 87,23% (k=3) 87,53% 89,12% (t=1,25, k=7)
60 casos 84,40% (k=b) 85,08% 88,98% (t=1,25, k=13)
30 casos 81,23% (k=1) 82,40% 83,33% (=3, k=2)

Tabla 6.1.- Resumen de las distintas precisiones en la clasificacion.

En cada uno de los cuatro escenarios (180, 90, 60 y 30 casos de aprendizaje),
se aprecia un incremento significativo en la precision de la clasificacion
cuando se emplea la métrica LOM, tanto frente a la precision obtenida con la
métrica euclidea, como a la conseguida con la SVM.

El rango de valores de T para los que la métrica LOM presenta una mejora es
relativamente amplio y la longitud de la arista (para el algoritmo de Dijkstra)
con la que se puede obtener un cdlculo correcto es relativamente grande (del
orden de 1/50 del rango total de los atributos).
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Figura 6.16.- Resultados de la clasificacion k-NN para los cuatro problemas de test.

Analizando los resultados que se obtienen con el algoritmo k-NN, algunos
aspectos se muestran relevantes:

e No es necesario explorar distintos valores para el parametro r (para
el algoritmo k-NN, r es meramente un factor de escala).

e El rango de valores para el pardmetro t que proporciona mejoras
significativas es relativamente amplio.

e Incluso para aristas del orden de 0,1 unidades, el calculo de distancias
realizado mediante el algoritmo de Dijkstra es lo suficientemente
correcto (hay que tener en cuenta que en el problema sintético, el
rango de cada atributo es aproximadamente (-1, 6)).
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Aristas mas cortas no proporcionan una mejora significativa en la
precision del calculo de la distancia (solo incrementa el tiempo de
calculo).

Uno de los inconvenientes del algoritmo de Dijkstra es el tiempo
necesario para su calculo: 0((|E| + |V|)log|V|) empleando una cola de
prioridad, siendo |E| el nimero de aristas y |V| el namero de vértices.

Las soluciones alternativas pasan bien:

o Por emplear un algoritmo que permita calcular la distancia
entre dos puntos cualesquiera, como puede ser el algoritmo de
Floyd-Warshall [143]; pero estos algoritmos consumen mucha
memoria y se escalan mal a un nimero de dimensiones mayor
que dos.

o O bien por usar simplificaciones, tal como en la que se esta
trabajando en la actualidad, que se basan en la integracién de la
ecuacion de la geodésica con un numero reducido de puntos
intermedios. Esta solucion disminuira la precision en el calculo
de la distancia entre dos puntos, pero presentard mucha mejor
escalabilidad en cuanto al nimero de atributos.
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6.4 El factor de magnificacion para la métrica LOM

Como se ha comentado en la seccion 4.5, el factor de magnificacion se define

como /|G|

Para un problema bidimensional el tensor de la métrica LOM seria:

gr? 1—gr? 1 1
Ft—— gngy (=

T, T3 2 12
6= ™ M , (6.34)
1 1 ary 4 1—gry
I \ETR) wm R
Se demuestra facilmente que el determinante de esta matriz es:
|G| = (6.35)

2.1
e g ;1
Con lo que el factor de magnificacion seria /Tm Ty -

Si se sustituyen los radios menor y mayor por las expresiones utilizadas en la
métrica LOM:
r
Tm = T i)
(1+e~/*®) (6.36)
TM=T. (1 + Te‘fz(x))

el factor de magnificacion seria 1/72 .

La orientacion de esta magnificacion es maxima en la direccidon perpendicular
a la frontera de separacion entre clases y menor en todo el plano tangente a
ella.

Aparte de la ventaja demostrada que ofrece el orientar la magnificacion en la
direccion perpendicular a la frontera de separacion, sobre el valor escalar del
factor de magnificacion se pueden realizar las siguientes observaciones.

e En aquellos algoritmos en los que el parametro r no influye en la
clasificacion (como puede ser el k-NN, donde r no pasa de ser un
factor de escala), no tiene mucho sentido elaborar discusiones sobre
su valor.

e En aquellos otros, como las RBF, donde el pardmetro r si tiene
relevancia, seria conveniente probar con valores de r menores que la
unidad para aumentar la ponderacion de los elementos mas cercanos
en las cercanias de la frontera de separacion entre clases.
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6.5 Conclusiones

El algoritmo LOM combina el uso de la clasificacion basada en vecinos
proximos con una métrica local disefiada para uniformizar la probabilidad de
que un caso pertenezca a una determinada clase en un entorno local del punto
a clasificar.

La métrica LOM discrimina la direccién perpendicular a la superficie de
separacion de clases, previamente calculada mediante los propios casos
empiricos, del resto de direcciones contenidas en el plano tangente. A lo largo
de la direccion perpendicular se “ensancha” la medida de distancias, mientras
que el resto de direcciones ven “contraida” esta distancia.

Bajo estas premisas, se propone una formulacion (ecuaciones (6.1) y (6.4)) que
aseguran que la métrica LOM es de tipo riemanniana, siendo su tensor
siempre definido positivo independientemente de los valores elegidos para
los parametros r y 7.

Para el calculo de la distancia entre dos puntos en dicha métrica se propone
la integracion a lo largo de una geodésica, para lo cual se propone una doble
alternativa, bien la integracion de la ecuacion diferencial que la define como
geodésica, o bien emplear el método de cdlculo de la distancia mds corta por
el método de Dijkstra.

Los resultados experimentales plasman con claridad que los objetivos de
conseguir una métrica con las caracteristicas marcadas en el objetivo de la
seccion 6.1.1 se han conseguido. Aunque quedan pendientes mas pruebas de
su empleabilidad en casos practicos, la solida fundamentacion tedrica de su
disefio ayudara a que se cumplan las expectativas.

Al igual que en la métrica BTW, el problema de trabajar con multiples clases
se resolveria repitiendo la clasificacion de un caso bajo cada combinacion de
parejas de clases y posteriormente queddndose con la clase mas
frecuentemente repetida (“una vs. una”).

Uno de los elementos distintivos de LOM es que no se utiliza el enfoque de la
optimizacion de la matriz de la métrica completa, sino que se busca en cada
punto una direccién principal local para esta métrica y sobre ella, y su
perpendicular, discrimina quiénes son los vecinos mas proximos. De esta
forma se evita tener que optimizar multiples parametros (como se hace en el
algoritmo LMNN) y se combate mas eficientemente la maldicion de la
dimensionalidad y el riesgo de sobreaprendizaje.
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7 Conclusiones y lineas futuras de

trabajo

En las dos ultimas décadas se ha pasado de no considerar las métricas como
un componente importante de los algoritmos, a ser centro de atencion de la
literatura cientifica. Quizas el punto de inflexioén fue la introduccion de los
“kernels” como artificios que implicitamente conllevan una transformacion
geométrica del espacio.

El empleo de métricas distintas de la euclidea permite mejorar las
caracteristicas de los algoritmos de clasificacién. Entre estas caracteristicas
se encuentra obviamente la precision de la clasificacion, pero también el
tiempo necesario para realizarla, la escalabilidad tanto en ntimero de casos
como de atributos, etc.

Dentro de las métricas se pueden distinguir aquellas que se aplican en todo el
espacio de los atributos (globales) y las que varian segun el punto de
aplicacién (locales). Existe un paulatino incremento del interés por las
métricas locales.

Como se ilustra en la Figura 4.2, y en relacion con las métricas habitualmente
usadas en las medidas de distancia y similitud entre casos (ver seccion 4.1.4),
los puntos que equidistan de uno dado adoptan una cierta simetria respecto
al punto desde el que se toma la referencia. Desde mi punto de vista esta es
una de sus limitaciones mas importantes; no todos los atributos son
igualmente importantes a la hora de clasificar un caso e, incluso, la
combinacién concreta de sus atributos puede determinar la relevancia de
estos.

En este ultimo capitulo se va a realizar un balance de lo conseguido por las
métricas propuestas en esta tesis, pasando revista a la hipdtesis de partida y
a los objetivos que se plantearon, resumir las caracteristicas de las métricas
BTW y LOM vy, por ultimo, se enumeraran las diferentes lineas de trabajo
futuro abiertas en esta investigacion.
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7.1 Validacion de la hipdtesis

La hipédtesis inicial quedd establecida como:

“Seria posible mejorar las prestaciones de los sistemas de clasificacion si en
vez de emplear una métrica euclidea se utilizase otra medida de distancia que
se acomodara a las caracteristicas del problema en cuestién. Esta nueva
medida de distancia podria ser global o local, y deberia poder ajustarse a cada
problema bien mediante un cierto conocimiento previo y/o mediante técnicas
de optimizacion”.

Los resultados, tanto tedricos como experimentales, confirman que las
modificaciones en las métricas tradicionales mejoran sustancialmente
distintos aspectos de los procesos de clasificacion (precisién, velocidad de
busqueda...), adaptando asi su uso a escenarios especificos.

BTW y LOM son los dos exponentes fruto de esta tesis que confirman la
hipodtesis; la primera persigue clasificar de forma correcta y reducir los
recursos informaticos necesarios para su implementacion (microprocesadores
con unos pocos kB de memoria RAM/EEPROM), mientras que la segunda es
intensiva en calculo y procura mejorar la busqueda de los vecinos proximos a
un caso dado. Una es una métrica global y otra local, y en ambas se puede
optimizar un unico parametro continuo.

7.2 Consecucion de los objetivos

Se ha logrado la validacion de la anterior hipdtesis por medio de ir
cumpliendo los objetivos que se propusieron en un principio y siguiendo la
metodologia indicada en la seccion 1.3.

Revisando los objetivos, se puede concluir:

O1) Estudio de los métodos de clasificacion

Se ha procedido a un estudio detallado de los principales métodos de
clasificacién supervisada presentes en el estado del arte, siguiendo la
taxonomia reflejada en la Figura 2.1. De ellos surgieron los tres que iban a ser
clave en esta tesis: k-NN, LDA y SVM. Estos tres fueron analizados con
especial profundidad, estudiadas sus variantes y por tultimo codificados en el
lenguaje C++.

Esta programacion, junto a la de las técnicas de validacion cruzada, hace que
los resultados experimentales puedan ser comparados.
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O2) Estudio de los fundamentos matemdticos

Los aspectos matematicos fueron los mas complejos de abordar al principio
de la tesis. Pronto se reveld que existian dos grandes conjuntos de
conocimiento sin el cual seria imposible abordar el resto de objetivos: la
optimizacidn de funciones y las métricas de Riemann.

La optimizacion es omnipresente en la inteligencia artificial actual. Asociar la
técnica correcta a los diferentes tipos de problemas a resolver y conocer los
mas pequefios detalles (para poder afrontar su programacion) es de
fundamental importancia. El objetivo se ha cumplido, no solo realizando un
estudio tedrico, sino implementando en lenguaje C++ las distintas técnicas
necesarias para las métricas BTW y LOM.

El estudio de las métricas de Riemann es de naturaleza tedrica. Su amplitud
y dificultad hace que su dominio completo quede fuera del alcance de una
tesis en ciencias de la computaciéon. Ahora bien, todo el tiempo y esfuerzo
dedicado a este campo de conocimiento ha reportado importantes beneficios
practicos en la definicién de la métrica LOM.

O3) Estudio del estado del arte

Por una parte, se han estudiado con detenimiento tanto las métricas
tradicionales como las aplicables a un conjunto restringido de problemas. Ha
resultado un trabajo ingente (en estudios consultados, se recogen mas de 500
métricas distintas), este apartado se cierra con una discusion mds en
profundidad de aquellas relacionadas con esta tesis y una descripcion mas
somera de otra docena de las mas utilizadas, y que permitirian convertir
medidas de disimilitud entre informacién no numérica (textos, bits...) en
valores numéricos que podrian asi ser empleados en BTW y LOM.

Por otra parte, y bajo la distincion entre métricas globales y locales, se repasan
y discuten los articulos de revistas y contribuciones a congresos que fueron
los gérmenes directos de las dos métricas que se proponen en esta tesis.

O4) Propuesta, estudio, justificacion e implementacion en forma de programa
informdtico de una nueva métrica global

Partiendo del conocimiento y experiencia adquirida en los tres primeros
objetivos, se ha concebido y desarrollado la métrica global BTW. Se consigue
una fortisima reduccién de la cantidad de informacidn a guardar y del tiempo
necesario para recuperar los casos mas proximos a uno dado; al mismo tiempo
su precision es competitiva frente a los algoritmos que le sirven de base. Este
algoritmo abre nuevas perspectivas sobre los métodos que permiten
implementar busquedas rdpidas de vecinos, no solo similares, sino de la
misma clase.
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Ob5) Propuesta, estudio, justificacion e implementacion en forma de programa
informdtico de una nueva métrica local

De forma similar se ha concebido también la métrica local LOM. En este caso
se consigue modificar la geometria del espacio de los atributos para lograr
una mejor precision de clasificacion. La formulacion adoptada garantiza que
cumpla con los axiomas exigibles a una métrica en todos los puntos del
espacio.

Es una métrica alineada con los desarrollos més avanzados del estado del arte
en este campo.

7.3 Conclusiones

Tras pasar revista a los objetivos conseguidos, es posible establecer un
conjunto de conclusiones generales sobre los resultados de esta tesis.

Los métodos de busqueda por vecinos proximos no solo proporcionan una
clasificacion del caso presentado, sino que también enumeran aquellos casos
de la base de datos que han servido para tomar esta decisiéon. Frente a otras
técnicas que no facilitan esta informacidn!, aqui un experto puede juzgar no
solo la bondad de la clasificacion, sino reutilizar para el presente caso toda la
informaciéon anexa disponible (modo de reparacion de una madaquina,
tratamientos a administrar a wun paciente, soluciones propuestas
previamente...) que se aplicaron en los casos similares conocidos. Emplear
este tipo de algoritmos facilita el desempernio de los sistemas expertos basados
en “Case Based Reasoning” o “Data Mining”.

En el estado del arte se aprecia una tendencia paulatina a proponer métricas
locales frente a las globales, de cualquier forma ambas coexistirdn en un
futuro.

En determinados problemas es preferible adoptar una métrica global (LMNN,
BTW...) donde los parametros son iguales en todas las zonas del espacio de
atributos. Dan lugar a algoritmos mas robustos, ya que pueden utilizar todos
los casos para fijar la métrica, y consumen menos recursos en la busqueda
final de los vecinos proximos de uno dado.

Por otra parte es posible querer disponer de una métrica local (LaMaNNa,
LOM...) que, para un caso dado, discrimine mejor quiénes son los vecinos
proximos de su misma clase; aunque se requiera mas tiempo de calculo. Las
métricas locales mas avanzadas se apoyan en el conocimiento “a priori” de la
funcion de decisién que separa las clases, aunque habitualmente esta se
obtiene de los propios casos empiricos.

1 Como pueden ser regresiones lineales, LDA, SVM, redes neuronales...
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Si nos atenemos a la métrica BTW propuesta en esta tesis, varias son las
conclusiones que es posible establecer:

e Proporciona una busqueda muy rdpida de los vecinos proximos de
uno dado. Es por tanto aplicable en entornos donde se necesite una
respuesta en tiempo real. La previa ordenacién de los casos, de
acuerdo al tnico atributo resultante, requiere de un cémputo inicial
intensivo; pero acelera de forma importante la posterior busqueda de
los casos préoximos a uno dado.

e A diferencia de otros métodos, no busca los vecinos de acuerdo a una
métrica euclidea, sino que se orienta a la busqueda preferentemente
de los vecinos de su misma clase. Es pues una métrica orientada a la
clasificacion.

e No es necesario determinar el nimero de vecinos 6ptimos k (en
algunas ocasiones muy préximos y en otras muy alejados del caso
actual). La estrategia es considerar todos aquellos elementos de la
base de casos que no se “separan” mucho del actual, cada uno de ellos
ponderado en funcién de su proximidad al actual.

e Como se puede apreciar en la seccion 5.4, y por término medio, la
precision de las predicciones del algoritmo BTW es competitiva tanto
con las del algoritmo k-NN como con las del LDA.

e Frente a las posibilidades teoricas del algoritmo LDA, el uso de la
métrica BTW con un clasificador k-NN aflade un comportamiento no
lineal en las clasificaciones, ayudando a mejorar la precision de los
resultados en problemas cuyos atributos siguen distribuciones
multimodales.

e Lamétrica BTW se puede interpretar como la fusion de la informacion
procedente de varios atributos en uno solo (lo cual puede aplicarse,
por ejemplo, en entornos que necesiten una fusion sensorial), esto se
potencia ademds porque el algoritmo BTW incrementa la velocidad
de busqueda y reduce los requerimientos de almacenamiento de
informacion.

De forma similar, también es posible establecer un conjunto de conclusiones
relacionadas con la métrica LOM:

e Estd en linea con las métricas locales mas modernas: empleo de una
funcién de decision previa, uso del gradiente como estimador de la
direccion de separacion entre clases, analisis desde el punto de vista
de la geometria de Riemann...

e Se ha conseguido el gran objetivo geométrico planteado para la
métrica LOM: no solo se ensancha el espacio en la direccion paralela
a la funcion de decision, también se consigue que las curvas de nivel
no sean elipses (centradas en el punto origen) que se extienden por
todo el espacio de atributos, sino curvas que se adaptan localmente al
perfil de la funcion de decision.
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e Para casos proximos al buscado, esta métrica discrimina
correctamente las direcciones preferentes de busqueda de vecinos de
su misma clase.

e El riesgo de sobreaprendizaje se minimiza al introducir solo dos
parametros (uno en el caso k-NN) porque la métrica no incrementa de
forma importante la flexibilidad del modelo del clasificador.

e El cdlculo de distancias usando la métrica LOM se puede considerar
como una alternativa tedrica para los algoritmos que usan distancias
como medidas de disimilitud entre casos (y no solo para k-NN).
Incrementa la precision de la clasificacién y reduce la maldicién de la
dimensionalidad. Su mayor inconveniente es la necesidad de un
calculo intensivo para obtener dicha distancia.

Como colofén es posible incluir una reflexion comin a ambas métricas, se
puede sintetizar como: “BTW necesita de LOM para mejorar su precision, y
LOM necesita de BTW para mejorar su tiempo de calculo”.

Como se ha expuesto en esta tesis, la métrica local mejora la precision de la
clasificacion a costa de un procedimiento mucho mdas complejo para calcular
la distancia de un caso a sus vecinos. La forma mas simple de minimizar este
problema es conocer de antemano cuales son los candidatos a ser los vecinos
mas proximos (de forma aproximada e incluyendo también aquellos casos que
sean muy dudosos de serlo). Posteriormente se obtendran las distancias
(medidas a lo largo de geodésicas) del caso considerado a los integrantes de
este conjunto mucho mas reducido de candidatos. De esta forma no solo se
logra una mejor escalabilidad en los problemas con gran abundancia de casos,
también el calculo de la distancia geodésica entre puntos mas cercanos es mas
preciso y rapido.

7.4 Lineas futuras de trabajo

Ambas métricas presentan varios aspectos que podran ser objeto de futuras
investigaciones.

Para la métrica BTW:

e En las altimas etapas de esta tesis se ha encontrado que la precision
del algoritmo BTW depende de la “calidad” de la direccion principal
elegida para la transformacion de coordenadas. Se puede investigar
el empleo de otros algoritmos, como podria ser una SVM lineal, para
establecer dicha direccion.

e Otro campo es la mejora de las técnicas de optimizacion para reducir
el tiempo empleado en buscar la ponderacion ideal, y asi acelerar el
tiempo del aprendizaje “offline”.
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e Desarrollo de una técnica que evite el tener que trabajar por parejas
de clases. De esta forma se facilitaria que el algoritmo pudiera
abordar facilmente problemas con numerosas clases (por ejemplo,
para 10 clases ahora hay que realizar 45 comparaciones entre parejas
de clases, lo cual resulta tedioso). La estrategia “una vs. resto” puede
ser una primera candidata, pero plantear un problema con mas
dimensiones espaciales también podria ser explorada en un futuro.

e Estudiar el comportamiento del algoritmo BTW cuando el namero de
atributos del problema sea muy elevado. Reducir un namero elevado
de valores por caso a uno solo no parece una estrategia muy
prometedora desde el punto de vista de la teoria de informacion; sera
necesario investigar si una segunda y/o tercera coordenadas pueden
aportar informacién que ayude a mejorar la clasificacién. Las
investigaciones de Zhang et al. [116] en torno a la informacién de los
subespacios nulos en el analisis discriminante puede ser un buen
punto de partida.

Para la métrica LOM:

e Como se indica frecuentemente en la literatura cientifica, el camino
mas corto entre dos puntos en una métrica de Riemann es una
geodésica, pero no toda geodésica es el camino mas corto. Durante
esta investigacion, en varias ocasiones se han encontrado dos
geodésicas diferentes que conducen de un punto a otro y cuya
integracion no proporciona la misma distancia. Esto se debe a la
disposicion de distintos caminos iniciales y al comportamiento de los
atractores que gobiernan la integracién de la ecuacién diferencial.
Desde este punto de vista es preferible emplear el algoritmo de
Dijkstra para calcular la distancia. Sin embargo, uno de los
inconvenientes de dicho algoritmo es el tiempo de calculo que se
requiere. Su complejidad es de orden O((|E| + [V])log|V|) cuando se
usa una cola de prioridad (donde |E| es la cardinalidad de las aristas
y |V| la cadinalidad de los vértices). Uno de los aspectos que
requieren mayor investigacion es el estudio de la degradacion, tanto
en precision como en tiempo de calculo, del algoritmo de Dijkstra
cuando el nimero de dimensiones es mayor que dos.

e Reducir los tiempos de determinacion de la distancia geodésica
mediante la integracion de la ecuacion diferencial es también una
linea de futura investigacion. Reducir el numero de puntos en la
discretizacion de la trayectoria y emplear computo paralelo seran
temas a abordar.

e Aplicar alguna de las dos técnicas anteriores permitira explorar su
comportamiento en casos reales con multiples atributos y casos de
aprendizaje.
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8 Acronimos y definiciones

“1-Nearest-Neighbor”. Técnica de clasificacion basada en
atribuir a un caso la misma clase que la que tiene su vecino
mas proximo.

“ co-Nearest-Neighbor”. Técnica (propuesta en esta tesis) de
clasificar a un caso en funcién de la proximidad ponderada a
todos los casos conocidos.

“Artificial Neural Network”. Red neuronal artificial. Es un
algoritmo de clasificacion y regresion muy popular. Se basa
en optimizar los pesos de las conexiones existentes entre
nodos; dichos nodos suman el valor de todas sus conexiones
entrantes y proporcionan un valor de salida, relacionado de
forma no lineal con dicha suma.

“Best of Three Worlds”. Acrénimo que se ha dado a uno de los
algoritmos desarrollados en esta tesis basado en una métrica
global.

“Case-Based Reasoning”. Denominacion genérica para aquellos
algoritmos que obtienen conclusiones de un conjunto de
experiencias pasadas, con el fin de identificar situaciones
similares y reutilizar las soluciones que fueron exitosas.

“Curse of Dimensionality”. Se emplea para referirse al
problema de la maldicion de la dimensionalidad.

“Cross Validation”. Validacion cruzada. Método para estimar
la precision real de una clasificacion basandose solamente en
casos de aprendizaje.

“Discriminant Adaptive Nearest-Neighbor”. Método introducido
por Hastie y Tibshirani para mejorar la precision de los
algoritmos de clasificacion basados en los vecinos proximos.
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ERM

FKT

FMS

IA

kB

k-NN

“Kernel”

LaMaNNa

LDA

LMNN

LOM

LOO
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“Empirical Risk Minimization”. Técnica que minimiza el riesgo
de clasificar erroneamente un caso.

“Fukunaga-Koontz transform”.

“Flexible Manufacturing System”. Es un sistema de fabricacion
industrial disehado para producir una gran variedad de
piezas en lotes pequenos y con una gran productividad.

“Inteligencia Artificial”. También conocida por su acrénimo en
inglés: Al

Kilobyte.

“k-Nearest-Neighbor”. Técnica de clasificacion basada en
atribuir a un caso la misma clase que la que tienen la mayoria
de sus k vecinos mds proximos.

Funcion de similitud que permite transformar datos del
espacio de atributos (“input space”) al de las caracteristicas
(“feature space”).

“Large Margin Nearest Neighbor”. Algoritmo desarrollado por
Carlotta Domeniconi y sus colaboradores. Su objetivo es
ponderar los distintos atributos de un caso en funcién de la
direccion del gradiente de la frontera de separacion entre
clases.

“Linear Discriminant Analysis”. Es un método de clasificacion
que intenta buscar un plano en el espacio de los atributos que
separe de forma Optima clases cuyos atributos responden a
una distribucién normal.

“Largest Margin Nearest Neighbor”. Algoritmo desarrollado
por Kilian Weinberger y sus colaboradores que pretende
obtener una margen minimo de separacién entre casos de
distintas clases.

“Locally Oriented Metric”. Acronimo que se ha dado a uno de
los algoritmos desarrollados en esta tesis basado en una
métrica local.

“Leave One Out”, es una técnica de validacidn cruzada donde
se emplean todos los datos, excepto el actual, para predecir la
clase del caso actual.
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LP “Linear  Programming”. Técnica de optimizaciéon con
restricciones donde la funcién a optimizar es lineal.

LSH “Locality-Sensitive Hashing”. Método de busqueda rapida de
casos similares propuesta por Alexandr Andoni basada en
funciones sensibles a la proximidad.

ML “Machine Learning”.  Area de conocimiento de la IA
relacionada con las técnicas que permiten incrementar el
conocimiento y habilidades de los sistemas de computacion.

MSE “Mean  Square  Error”.  Error  cuadrdtico  medio.

N
1
SME = NZ(YL- -v)’
i=

NCA “Neighbourhood ~ Component  Analysis”.  Algoritmo de
clasificacion propuesto por Jacob Goldberger que se basa en
optimizar una matriz completa de tipo Mahalanobis.

PCA “Principal Component Analysis”. Analisis de componentes
principales. Es un método que realiza una transformaciéon
ortogonal para convertir un conjunto de variables
correlacionadas en otro que no presenta esta propiedad.

PDF “Probability Density Function”. Funcidn de densidad de
probabilidad.
PR-CG “Polak-Ribiere Conjugate Gradient”. Minimizacion mediante el

método del gradiente conjugado, siguiendo el algoritmo de
Polak-Ribiere.

QDA “Quadratic  Discriminant Analysis”. Es un método de
clasificacién que intenta buscar una superficie cénica en el
espacio de los atributos que separe de forma 6ptima clases.
Los atributos de ambas clases responden a una distribucion
normal pero tienen distinta matriz de covarianzas.

QP “Quadratic Programming”. Técnica de optimizacién con
restricciones donde la funcién a optimizar es cuadratica.

RAM “Random Access Memory”. Memoria de acceso directo. Es la

memoria del ordenador donde se almacenan los datos que
manejan los programas.
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RBF

RCA

SDP

SMO

SOM

SRM

SV

SVD

SVM

SVM-RBF

216

“Radial Basis Function”. Es una funcion cuyo valor depende de
la distancia al origen, habitualmente se trata de una funcién
exponencial con exponente negativo. La suma ponderada de
RBF se usa para aproximar otras funciones, tanto en redes
neuronales artificiales como en SVM.

“Relevant Component Analysis”. Algoritmo de clasificacion
desarrollado por Noam Shental y que usa relaciones de
equivalencia para optimizar una métrica de tipo Mahalanobis.

“Semidefinite Programming”. Técnica de optimizacién que
pretende minimizar una funcién lineal sujeto a la restricciéon
de que la matriz usada en la funcion a minimizar pertenezca
al cono de matrices semidefinido positivas.

“Sequential Minimal Optimization”. Método de optimizacion
para problemas convexos que se utiliza para calcular los
vectores de soporte en las SVM.

“Self-Organizing Maps”. También denominado mapa
autoorganizado, es un tipo de red neuronal que se usa para el
aprendizaje no supervisado.

“Structural Risk Minimization”. Principio inductivo en IA que
pretende equilibrar el error empirico cometido por un modelo
frente a su complejidad, en aras a disminuir el riesgo de
generalizacion.

“Support Vector”. Vector de soporte.

“Singular Value Decomposition”. Técnica del 4&lgebra de
matrices que permite descomponer una matriz cualquiera
como producto de dos matrices ortogonales (no
necesariamente una transpuesta de la otra) y una matriz
diagonal.

“Support Vector Machines”. Maquinas de vectores de soporte.
Método de clasificacidon (y regresion) que intenta reducir el
error en las estimaciones futuras por medio de separar lo mas
posible de las fronteras los puntos que se encuentran mas
proximos a ellas.

Algoritmo de maquina de vectores de soporte que utiliza
como “kernel” una RBF de tipo exponencial (con exponente
negativo).



Valor
propio

VC

Vector
propio

VSM

Acronimos y definiciones

“Eigenvalue”. Es el factor escalar que relaciona las normas de
un vector propio antes y después de someterle a la
transformacién lineal que nace de su operador.

Dimension de “Vapnik-Chervonenkis”.

“Eigenvector”. Son los vectores no nulos de un operador lineal
que cuando son transformados por el operador dan lugar a un
multiplo escalar de si mismos.

“Variable-kernel Similarity Metric”. Algoritmo desarrollado
por David G. Lowe que optimizaba los pesos de los atributos
en una clasificacion de tipo k-NN.
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9 Notacion

Pertenece a...
Uniodn.

Interseccion.

Para todo...

Existe al menos un...
Tal que...

Por lo tanto...

Esla delta de kronecker. Su valor es 1 cuando coinciden los indices
iy j (normalmente se refiere al elemento de una matriz), siendo 0
en caso contrario.

Es el gradiente de la funcién f(). Es una magnitud vectorial
formada por las derivadas parciales de primer orden de una
funcidn escalar.

Es el Hessiano de la funcién f(). Es una matriz bidimensional
formada por las derivadas parciales de segundo orden de una
funcién escalar.

Hace referencia a un numero suficientemente pequefio.

Es, en general, una funciéon de medida de distancia asociada a un
espacio métrico.

Es la matriz de covarianzas de los atributos de los casos.

Mediante esta expresion se indica que la matriz que le antecede
debe ser semidefinida positiva.

Mediante esta expresion se indica que la matriz que le antecede
debe ser definida positiva.

Es una contraccion para sirve para indicar que la diferencia de esas
dos matrices es semidefinida positiva: (A — B) € S}
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Dependiendo del contexto puede tener distintos significados:

e Si se aplica a un valor numérico escalar indica que se
obtendra su valor absoluto.

e Sise aplica a un conjunto significa obtener su cardinalidad.

e Si se aplica sobre una matriz, sera el operador que permite
obtener su determinante.

Norma asociada a un espacio vectorial. Si presenta un superindice
significa que esta elevado a esa potencia. Si presenta un subindice
indica el pardmetro p de la distancia de Minkowsky que emplea
esta norma.

Mediante el superindice T se indica la transpuesta del vector o
matriz.

Denota la funcién de pérdida Hinge. Se evaltia como max(0,1 — z).
Su uso estd extendido en las SVM.

Representa el caso m-ésimo de un problema, donde se conocen
tanto sus atributos x, como su clase y.

Numero de atributos que describen un problema. Es también la
dimension del espacio de dichos atributos.

Es una funcién que se evaltia como 1 si el caso m-ésimo pertenece
a la clase j-esima, sera 0 en caso contrario.

Medida de distancia entre los casos m-ésimo e i-ésimo.
Es el tensor de una métrica riemanniana.

Es un elemento del tensor de la métrica riemanniana.
Es el elemento i-ésimo de un vector gradiente.
Espacio de Hilbert.

Matriz unitaria.

Ntumero de clases del problema.

Matriz del jacobiano. Esta formada por las derivadas parciales de
primer orden de una funcién vectorial.

Matriz de una métrica de tipo Mahalanobis.
Conjunto de los nimeros naturales.

Conjunto de parametros para un problema de optimizacion. Es un
vector.

Se usa para indicar la probabilidad. En el caso de las distancias de
Minkowski se usa para indicar el exponente.

Conjunto de los nameros reales.
Conjunto de los nameros reales positivos incluyendo el 0.

Conjunto cartesiano N-dimensional de niimeros reales.



xm,i

x®

Yj

Notacion

Representa el conjunto de matrices simétricas de dimension n.

Representa el conjunto de matrices semidefinidas positivas de
dimension n.

Indica el calculo de la traza de la matriz que se encuentra dentro
del paréntesis.

Es un espacio vectorial en general.

Representa, en general, todos los atributos de un caso (es un
vector).

Es un vector con todos los atributos del caso m-ésimo.

Por extensidn, el subindice indica la posicion del elemento en
cuestidn en una coleccidn ordenada.

Es el valor del atributo i-ésimo del caso m-ésimo (es un escalar).

Es el valor de los atributos de un caso en la iteracion i-ésima.

Por extension, un superindice entre paréntesis representa el valor
del elemento en cuestion en esa iteracion.

Espacio original o espacio de los atributos.
Es, en general, la clase a la que pertenece un caso.
Indica que el caso pertenece a la clase j-ésima.

Espacio resultante de una transformacion lineal.
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Anexo Al: Casos de estudio utilizados en esta investigacion

Para valorar la bondad de los algoritmos desarrollados es necesario de
disponer de un conjunto de casos.

Estos casos se pueden separar en dos grandes bloques:

e Casos sintéticos: son artificiales y han sido generados mediante un
programa, con ellos es posible investigar sobre una determinada
cualidad de los algoritmos.

e Casos reales: han sido extraidos de escenarios reales, se han elegido
aquellos que se usan repetidamente en investigaciones de renombre.
Algunos son muy habituales, como los de las bases de datos de la UCI
[4], que han sido la principal fuente de esta investigacion. Se ha
pretendido deliberadamente que la mayor parte de los problemas
hayan sido usados en proyectos de renombre como “StatLog” ! [108],
financiado por la Comisiéon Europea bajo el programa ESPRIT.

A1.1 Problemas sintéticos

Los problemas sintéticos que han sido utilizados en esta tesis son:
e “Waveforms”.

e Escuadra diagonal.

A1.1.1 “Waveforms”

Es un problema artificial creado por Breiman, el cual simula la existencia de
dos ondas que son sumadas formando tres combinaciones.

Presenta veintiun atributos que estdn contaminados con ruido. Su interés
nace de la gran cantidad de atributos que presentan fuertes correlaciones y la
presencia del ruido.

Caracteristicas:
N. de atributos 21
Tipo de atributos Continuos
N. de clases 3
N. de casos de aprendizaje 300
N. de casos de prueba 4.700

1 El titulo oficial del proyecto es: “The comparative testing of statistical and logical
learning algorithms on large-scale applications to classification, prediction and
control”.
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Anexo Al: Problemas sintéticos

Origen y usos:
Lo introdujo Breiman [144] para estudiar sus arboles de clasificacion y
regresion.

Al.1.2 Escuadra diagonal

Es un problema bidimensional con dos clases creado para esta investigacion.
Se ha utilizado en el estudio empirico del algoritmo LOM.

La primera clase estd formada por tres bloques obtenidos, aleatoriamente,
cada uno de ellos de distribuciones gaussianas con medias:

ol L [

Y matrices de covarianzas:

[0,1 0] [1 0 1 —1/V2

0 1 0 01 _1/\/§ 1

La segunda clase estd formada por un unico bloque procedente de una
distribucion gaussiana con media y covarianzas:

I

Se generaron distintos bloques de datos de aprendizaje (de 30, 60, 90, 180 y
1.200 casos) y un gran bloque de datos de test de 6.000 casos.

Caracteristicas:
N. de atributos 2
Tipo de atributos Continuos
N. de clases 2
. 30, 60, 90, 180,
N. de casos de aprendizaje 1.200
N. de casos de prueba 6.000

Origen y usos:

Solo en esta tesis doctoral.
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A1.2 Problemas reales

El uso de problemas reales en una investigacion acerca los objetivos de esta
(resultados que se obtienen) a los condicionantes del mundo préctico en el
que se pretenderdn usar. Desde este punto de vista su uso es ineludible en un
trabajo que se precie.
Los problemas reales que han sido utilizados en esta tesis son:

e Flores del Iris.

e “Australian Credit”.

e “Breast Cancer”.

e “German Credit”.

e “Glass”.

e “Heart”.

e “Image Segmentation”.

e “Satellite Image”.

e “Shuttle Control”.

e “Vehicle Silhouettes”.

A1.2.1Flores del Iris

El conjunto de datos tabula cuatro caracteristicas (longitud y anchura de
sépalos y pétalos) de tres especies de flores de Iris (Setosa, Versicolor y
Virginica) mediante 150 ejemplos.

Es sin duda el problema de clasificacion mas empleado a lo largo de las
investigaciones. Su popularidad procede de que Fisher [145] lo uso en el afo
1936 para ilustrar el funcionamiento del algoritmo que presentaba: el analisis
discriminante.

Los resultados que obtienen casi todos los algoritmos de clasificaciéon son muy
buenos, es un problema muy simple ya que la especie Setosa se puede separar
linealmente de las otras dos; estas tlltimas no son linealmente separables pero
entre ellas hay poco solapamiento.

Es de destacar que entre los atributos que reflejan la longitud y anchura de
los pétalos existe una gran correlacion.

Caracteristicas:
N. de atributos 4
Tipo de atributos Continuos
N. de clases 3
N. de casos de aprendizaje 150

N. de casos de prueba -
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Anexo Al: Problemas reales

Origen y usos:
Se ha usado en casi todos los estudios importantes de clasificacion. Solo se
citaran unos pocos:

e TFisher en su estudio del analisis discriminante.

e Duda y Hart [14] en su libro de referencia sobre técnicas de
clasificacion.

A1.2.2 “Australian Credit”

Es un problema en el que se intenta determinar si a un cliente se le puede
conceder una determinada tarjeta de crédito. Para ello la entidad bancaria
recopilo catorce atributos de cada cliente y en funcidn de ellos se intenta tomar
la decision. Para garantizar la confidencialidad, tanto el identificador del
cliente como el significado de los atributos han sido eliminados de la base de
casos.

Es un problema interesante, tanto por la mezcla de atributos continuos y
nominales como porque, de diversos estudios, se cree que solo son relevantes
los atributos 5%, 82, 99, 13° y 14°.

Caracteristicas:

N. de atributos 14

Continuos (6) y
Nominales (8)

N. de clases 2
N. de casos de aprendizaje 690

Tipo de atributos

N. de casos de prueba -

Origen y usos:

Este problema lo introdujo Quinlan [146] en su articulo sobre el “podado” de
arboles de decision.

Se empled como problema de referencia en el proyecto europeo “StatLog”.

A1.2.3“Breast Cancer”

Es un problema basado en datos médicos fruto de la colaboracién entre los
departamentos de informadtica y ciencias clinicas de la Universidad de
Wisconsin entre los afios 1989 y 1992.

Los atributos se obtienen de imagenes digitalizadas de una biopsia mamaria
(en esas fotos se describen las caracteristicas de los nticleos de las células).
Las imdagenes fueron procesadas mediante programacion lineal para obtener
de cada ntucleo celular 9 atributos tales como radio, perimetro, desviacion
estandar de los tonos de gris,... [147].
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En este problema existe una proporcion de 2/3 a 1/3 entre los casos clasificados
como benignos y malignos.

Caracteristicas:
N. de atributos 9
Tipo de atributos Continuos
N. de clases 2
N. de casos de aprendizaje 699

N. de casos de prueba -

Origen y usos:

En su origen estuvo ligado a la investigacion médica y a métodos de
clasificacion basados en arboles de decision.

Posteriormente se ha usado en otro tipo de algoritmos: redes neuronales
artificiales (ANN), maquinas de vectores de soporte,...

A1.2.4”“German Credit”

El objeto de este problema es clasificar de una forma rapida a los posibles
clientes de un banco para saber si son candidatos para la concesién de un
crédito.

Los datos originales presentaban numerosos atributos categoricos y
simbolicos. La Universidad de Strathclyde convirtié dichos atributos a
formato numérico para facilitar su uso.

Entre dichos atributos se encuentran los bienes actuales, historia crediticia
pasada, estado civil, tipo de trabajo,...

En su formato original también disponia de una matriz de riesgo (para de ella
derivar una funcién de pérdida).

Caracteristicas:
N. de atributos 24
Tipo de atributos Valores enteros
N. de clases 2
N. de casos de aprendizaje 1.000

N. de casos de prueba -

Origen y usos:

El origen de los datos es el Instituto de estadistica y econometria de la
Universidad de Hamburgo.

Se empled como problema de referencia en el proyecto europeo “StatLog”.
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A1.2.5“Glass”

El analisis y clasificacion de restos de vidrio encontrados en escenarios de
crimen es una técnica habitual en los departamentos policiales. Mediante ella
se puede determinar el origen de un determinado fragmento y su posible
procedencia.

Los principales atributos que componen este problema son la composicion
quimica del fragmento de vidrio y su indice de refraccion.

Los algoritmos de clasificacion deben tratar de determinar a cudl de las 6
posibles clases pertenece.

Caracteristicas:
N. de atributos 9
Tipo de atributos Continuos
N. de clases 6
N. de casos de aprendizaje 214

N. de casos de prueba -

Origen y usos:
El origen de los datos es una recopilacion realizada por Vina Spiehler, de la
compania “Diagnostic Products Corporation”.

Es uno de los problemas clasicos en los estudios de clasificacién, ha sido
utilizado con clasificadores de tipo k-NN, ANN, SVM, darboles de decision,
algoritmos genéticos,...

Al1.2.6 “Heart”

Su objetivo es pronosticar una enfermedad cardiaca basandose en un conjunto

de datos facilmente recopilables.

Los principales atributos de este problema se derivan de los contenidos tipicos

de una anamnesis médica y de sus posteriores pruebas analiticas: edad, sexo,

presion sanguinea, tasa de colesterol, comportamiento ante el ejercicio,...
nvestieacid . versid .

En esta investigacion se ha usado la misma versiéon que se empled en el

proyecto europeo “StatLog”.
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Caracteristicas:
N. de atributos 13
Tipo de atributos Continuos
N. de clases 2
N. de casos de aprendizaje 270

N. de casos de prueba -

Origen y usos:

Su primera version nacié de la fusion de cuatro bases de datos del Instituto
de cardiologia de Budapest, los hospitales universitarios de Zurich y Basilea,
el centro médico de veteranos de Long Beach y la Fundacion Clinica de
Cleveland, todas ellas procesadas, analizadas y fusionadas por David W. Aha
[148].

Posteriormente, el nimero de atributos se redujo de 76 a 13 y se limito a los
casos presentes en la base de datos de Cleveland.

Se empled como problema de referencia en el proyecto europeo “StatLog”.

Al.2.7 “Image Segmentation”

Es un problema de clasificacion de imagenes de exteriores. Se proporcionan
19 atributos (medias de colores RGB, saturacidn,...) de cada imagen de 3x3
pixeles, con el objetivo de conocer cudl es su fuente. Hay 7 posibles fuentes:
ladrillos, cielo, follaje, cemento, ventanas, caminos y hierba.

Caracteristicas:
N. de atributos 19
Tipo de atributos Continuos
N. de clases 7
N. de casos de aprendizaje 2.310

N. de casos de prueba -

Origen y usos:

Los datos los ha proporcionado el Grupo de Visién de la Universidad de
Massachusetts.
Se empled como problema de referencia en el proyecto europeo “StatLog”.
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A1.2.8 “Satellite Image”

El problema parte de imagenes de la tierra tomadas por un satélite de la
NASA, donde cada pixel representa aproximadamente un area de 80x80
metros. Se tomd una pequefa zona de la imagen original (82x100 pixeles) y
se la divididé en regiones de 3x3 pixeles; de cada pixel se proporciona como
atributo los valores de la intensidad de la emision en cuatro bandas
espectrales (verde, rojo y dos en el infrarrojo cercano) codificados como
valores en el rango [0 255]. Asi pues, para cada caso hay 36 atributos y una
clase entre las siete posibles (suelo rojo, algoddn, suelo gris, suelo gris
himedo, suelo con vegetacién, mezcla de clases, suelo gris muy humedo).
Los atributos que ocupan las posiciones 17, 18, 19 y 20 son los que
corresponden al pixel central.

Caracteristicas:
N. de atributos 36
Tipo de atributos Continuos
N. de clases 7
N. de casos de aprendizaje 4.435
N. de casos de prueba 2.000

Origen y usos:

Los datos originales del Landsat fueron comprados a la NASA por el
“Australian Centre for Remote Sensing” de la Universidad de Nueva Gales
del Sur, en Australia.

Se empled como problema de referencia en el proyecto europeo “StatLog”.

A1.2.9 “Shuttle Control”

Son datos proporcionados por la NASA que estdn relacionados con la posicion
de fuentes de radiacion en el trasbordador espacial. Se dispone de 9 atributos

AT

y 7 clases cuyos nombres son: “Rad Flow”, “Fpv Close”, “Fpv Open”, “High”,

“Bypass”, “Bpv Close”.

Aproximadamente el 80% de los casos corresponden a la clase 1, por lo tanto
este seria el limite inferior de precision para cualquier algoritmo.

Es un problema en el que los mejores algoritmos consiguen tasas de acierto
superiores al 99%, ya que los atributos se suponen libres de ruido y se
proporcionan gran cantidad de casos.

Su dificultad radica en que las distribuciones de los atributos son
multimodales, este problema es facil para los algoritmos de tipo arbol de
clasificacion.

Es posible que los datos estén ordenados temporalmente, aunque esto no se
tiene en cuenta para la clasificacion.
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Caracteristicas:
N. de atributos 9
Tipo de atributos Continuos
N. de clases 7
N. de casos de aprendizaje 43.500
N. de casos de prueba 14.500

Origen y usos:

Los datos proceden de Jason Catlett del “Basser Department of Computer
Science”, en la Universidad de Sydney, Australia.

Se empled como problema de referencia en el proyecto europeo “StatLog”.

A1.2.10 “Vehicle Silhouettes”

Es una base de casos que tiene como objetivo el reconocer objetos de tres
dimensiones por medio de sus representaciones bidimensionales (siluetas).
Para ello toma cuatro tipos de vehiculos (autobus de doble plataforma,
furgoneta Chevrolet, Saab 9000 y Opel Manta 400) y de sus imagenes se
obtienen 18 atributos (“circularidad” de la imagen, varianza escalada a lo
largo de los ejes mayor y menor,...).

La gran dificultad proviene en que los casos son visiones de los vehiculos
tomadas desde distintos angulos, con lo cual su semejanza si es aparente para
el ser humano, pero muy dificil para algoritmos genéricos de clasificacion.

Caracteristicas:
N. de atributos 18
Tipo de atributos Continuos
N. de clases 4
N. de casos de aprendizaje 846, 761

N. de casos de prueba -

Origen y usos:

Los casos fueron recogidos por JP Siebert [149] en el “Turing Institute” para
sus estudios sobre clasificacion basada en reglas.

Se empled como problema de referencia en el proyecto europeo “StatLog”.
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