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ABSTRACT 

Simulated Annealing (SA) is one of the most important present meta-heuristics 

or general algorithms of combinatorial optimization. In spite of its high 

computational cost, its features of convergence towards high quality solutions 

are well known. Thus, numerous research works on the convergence 

acceleration of the algorithm especially concerning the treatment of the 

temperature parameter have been produced, by means of what is known as 

chilling programs or strategies. This Thesis aims at designing an adaptive 

chilling strategy for the algorithm of Simulated Annealing in order to reduce its 

computational cost, but respecting the quality of the solutions. In this sense a 

comparative study of the performance of the Simulated Annealing has been 

produced including the traditional proposal by Kirkpatrick, Gelatt and Vecchi 

[KIRK 83], as well as more recent ones. The new proposed chilling strategy is 

based on the dynamic optimal adjustment of two parameters of the algorithm: 

the initial value of the temperature and the temperature decrease factor after 

every chilling cycle. Two traditional problems of combinatorial optimization have 

been used: the Traveling Salesman Problem (TSP) and the Quadratic 

Assignment Problem (QAP), analysing the performance of the chilling strategy 

related to both the time efficiency and the quality of the solutions. In addition, a 

business field optimization problem is proposed as an example of the practical 

application of the new algorithm: The optimal selection of investment portfolios. 

Keywords: Combinatorial Optimization, Simulated Annealing, Chilling 

Programs, Investment Portfolios Optimization. 

  



  



 

 

RESUMEN 

El Recocido Simulado es una de las más importantes meta-heurísticas o 

algoritmos generales de optimización combinatoria existentes, siendo bien 

conocidas sus propiedades de convergencia hacia soluciones de alta calidad, 

aunque con un elevado coste computacional. Esto ha dado origen a numerosos 

trabajos de investigación sobre aceleración de la convergencia del algoritmo, 

especialmente en el tratamiento del parámetro de temperatura, mediante lo que 

se conoce como programas o estrategias de enfriamiento. Esta tesis tiene 

como objetivo diseñar una estrategia de enfriamiento adaptativo para el 

algoritmo del recocido simulado con el fin de reducir su coste computacional 

manteniendo la calidad de las soluciones. Para ello, en primer lugar se ha 

elaborado un estudio comparativo del comportamiento del recocido simulado 

respecto a varias estrategias de enfriamiento distintas, incluyendo la clásica 

propuesta por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83], así como otras más 

recientes. La nueva estrategia de enfriamiento propuesta se basa en el ajuste 

dinámico óptimo de dos parámetros de control del algoritmo: el valor inicial de 

la temperatura y el factor de decremento de la temperatura tras cada ciclo de 

enfriamiento. En el análisis práctico del nuevo algoritmo se usan dos problemas 

clásicos de optimización combinatoria: el problema del viajante comercial y el 

problema de la asignación cuadrática, evaluando el comportamiento de la 

estrategia de enfriamiento tanto respecto a la eficiencia temporal, como a la 

calidad de las soluciones. Adicionalmente, se propone como ejemplo de 

aplicación práctica del nuevo algoritmo un problema de optimización de ámbito 

empresarial: La selección óptima de carteras de inversión. 

Palabras clave: Optimización Combinatoria, Recocido Simulado, Programas 

de Enfriamiento, Optimización de Carteras de Inversión. 

 



  



 

LABURPENA 

Simulatutako suberaketa meta-heuristika edo konbinazio optimizazio algoritmo 

orokor garrantzitsuenetakoa da eta kalitate goreneko soluzioak ahalbidetzen 

dituzten bere konbergentzia ezaugarriak aski ezagunak dira kostu 

konputazional handia izan arren. Honek algoritmoaren konbergentzia 

azelerazioari buruzko ikerketa ugari sorrarazi ditu, batez ere, tenperaturaren 

parametroaren tratamendu arloan, hozte estrategia edo programa izenaz 

ezaguna dena. Tesi honen helburua simulatutako suberaketaren algoritmorako 

hozte moldatzaile estrategia diseinatzea da, bere koste konputazionala 

murrizteaz gain, soluzioen kalitatea mantentzea lortzen dela. Horretarako, 

lehenik eta behin, simulatutako suberaketaren portaeraren konparazio ikerketa 

egin da hozte estrategia ezberdinekin alderatuta, Kirkpatrick, Gelatt eta Vechi 

(KIRK83) eta beste berriago batzuk barne daudela. Proposatutako hozte 

estrategia berria algoritmoaren kontrolaren parametro biren doikuntza dinamiko 

hoberenean oinarritzen da: tenperaturaren hasierako balioa eta hozte ziklo 

bakoitzaren ondorengo tenperaturaren gutxitze faktorea: Algoritmo berriaren 

analisi praktikoan konbinazio optimizazioaren gaineko problema klasiko bi 

erabiltzen dira: merkataritza bidaiariaren problema eta esleipen koadratikoaren 

problema, bietan hozte estrategiaren portaera aztertzen da denbora efizientzia 

eta soluzioen kalitatea kontuan hartuta. Horrez gain, enpresa arloko optimizazio 

problema bat proposatzen da algoritmo berriaren  aplikazio praktiko bezala: 

inbertsio zorroen hautapen hoberena. 

Hitz gakoak: konbinazio optimizazioa, simulatutako suberaketa, hozte 

programak, inbertsio zorroen optimizazioa. 
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1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Una de las  cuestiones de mayor interés en las sociedades humanas modernas 

es la mejora de resultados en el desarrollo de tareas dentro de prácticamente 

cualquier ámbito (ciencia y tecnología, gestión empresarial, economía, 

administración, banca, etc.). Este proceso de mejora  de resultados se conoce 

también como proceso de optimización. Desde un punto de vista científico, los 

procesos de optimización se concretan en la búsqueda de la mejor solución a 

un problema entre un conjunto de soluciones posibles con un objetivo concreto, 

optimizar – minimizar o maximizar – una determinada función. 

Dentro de la ingeniería puede encontrarse un gran número de problemas 

relacionados con la optimización, tales como los problemas de planificación de 

la producción y de la distribución propios de la organización industrial y la 

logística, el diseño de circuitos electrónicos, el diseño de redes de 

telecomunicaciones, o el control de procesos industriales. Algunos problemas 

de optimización de complejidad reducida pueden ser resueltos fácilmente 

mediante técnicas clásicas de optimización matemática, tales como las 

técnicas de programación matemática (lineal, entera, no lineal, dinámica, etc.), 

mientras que otros problemas son difíciles de resolver en la práctica, 

entendiéndose por problema de optimización difícil de resolver aquel para el 

que no se puede encontrar la solución óptima en un tiempo razonable. 
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En función de las variables que intervienen en el problema, el estudio de la 

optimización se divide en optimización continua y optimización discreta o 

combinatoria. 

La optimización continua se caracteriza por el estudio y resolución exacta de 

problemas con o sin restricciones en los que las variables que intervienen son 

de tipo continuo. 

La optimización combinatoria tiene por objeto el estudio y la resolución 

algorítmica de problemas de optimización con o sin restricciones en los que las 

variables constituyentes son de tipo discreto o finito. La complejidad de los 

problemas de optimización combinatoria se mide en función del coste 

computacional del algoritmo que obtiene la solución óptima global del 

problema, siendo de especial relevancia aquellos que precisan algoritmos de 

complejidad temporal superior a la potencial (exponencial, factorial o potencial-

exponencial) con respecto al tamaño del problema, denominados también 

problemas NP-completos.  

En la práctica, los problemas NP-completos de optimización no pueden 

resolverse de forma exacta, es decir, asegurando que el resultado obtenido 

corresponde a la solución óptima global del problema, ya que ello conlleva un 

tiempo inviable incluso para los más potentes computadores. Por lo tanto, el 

objetivo en este tipo de problemas es hallar una solución casi-óptima en un 

tiempo factible (optimización aproximada). Como consecuencia de la necesidad 

de algoritmos cada vez más eficientes, estos problemas han sido objeto de 

extenso estudio en las áreas de Matemática Discreta, y de Computación e 

Inteligencia Artificial, especialmente a partir del desarrollo de la teoría de la NP-

completud en los años setenta [GARE79]. 

La resolución de problemas NP-completos de optimización discreta es un área 

de gran interés científico en la actualidad, y puede orientarse de dos formas: 

 Resolución mediante algoritmos adaptados al problema a resolver, 

también llamados algoritmos heurísticos o simplemente heurísticas, que 

usan conocimiento específico del problema para facilitar o acelerar la 
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búsqueda de la solución óptima o casi-óptima. Los algoritmos 

heurísticos suelen ser muy potentes y útiles en su aplicación práctica, 

pero para su diseño se requiere tener un conocimiento muy preciso de 

las características del problema. Por ello, las heurísticas son comunes 

en problemas de optimización muy simplificados o de ámbito académico, 

pero mucho menos frecuentes en problemas del mundo real de 

complejidad notable. 

 Resolución mediante algoritmos generales independientes del problema 

a resolver, también llamados algoritmos meta-heurísticos o meta-

heurísticas. Estos algoritmos se basan en características generales o 

comunes a todos los problemas de optimización combinatoria, por lo que 

para su diseño no se precisa del conocimiento específico de los 

problemas, al menos en lo que se refiere a la técnica concreta de 

optimización utilizada. Se trata de algoritmos comparativamente menos 

eficientes que los heurísticos, pero que pueden aplicarse con poco 

esfuerzo a problemas complejos para los que no existan o no se 

conozcan heurísticas apropiadas. Obviamente, en su aplicación a 

problemas concretos de optimización es necesario adaptar de alguna 

forma el algoritmo meta-heurístico al problema, pero dicha adaptación se 

reduce normalmente a garantizar la viabilidad de la solución obtenida 

respecto al conjunto de restricciones del problema, no al método de 

optimización en que se fundamenta el algoritmo. 

Estas dos orientaciones pueden también combinarse para formar algoritmos 

híbridos en los que bajo una estructura general de resolución o meta-heurística, 

se utilizan heurísticas específicas de optimización con el objetivo de mejorar la 

eficiencia del algoritmo en conjunto. 

Las meta-heurísticas o técnicas generales de resolución de problemas NP-

completos de optimización combinatoria pueden clasificarse en diferentes tipos 

importantes. En primer lugar, están los algoritmos trayectoriales, en los que se 

parte de soluciones candidatas del problema, completas y viables respecto a 

las restricciones, que van modificándose parcialmente según avanza el proceso 
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de optimización, formando "trayectorias" por el espacio de soluciones del 

problema. Los algoritmos trayectoriales se subdividen a su vez en algoritmos 

de búsqueda simple, cuando se considera una única solución candidata que se 

transforma en el tiempo, y algoritmos de búsqueda múltiple o poblacionales, en 

los que se contemplan simultáneamente varias soluciones candidatas que 

evolucionan en el tiempo con una cierta interacción. Entre las meta-heurísticas 

de búsqueda simple están los algoritmos deterministas de búsqueda local 

(Local Search) [AART97], el algoritmo estocástico del recocido simulado 

(Simulated Annealing) [KIRK83], y la búsqueda tabú (Tabu Search) [GLOV86]. 

Los principales algoritmos trayectoriales poblacionales son los algoritmos 

genéticos (Genetic Algorithms) [HOLL73], [GOLD89], inspirados en la genética 

y la teoría de la evolución de las especies, los algoritmos meméticos (Memetic 

Algorithms) [MOSC99], variante de los algoritmos genéticos que incorpora el 

denominado aprendizaje cultural propio de las sociedades humanas, así como 

la optimización por enjambre de partículas inteligentes (Intelligent Particle 

Swarm Optimization) [KENN95], basada en el comportamiento de ciertos 

grupos de animales (bancos de peces, bandadas de pájaros, enjambres de 

abejas) cuando realizan actividades de migración, búsqueda de alimentos, o 

defensa colectiva.  

En segundo lugar, están los algoritmos constructivos, en los que la solución del 

problema se "construye" paso a paso asignando secuencialmente valores a las 

variables de acuerdo con algún criterio de optimización. En cada paso se 

comprueban las restricciones del problema con respecto a las variables ya 

asignadas, y si alguna restricción no se cumple se vuelve atrás. Estos 

algoritmos también se subdividen en algoritmos constructivos simples, cuando 

el algoritmo construye una única solución del problema en cada ejecución, y 

algoritmos constructivos múltiples o poblacionales, en los que se construyen 

simultáneamente varias soluciones con una cierta interacción. Entre las meta-

heurísticas constructivas simples están los algoritmos voraces o golosos 

(Greedy Algorithms) [CORM01], y el algoritmo GRASP (Greedy Randomized 

Adaptive Search Procedures) [FEO95]. Por otra parte, la más conocida de las 

meta-heurísticas constructivas poblacionales es la optimización por colonia de 

hormigas (Ant Colony Optimization) [DORI99]. 
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Como se ha mencionado, el recocido simulado es una de las más importantes 

meta-heurísticas de búsqueda simple existentes, siendo bien conocidas sus 

propiedades de convergencia hacia soluciones de alta calidad, aunque con un 

elevado coste computacional. Esto ha dado origen a numerosos trabajos de 

investigación sobre aceleración de la convergencia del algoritmo, 

especialmente en el tratamiento del parámetro de temperatura, mediante lo que 

se conoce como programas o estrategias de enfriamiento.  

La hipótesis de la investigación es la siguiente: Puede determinarse una 

estrategia de enfriamiento para el recocido simulado que consiga acelerar su 

convergencia, esto es, reducir el elevado tiempo de ejecución característico de 

esta meta-heurística, sin que ello suponga un detrimento en la calidad media 

de la soluciones obtenidas. Para validar esta hipótesis, se realiza un riguroso 

estudio comparativo del comportamiento del recocido simulado respecto a 

varias estrategias de enfriamiento distintas, tomando como referencia la clásica 

propuesta por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83]. 

Por tanto, el objetivo general de esta tesis es el desarrollo de una estrategia de 

enfriamiento adaptativo óptimo para el algoritmo del recocido simulado, es 

decir, una configuración de parámetros de enfriamiento que mantenga un 

objetivo medio y una desviación típica estadísticamente similares a los del 

enfriamiento estándar, pero que consiga reducir significativamente el tiempo de 

ejecución. En el análisis práctico se usan como entornos de prueba 

(benchmarking) dos problemas clásicos de optimización combinatoria: el 

problema del viajante comercial y el problema de la asignación cuadrática, 

evaluando el comportamiento de la estrategia de enfriamiento adaptativo tanto 

respecto a la eficiencia temporal, como al coste de las soluciones. 

Adicionalmente, como ejemplo de aplicación práctica sobre el estudio 

realizado, se ha elegido el Problema de Selección de Carteras de Inversión 

enmarcado en la Economía, específicamente en la rama de las Finanzas. 
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1.2. DESCRIPCIÓN GENERAL DE LA ESTRATEGIA DE    

ENFRIAMIENTO ADAPTATIVO 

Para la implementación práctica del algoritmo del recocido simulado debe 

especificarse un programa de enfriamiento, o conjunto de parámetros cuyo 

objetivo es controlar la evolución del algoritmo. El programa de enfriamiento 

propuesto por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83] está compuesto por tres 

parámetros: valor inicial de la temperatura T0, función de decremento de la 

temperatura y número de transiciones de estado.  

Los dos primeros parámetros especifican la secuencia finita de valores de la 

temperatura, y es en ellos, en donde se fundamenta la estrategia de 

enfriamiento adaptativo planteada en esta tesis. El último parámetro indica el 

número finito de transiciones de estado para cada valor de la temperatura. 

El recocido simulado con enfriamiento en su versión estándar [KIRK83] toma 

como premisa que el valor inicial de la temperatura debe ser suficientemente 

elevado como para que se acepte con una cierta probabilidad cercana a 1 

cualquier nueva solución generada en una transición de estado. El 

planteamiento que se hace en esta investigación es reducir la temperatura 

inicial T0 hasta un valor que suponga la ejecución de una fracción porcentual 

del número medio de ciclos de temperatura efectuados por el algoritmo 

utilizando la temperatura inicial estándar, sin que ello perjudique la calidad de 

las soluciones obtenidas. 

En la estrategia de enfriamiento diseñada, conjuntamente a la temperatura 

inicial, interviene la función de decremento de la temperatura. Normalmente, se 

utiliza una función de decremento exponencial de la forma 
k

k TT  0 , donde 

α es una constante un poco menor que la unidad. Por lo general, los valores 

asignados habitualmente a la constante α están entre 0,8 y 0,99. El segundo 

objetivo de la investigación es determinar una curva óptima de reducción 

monótona de la temperatura, y para ello se plantea transformar la constante α  

de la ecuación exponencial de reducción de la temperatura, 
k

k TT  0 , en un 

parámetro que se modifica dinámicamente durante la ejecución, tomando 
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valores iniciales bajos, α = 0,8, y valores finales cercanos a 1, α = 0,99, de 

manera que el número medio de ciclos de temperatura efectuados por el 

algoritmo se mantenga igual que en el caso estándar con parámetro  α = 0,95 

constante. 

En resumen, la característica principal de la estrategia de enfriamiento 

adaptativo diseñada en la tesis para el algoritmo del recocido simulado es la 

integración de ambas ideas – la reducción de la temperatura inicial, y el diseño 

de la curva óptima de reducción monótona de la temperatura en función del 

cambio dinámico del parámetro α – con el fin de conseguir un programa de 

enfriamiento que obtenga soluciones finales de calidad equivalente a la del 

enfriamiento estándar en un tiempo sensiblemente menor. 

1.3. PRINCIPALES APORTACIONES 

Las principales aportaciones del trabajo realizado a la optimización 

combinatoria se resumen a continuación: 

 Estudio comparativo riguroso entre programas de enfriamiento del 

algoritmo meta-heurístico del recocido simulado. Para ello se evalúa un 

conjunto representativo de programas de enfriamiento de la literatura: 

cuatro de enfriamiento monótono multiplicativo, cuatro de enfriamiento 

monótono aditivo, y uno de enfriamiento no monótono adaptativo 

[DIAZ08]. Todos ellos se componen al menos de los tres parámetros 

planteados en el programa de Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi: temperatura 

inicial T0, función de decremento de la temperatura, y número L de 

transiciones de estado para cada valor de la temperatura. 

 Desarrollo de una estrategia de enfriamiento adaptativo para el algoritmo 

del recocido simulado. Son numerosas las investigaciones que han 

demostrado las propiedades de convergencia hacia soluciones de alta 

calidad del recocido simulado aunque, también es conocido el elevado 

tiempo computacional que presenta este algoritmo. Esta investigación se 
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ha centrado en reducir el tiempo de ejecución del algoritmo manteniendo 

el la calidad de las soluciones. Para ello se ha analizado la influencia de 

la temperatura inicial en el comportamiento del algoritmo usando como 

referencia el enfriamiento multiplicativo exponencial, y se ha 

determinado la influencia del parámetro α cuando se modifica 

dinámicamente en la ecuación de reducción exponencial de la 

temperatura. Para realizar las pruebas de evaluación, se han utilizado 

dos problemas clásicos como entornos de prueba o "benchmarking" (el 

objetivo de las pruebas no es la resolución óptima de estos problemas, 

sino establecer una comparación rigurosa entre las distintas estrategias 

de enfriamiento), el problema del viajante sobre un recorrido de 47/80 

ciudades y el problema de la asignación cuadrática sobre un total de 

47/80 plantas de producción a ubicar sobre 47/80 localizaciones 

distintas. 

 Desarrollo de una aplicación práctica sobre una importante área de gran 

interés en la economía: El problema de Optimización de Carteras de 

Inversión. La complejidad para resolver este problema de optimización 

se encuentra en el tipo de limitaciones que contiene y de los activos a 

incluir en la cartera. Diferentes investigadores han tratado de diseñar 

modelos más objetivos que reflejen la complejidad de los mercados 

financieros, como es el problema planteado por los investigadores 

Crama y Schyns [CRAM01] que utilizaron el recocido simulado para 

encontrar soluciones al Modelo extendido de Markowitz. Es posible 

considerar muchas variantes del problema de la selección de carteras de 

inversión, de diferentes niveles de complejidad. El problema planteado 

como aplicación práctica en esta investigación es el de construir una 

cartera que minimice el riesgo para alcanzar una rentabilidad esperada 

considerando restricciones de cardinalidad, es decir, un problema de 

optimización combinatoria en el que el espacio de búsqueda aumenta 

exponencialmente respecto al tamaño del problema, por lo que se hace 

necesario el uso de algoritmos de optimización aproximada para su 

resolución. La ejecución del problema se ha realizado sobre 15/50 

activos. 
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1.4. ESQUEMA DE LOS RESTANTES CAPÍTULOS 

Esta tesis se ha estructurado en un total de seis capítulos, incluyendo el 

presente capítulo de introducción. El capítulo dos de la tesis está dedicado a 

describir el estado actual de las técnicas de resolución de problemas en el área 

de la optimización combinatoria. El capítulo tres analiza específicamente el 

recocido simulado debido a que es el algoritmo en el que se centra esta 

investigación. Asimismo, en este capítulo se realiza un estudio comparativo del 

comportamiento del recocido simulado respecto a diferentes estrategias de 

enfriamiento de la literatura. El capítulo cuatro constituye el cuerpo principal de 

la tesis, en donde se desarrolla la nueva estrategia de enfriamiento adaptativo 

para el algoritmo del recocido simulado. El capítulo cinco presenta el problema 

de la selección de carteras de inversión como aplicación práctica al modelo 

diseñado en la investigación. Finalmente, el capítulo seis incluye las 

conclusiones sobre el trabajo realizado, así como las líneas futuras de 

investigación. 

El contenido de los restantes cinco capítulos se expone más detalladamente a 

continuación: 

 El capítulo dos introduce el área de la optimización combinatoria, 

comenzando por la definición formal del problema genérico de 

optimización combinatoria. Se detallan conceptos básicos que se utilizan 

como base en determinadas técnicas de resolución de problemas y se 

presentan algunas de las meta-heurísticas más representativas y que 

han demostrado su eficacia en la resolución de problemas de 

optimización combinatoria: algoritmos de búsqueda simple, algoritmos 

trayectoriales poblacionales o de búsqueda múltiple, algoritmos 

constructivos simples, y algoritmos constructivos poblacionales. 

 En el capítulo tres se describe detalladamente el algoritmo meta-

heurístico del recocido simulado. Se detallan los diferentes programas 

de enfriamiento utilizados en la comparativa: cuatro de enfriamiento 

monótono multiplicativo, cuatro de enfriamiento monótono aditivo, y uno 

de enfriamiento no monótono adaptativo y se expone el análisis de las 
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pruebas del algoritmo, realizadas sobre dos problemas clásicos de 

optimización combinatoria: el problema del viajante comercial y el 

problema de la asignación cuadrática. El análisis práctico de las distintas 

estrategias de enfriamiento se realiza considerando valores medios y 

desviaciones típicas de la calidad de las soluciones sobre el marco 

cualitativo y temporal de referencia establecido por el enfriamiento 

exponencial de Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi. Finalmente, se exponen las 

conclusiones del estudio realizado. 

 El capítulo cuatro presenta tres estudios comparativos: el análisis de la 

influencia de la temperatura inicial en el comportamiento del algoritmo 

usando como referencia el enfriamiento multiplicativo exponencial, el 

análisis de la influencia del parámetro α cuando se modifica 

dinámicamente en la ecuación de reducción exponencial de la 

temperatura, y un tercer análisis en el que se combina la temperatura 

inicial y el parámetro α para determinar su influencia en la eficiencia del 

algoritmo. Estos estudios comparativos consisten en la evaluación 

estadística de la eficiencia de cada método en la resolución del 

problema del viajante y el problema de la asignación cuadrática. Como 

consecuencia de estos estudios, se define la estrategia óptima de 

enfriamiento adaptativo para la meta-heurística de recocido simulado. 

 El capítulo cinco describe en detalle el problema de optimización de 

carteras de inversión seleccionado como aplicación práctica de esta 

tesis. En primer lugar, se introducen las características generales del 

modelo de Markowitz y, que hoy en día, suponen la base teórica 

moderna de la selección de carteras de inversión, y se muestran las 

particularidades y complejidad del problema. En segundo lugar, se hace 

un breve repaso de los métodos algorítmicos que han sido utilizados 

para resolver este tipo de problemas. A continuación, se describe 

detalladamente el modelo de carteras de inversión a utilizar en la 

aplicación práctica de la estrategia de enfriamiento adaptativo diseñada 

en la tesis. Finalmente, se realiza un análisis de las pruebas realizadas 

con el modelo.   
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 El capítulo seis incluye las conclusiones sobre el trabajo realizado, así 

como las líneas futuras de investigación que pueden desarrollarse como 

continuación del mismo. 
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“Nunca consideres el estudio como 

una obligación, sino como una 

oportunidad para penetrar en el bello 

y maravilloso mundo del saber”  

Albert Einstein  
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2.1. OPTIMIZACIÓN COMBINATORIA: CONCEPTOS BÁSICOS 

En este primer apartado del capítulo se van a exponer las definiciones, 

terminología y notación de los conceptos fundamentales de la optimización 

combinatoria, los cuales constituyen la base necesaria para exponer 

claramente el estado actual de esta rama de la ciencia. Para este desarrollo 

conceptual se han tomado como base los trabajos previos de [DÍAZ96] y 

[DÍAZ11]. 

2.1.1.  Introducción a la optimización combinatoria 

Ámbito de la optimización combinatoria 

A lo largo de la historia, el ser humano siempre ha buscado la manera más 

eficiente de realizar sus actividades diarias haciendo un mejor uso de los 

recursos, con el objetivo de maximizar su rendimiento y/o minimizar los costes 

asociados, lo cual es especialmente necesario cuando la disponibilidad de tales 

recursos es limitada. Desde un punto de vista científico, el proceso de 

búsqueda de la forma más eficiente de realizar una tarea con el fin de 
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maximizar o minimizar un objetivo o conjunto de objetivos se conoce como 

optimización. 

En el ámbito de la ciencia y la tecnología surgen con frecuencia problemas de 

optimización, es decir, problemas para cuya resolución es necesario realizar un 

proceso de optimización, tales como los problemas de programación de 

operaciones de producción, los de planificación de rutas en logística y 

transporte, o los de diseño y configuración óptima de circuitos electrónicos y 

redes de telecomunicaciones. La mayoría de estos problemas de optimización 

son no triviales, es decir, son difíciles de resolver en la práctica, entendiéndose 

por problema de optimización difícil de resolver aquel para el que no se puede 

encontrar la solución óptima en un tiempo razonable. 

Para poder determinar la mejor solución a un problema de optimización 

normalmente es conveniente formularlo en términos matemáticos. En general, 

todo problema de optimización tiene un objetivo (simple o múltiple) 

representado mediante una función numérica de n variables,  nf:D , y 

un conjunto opcional de restricciones },...,{ 1 mrrR  , que expresan relaciones 

de compatibilidad entre las variables y que deben cumplirse para que la 

solución del problema sea válida. Así, el problema formulado matemáticamente 

resulta: 

Objetivo:   n,x,xf 1minmax/  

Restricciones: 

 

 













0,...,

0,...,

1

11

nm

n

xxr

xxr

R   

Una vez modelizado matemáticamente, es preciso disponer de métodos y 

técnicas que permitan resolverlo en un tiempo factible. La teoría que 

proporciona los métodos y técnicas precisos para estudiar estos problemas es 

la optimización matemática. Atendiendo al carácter de las variables que 

intervienen en el problema, el estudio de la optimización se divide en 

optimización continua (las variables que lo componen son de tipo continuo) y 

optimización combinatoria (las variables toman valores discretos y finitos). 
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Concretamente, la optimización combinatoria tiene por objeto el estudio y la 

resolución algorítmica de problemas de optimización con restricciones en los 

que las variables constituyentes son de tipo discreto y finito. Por ello, este tipo 

de problemas se caracterizan por la existencia de un conjunto finito, aunque 

muy grande, de soluciones posibles entre las que se debe encontrar aquella 

que optimice globalmente la función objetivo. 

En el resto del apartado se introducen formalmente los conceptos básicos de la 

optimización combinatoria: problema de optimización combinatoria, soluciones 

y sus tipos, complejidad algorítmica, tipos notables de problemas, resolución 

exacta y resolución aproximada mediante heurísticas y meta-heurísticas. 

Definición formal del problema genérico de optimización 

combinatoria 

Definición (Problema de optimización combinatoria). Formalmente, un 

problema de optimización combinatoria es una cuádrupla (X,S,f,R), donde: 

  nxxX ,...,1 , es el conjunto de variables del problema, de dominios 

discretos y finitos n , D, D 1 . Habitualmente las variables son binarias o 

toman valores dentro de un subconjunto finito de números naturales, es 

decir, }1,0{iD  o bien },...,2,1{ pDi  . 

 nDDS  1 , es el espacio de soluciones del problema, formado por 

todas las asignaciones posibles de valores a las variables dentro de sus 

respectivos dominios. Así, una solución arbitraria se representa 

mediante un vector   S,x,x n  1x . 

 Sf : , es la función objetivo a optimizar, que asigna un número real 

a cada posible solución del problema, 

    nn ,x,xfyS,x,x  11x . 

  m,... ,rrR 1 , es el conjunto de restricciones, cada una de las cuales 

determina una relación de compatibilidad entre las variables del 

problema. Generalmente, las restricciones se expresan mediante 
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igualdades o desigualdades numéricas, como en la programación 

matemática clásica:   01 ni ,x,xr  ,   0,...,1 nj xxr . 

El objetivo del problema consiste en encontrar una asignación simultánea de 

valores de las variables, Sss n  ),...,( 1opts , que optimice (minimice o 

maximice) globalmente la función objetivo f, de tal forma que se satisfagan 

todas las restricciones impuestas entre las variables. Tal solución sopt se 

denomina solución óptima global, siendo f(sopt) el objetivo óptimo a conseguir. 

Asimismo, el conjunto de soluciones que verifican todas las restricciones R del 

problema, se denomina espacio de soluciones viables, y se denota SS * . 

2.1.2.  Soluciones de un problema de optimización combinatoria 

En la definición del problema genérico de optimización combinatoria como una 

cuádrupla (X,S,f,R), se ha utilizado el término solución del problema para 

referirse a toda asignación de valores a las variables dentro de sus respectivos 

dominios, y el término solución óptima global para referirse a la solución que 

verifica el conjunto de restricciones R y optimiza globalmente la función objetivo 

f. Además de estas dos acepciones, es posible considerar otros tipos de 

soluciones de un problema de optimización combinatoria cuya terminología es 

habitual en la descripción de las técnicas de resolución. A continuación se 

definen formalmente los diferentes tipos de soluciones. 

Soluciones candidatas 

Definición (Solución candidata). Dado un problema de optimización 

combinatoria (X,S,f,R), se denomina solución candidata a una asignación 

concreta de valores a todas las variables del problema, 

Ssxsx nn  ),...,( 11s . Si la solución candidata verifica el conjunto de 

restricciones R se llama solución candidata viable, y en caso contrario solución 

candidata inviable. 
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Observación. En lo sucesivo, el término solución candidata se interpretará por 

defecto como solución candidata viable. 

Soluciones candidatas vecinas 

Definición (Solución candidata vecina). Sean un problema de optimización 

combinatoria (X,S,f,R), una solución candidata Sss n  ),...,( 1s , y una función 

de distancia SSd : . Se denomina solución candidata vecina o próxima a 

s respecto a una distancia 0  a toda solución candidata Sxx n  ),...,( 1x  

que verifique ),( sxd . Si la solución candidata vecina verifica el conjunto de 

restricciones R se llama solución candidata vecina viable, y en caso contrario 

solución candidata vecina inviable. 

Observación. En lo sucesivo, el término solución candidata vecina se 

interpretará por defecto como solución candidata vecina viable. 

En la definición de las soluciones candidatas vecinas es especialmente 

relevante la función de distancia considerada SSd : , la cual obviamente 

dependerá del problema a resolver. Los casos habituales de distancias entre 

soluciones son la distancia euclídea, y la distancia de Hamming generalizada. 

Definición (Distancia euclídea). Dado un problema de optimización 

combinatoria (X,S,f,R), se define la distancia euclídea entre dos soluciones 

candidatas Syyxx nn  ),...,(),,...,( 11 yx  como el número real dado por: 





n

i
ii yxd

1

2)(),( yx  

Por ejemplo, la distancia euclídea entre los vectores de enteros positivos 

4)5,1,1,1(),1,2,1,2(  yx  es: 

18)51()12()11()12(),( 2222 yxd  

Definición (Distancia de Hamming generalizada). Dado un problema de 

optimización combinatoria (X,S,f,R), se define la distancia de Hamming 
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generalizada entre dos soluciones candidatas Syyxx nn  ),...,(),,...,( 11 yx  

como el número natural dado por: 





n

i
ii yxd

1

),(),( yx  

donde  es un valor binario que indica la existencia de error o diferencia en el 

valor de las variables argumento: 










ii

ii
ii

yx

yx
yx

 si1

 si0
),(  

Por ejemplo, la distancia de Hamming entre los vectores de enteros positivos 

4)1,1,1,1(),1,5,1,2(  yx  es: 

20101),( yxd  

La distancia euclídea se utiliza en problemas en los que las soluciones pueden 

interpretarse como puntos de un espacio euclídeo, lo que es más habitual en la 

optimización continua. En este caso, también pueden utilizarse otras distancias 

métricas como la distancia Manhattan (suma de las diferencias en valor 

absoluto entre coordenadas correspondientes) o la distancia del máximo 

(máximo de las diferencias en valor absoluto entre coordenadas 

correspondientes). Sin embargo, esto no es muy habitual en problemas de 

optimización combinatoria, en los que las variables son enteras y representan 

objetos o lugares, estableciéndose una asociación arbitraria entre el objeto 

representado y el número natural que lo representa, por lo que la distancia 

euclídea y sus variantes métricas pueden resultar inapropiadas. En estos casos 

las medidas de distancia más convenientes son las que se basan en el número 

de diferencias entre ambas soluciones, tal como la distancia de Hamming. 

Definición (Vecindad). Dados un problema de optimización combinatoria 

(X,S,f,R), una solución candidata Sss n  ),...,( 1s , y una función de distancia 

SSd : , el conjunto de soluciones candidatas vecinas a una solución 

Sss n  ),...,( 1s  respecto a una distancia 0 , denotado S(s,), se llama 

vecindad o proximidad de s: 
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  ),(|),...,(),( 1 sxxs dSxxS n  

Asimismo, el conjunto de soluciones candidatas vecinas a s que verifican todas 

las restricciones R del problema, se denomina vecindad viable, y se denota 

S*(s,), verificándose que ),(),(*  ss SS . 

Debido a su importancia práctica en la optimización combinatoria, la vecindad 

de soluciones candidatas basada en la distancia de Hamming recibe el nombre 

de k-proximidad. 

Definición (k-proximidad). Dados un problema de optimización combinatoria 

(X,S,f,R), una solución candidata Sss n  ),...,( 1s , y la función de distancia de 

Hamming generalizada, el conjunto de soluciones candidatas vecinas a una 

solución Sss n  ),...,( 1s  respecto a una distancia k, es decir, el conjunto de 

soluciones candidatas que difieren de s como máximo en el valor de k 

variables, se llama k-proximidad de s. 

Las definiciones anteriores de vecindad de una solución candidata se basan en 

el concepto de función de distancia, ya sea la distancia euclídea, la distancia de 

Hamming (k-proximidad), o cualquier otra distancia métrica que pudiera 

establecerse. Sin embargo, una forma adicional de considerar la vecindad de 

una solución candidata, muy habitual en los problemas de optimización 

combinatoria, es la vecindad respecto a una función transformativa simple. Las 

funciones transformativas simples convierten una solución candidata en otra 

solución vecina, también denominada solución sucesora, alterando los valores 

de los variables de una forma simple y aleatoria, pero adaptada al problema 

concreto de optimización, es decir, a los dominios de las variables y a las 

restricciones del problema. 
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Definición (Vecindad respecto a una función transformativa simple). 

Dados un problema de optimización combinatoria (X,S,f,R), una solución 

candidata Sss n  ),...,( 1s , y una función transformativa simple SSg : , el 

conjunto de soluciones candidatas que pueden obtenerse a partir de s 

aplicando la función de transformación simple g, denotado S(s,g), se llama 

vecindad respecto a la función transformativa simple g de s: 

 )(|),...,(),( 1 sxxs gSxxgS n   

Por ejemplo, si se considera el vector de enteros positivos 4)1,2,1,2( x  y se 

toma como función de transformación simple g el intercambio de valores de dos 

variables tomadas al azar, se observa que el vector 4)2,1,1,2( y  pertenece 

a la vecindad de x respecto a g, ya que basta un intercambio de valores entre 

las variables x3 y x4 para que el vector x se convierta en el vector y. 

Las soluciones candidatas y su vecindad se utilizan más propiamente en los 

métodos de resolución aproximada de tipo transformativo, explicados más 

adelante en el apartado 2.1.6 de técnicas de resolución. 

Soluciones parciales 

Definición (Solución parcial). Dado un problema de optimización 

combinatoria (X,S,f,R), se denomina solución parcial a una asignación concreta 

de valores a k variables del problema, Sxxsxsx nkkk   ),...,,,...,( 111s , 

siendo nk  , quedando libres (sin asignar) las restantes kn   variables. Si la 

solución parcial verifica el subconjunto de restricciones que afectan sólo a las k 

variables asignadas se llama solución parcial viable, y en caso contrario 

solución parcial inviable. 

Observación. En lo sucesivo, el término solución parcial se interpretará por 

defecto como solución parcial viable. 

Las soluciones parciales se utilizan más propiamente en los métodos de 

resolución aproximada de tipo constructivo, explicados más adelante en el 

apartado 2.1.6 de técnicas de resolución. 
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Soluciones óptimas 

Definición (Solución óptima global). Dado un problema de optimización 

combinatoria (X,S,f,R), se dice que una solución candidata viable 

*
1 ),...,( Sss n s  es un óptimo global de f si y sólo si para toda solución 

candidata viable *
1 ),...,( Sxx n x  se cumple que )()( xs ff   en caso de 

minimización, o )()( xs ff   en caso de maximización. 

Definición (Solución óptima local). Dados un problema de optimización 

combinatoria (X,S,f,R), y una función de distancia SSd : , se dice que 

una solución candidata viable *
1 ),...,( Sss n s  es un óptimo local de f con 

respecto a la vecindad   ),(|),...,(),( *
1

* sxxs dSxxS n  si y sólo si 

para toda solución candidata vecina viable ),(),...,( *
1  sx Sxx n  se cumple 

que )()( xs ff   en caso de minimización, o )()( xs ff   en caso de 

maximización. 

Observación. La definición de solución óptima local es igualmente válida para 

vecindades definidas respecto a una función de transformación simple 

SSg : . 

2.1.3.  Complejidad algorítmica 

Órdenes de complejidad de un algoritmo 

El análisis de algoritmos es una parte fundamental de la algoritmia matemática 

cuyo objetivo es determinar el coste computacional de la ejecución de cada 

algoritmo, en los casos medio y peor, en función del tamaño del problema que 

el algoritmo resuelve (por ejemplo, en función del número n de datos de 

entrada del algoritmo). 

En general, el coste computacional de un algoritmo se determina mediante 

funciones de variable discreta n (sucesiones) que miden diversas magnitudes 
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como la cantidad de memoria o el tiempo de ejecución utilizados, de acuerdo 

con el tamaño del problema, representado por dicha variable n. Precisamente, 

el análisis temporal es especialmente interesante cuando el algoritmo se aplica 

a problemas de gran tamaño. Formalmente, el análisis temporal consiste en 

estudiar el comportamiento temporal asintótico de un algoritmo, cuando el 

tamaño n del problema tiende a infinito. 

Del análisis matemático real se sabe que un conjunto de sucesiones que 

comparten un mismo comportamiento asintótico tienen el mismo orden de 

complejidad, existiendo cinco órdenes fundamentales de complejidad de las 

sucesiones infinitas u órdenes fundamentales del infinito: 

 Orden de las sucesiones logarítmicas:  )(logord na
n 

, con 1a . 

 Orden de las sucesiones potenciales:  b

n
n


ord , con 0b . 

 Orden de las sucesiones exponenciales:  n

n
c


ord , con 1c . 

 Orden de las sucesiones factoriales:  !ord n
n 

. 

 Orden de las sucesiones potenciales-exponenciales:  dn

n
n


ord , con 

0d . 

Los órdenes fundamentales establecen categorías en la velocidad de 

crecimiento hacia el infinito de las sucesiones infinitas (comportamiento 

asintótico), estableciéndose la siguiente relación entre los órdenes 

fundamentales: 

     
   
   


























 10!ordord

1ord!ord

ordord)(logord
dnn

dnn

cnn

n

dn

n

dn

nnn

n

b

n
a

n
 

Así, las sucesiones que más lentamente crecen hacia el infinito son las 

logarítmicas, mientras que las sucesiones que más rápidamente crecen hacia 

el infinito son las factoriales y las potenciales-exponenciales. 
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Respecto al análisis de algoritmos, los de complejidad temporal potencial 

(polinómica) o inferior pueden utilizarse en la práctica para resolver problemas 

de tamaño grande o muy grande, mientras que los algoritmos de complejidad 

temporal exponencial o superior sólo pueden aplicarse en la práctica para 

resolución de problemas de tamaño pequeño, ya que el crecimiento del tiempo 

de ejecución es explosivo. Como ejemplo ilustrativo se ofrece la tabla de 

valores de la sucesión exponencial n
na 2 : 

n 2n 

1 2 

2 4 

3 8 

10 1024 

20 1048576 

30 1073741824 

50 1125899906842624 

100 1267650600228229401496703205376 

Tabla 2.1: Crecimiento de la sucesión exponencial n
na 2  

Obsérvese que para un valor aún bastante reducido como 50n , y 

suponiendo como unidad de tiempo el milisegundo, el tiempo de ejecución de 

un algoritmo de complejidad exponencial de base 2, O(2n) en notación de 

Landau, es superior a mil billones de milisegundos, es decir, más de treinta y 

cinco mil años de cálculo. 

Clasificación de los problemas según su complejidad 

algorítmica 

Los problemas de optimización combinatoria se clasifican de acuerdo con el 

coste computacional (recursos necesarios) del mejor algoritmo que resuelve el 

problema. Como se ha mencionado, aunque se utilizan diversas magnitudes 

para medir el coste computacional de un algoritmo, la más usual es el tiempo 

de ejecución. Por ello, lo que se plantea específicamente en el análisis y 
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clasificación de los problemas de optimización combinatoria es determinar el 

orden de complejidad temporal de: 

a. El mejor algoritmo conocido que verifica si una solución concreta del 

problema es la solución óptima global (algoritmo de verificación). 

b. El mejor algoritmo conocido que obtiene la solución óptima global del 

problema (algoritmo de resolución). 

De acuerdo con lo anterior, los problemas de optimización combinatoria se 

dividen en las siguientes clases según su complejidad temporal, es decir, 

según el tiempo computacional que emplea el mejor algoritmo conocido para su 

verificación y/o resolución en función del tamaño del problema: 

 Problemas de complejidad temporal potencial determinista, o problemas 

P (Deterministic Polynomial Time Problems): Clase de problemas para 

los que existe un algoritmo de resolución de complejidad temporal 

potencial o inferior, es decir, un algoritmo que en un tiempo potencial 

encuentra la solución óptima global del problema. 

 Problemas de complejidad temporal potencial no determinista, o 

problemas NP (Nondeterministic Polynomial Time Problems): Clase de 

problemas para los que existe un algoritmo de verificación de 

complejidad temporal potencial o inferior, es decir, un algoritmo que en 

un tiempo potencial verifica si una solución arbitraria es la solución 

óptima global del problema. Se verifica que la clase P está contenida en 

la clase NP, ya que si existe un algoritmo resolutivo del problema de 

complejidad temporal potencial (clase P), puede ejecutarse ese mismo 

algoritmo para obtener la solución óptima y compararla con la solución a 

verificar, es decir, el propio algoritmo resolutivo es un algoritmo de 

verificación de complejidad temporal potencial (clase NP). 

 Problemas completos de complejidad temporal potencial no 

determinista, o problemas NP-completos (Nondeterministic Polynomial 

Time Complete Problems): Clase de problemas para los que sí se 

conoce un algoritmo de verificación de complejidad temporal potencial 
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(son por ello una subclase de la clase NP), pero para los que no se ha 

podido obtener aún un algoritmo de resolución de complejidad temporal 

potencial, con la conjetura de que estos problemas sólo pueden 

resolverse mediante algoritmos de complejidad superior a la potencial. 

Esto quiere decir que no se ha podido demostrar formalmente que no 

exista un algoritmo resolutivo de complejidad potencial, pero se 

conjetura que realmente no existe. Durante los años setenta, el 

desarrollo de la teoría de la computación ha proporcionado una 

formulación rigurosa a esta conjetura, resultando la llamada teoría de la 

NP-completud [GARE79]. En la práctica, la resolución exacta de este 

tipo de problemas es imposible en tiempos de ejecución razonables. 

 Problemas duros de complejidad temporal potencial no determinista, o 

problemas NP-duros (Nondeterministic Polynomial Time Hard Problems): 

Clase de problemas para los que no se conoce siquiera un algoritmo de 

verificación de complejidad temporal potencial o inferior. Son por ello 

problemas independientes de los anteriores grupos (no forman una 

subclase de la clase NP), y se supone que son tan difíciles o incluso 

más que los problemas NP-completos. 

En resumen, los problemas P poseen algoritmos de resolución de complejidad 

temporal potencial, los problemas NP poseen algoritmos de verificación de 

complejidad temporal potencial, los problemas NP-completos poseen 

algoritmos de verificación de complejidad temporal potencial, pero se conjetura 

que sólo pueden resolverse mediante algoritmos de complejidad temporal 

superior a la potencial, y finalmente los problemas NP-duros no poseen 

algoritmos conocidos de verificación (ni por supuesto de resolución) de 

complejidad temporal potencial o inferior. La relación entre estas clases de 

problemas puede expresarse con el siguiente diagrama de Venn: 
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Figura 2.1: Relación entre las clases P, NP, NP-completo, NP-duro 

Con respecto a los problemas de optimización combinatoria, la gran mayoría 

son problemas NP-completos o NP-duros, es decir, no se conoce ningún 

algoritmo de resolución de complejidad temporal potencial o inferior y se 

conjetura que tal algoritmo no existe. En estos casos, para obtener la solución 

óptima global del problema es necesario considerar algoritmos de complejidad 

superior a la potencial, generalmente basados en la enumeración sistemática 

de soluciones, imposibles de usar en la práctica cuando el tamaño del 

problema no es reducido. Por otra parte, un problema de optimización 

combinatoria de esta clase (sin algoritmo de resolución de complejidad 

potencial o inferior) es NP-completo si se conoce el valor óptimo global de la 

función objetivo (y obviamente ésta se evalúa mediante un algoritmo de 

complejidad potencial o inferior), ya que entonces resulta trivial verificar una 

solución: basta evaluar la función objetivo para esa solución y comprobar si el 

resultado es igual al óptimo global. Por el contrario si no se conoce el valor 

óptimo global de la función objetivo y la verificación sólo es posible a través del 

propio algoritmo exacto de resolución, cosa mucho más habitual, el problema 

será NP-duro. 

NP-completo 

NP 

NP-duro 

P 
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2.1.4. Tipos notables de problemas de optimización 

combinatoria 

Los problemas más importantes de optimización combinatoria se originan en 

diversas áreas de la ingeniería y sobre todo en el ámbito de la organización 

industrial y logística. Pueden clasificarse en los siguientes tipos: 

 Problemas de planificación de rutas, en los que se trata de encontrar 

una ruta que visite un conjunto de lugares predeterminados con el 

objetivo de minimizar la distancia recorrida o el tiempo empleado, tales 

como el problema del viajante comercial, o el problema de la 

planificación de rutas de distribución. 

 Problemas de configuración, en los que se trata de disponer una serie 

de objetos en una determinada forma o estructura con el objetivo de 

optimizar el espacio o los recursos utilizados, tales como el problema del 

empaquetado, el problema de la partición, o el problema de la 

asignación cuadrática. 

 Problemas de selección, en los que se deben elegir varios objetos de un 

conjunto de modo que se optimice algún criterio de selección o 

relevancia, tales como el problema de la mochila, o el problema de la 

máxima diversidad.  

 Problemas de planificación de tareas, en los que se debe asignar a una 

serie de tareas o actividades los recursos (personas, máquinas) 

necesarios para su realización óptima respecto al tiempo o al coste, 

tales como el problema de la programación de operaciones de 

producción. 

Los problemas mencionados en las cuatro categorías anteriores han servido 

como referencia en sus versiones más simplificadas o académicas para el 

estudio de nuevas técnicas de optimización combinatoria durante las últimas 

décadas, por lo que se consideran problemas fundamentales de la optimización 

combinatoria. Además, sus múltiples generalizaciones y variantes constituyen 

la gran mayoría de los problemas reales de optimización que aparecen en las 
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aplicaciones prácticas. Por ello, se realiza a continuación una descripción 

formal de cada uno de estos problemas fundamentales. 

1. Problema del viajante comercial. 

Definición (Problema del viajante comercial). El problema del viajante 

comercial (Travelling Salesman Problem, TSP) consiste en encontrar la ruta 

más corta de recorrido cíclico de n ciudades de forma que cada ciudad se visite 

una sola vez. En general, el problema puede modelizarse mediante un grafo 

etiquetado completo no dirigido ),,,( wpAVKn   de nV #  vértices y 

)1(#
2
1  nnA  aristas, en el que los vértices representan las ciudades a visitar, 

las aristas representan las carreteras entre las ciudades, y los pesos de las 

aristas las distancias entre cada par de ciudades. De acuerdo con esta 

modelización, la ruta óptima a determinar viene dada por el ciclo hamiltoniano 

de longitud mínima del grafo Kn. Desde el punto de vista de la optimización 

combinatoria, el problema del viajante comercial es formalmente una cuádrupla 

(X,S,f,R), donde: 

  nxxX ,...,1 , es el conjunto de variables del problema, en el que cada 

variable xi representa la posición i de la ruta a recorrer. El dominio finito 

común para las n variables es },...,2,1{ nD  , que representa al conjunto 

de las n ciudades a visitar. 

 nDS  , es el espacio de soluciones del problema, de tamaño 

nn nDS ## . Una solución arbitraria del problema se representa 

mediante un vector   S,x,x n  1x . 

 Sf : , es la función objetivo a minimizar, o distancia de recorrido 

cíclico de las n ciudades, determinada por: 

   



n

i
niin xxd,x,xff

1
1)mod(1 ,)( x  

donde  ji xxd ,  es la distancia existente entre las ciudades xi y xj. 

  n,... ,rrR 1 , es el conjunto de restricciones: 
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1: 11 xr  

),...,2(:}1,...,1{: nixxijr jii   

La circularidad de la ruta buscada permite fijar la primera variable x1 con 

la ciudad 1 (restricción r1), y asignar libremente las restantes ciudades 2 

a n a las variables x2 a xn, teniendo en cuenta que no puede repetirse 

ninguna ciudad en la ruta (restricciones r2 a rn). Por tanto, las soluciones 

viables son permutaciones de las n ciudades con la ciudad 1 como 

primera ciudad a visitar. Así, dada una ruta x que verifique las 

restricciones, cualquier otra ruta cíclica que pase por las n ciudades en 

igual orden (y por tanto con igual valor objetivo asociado) será una 

rotación de x. Nota: La rutas correspondientes en orden inverso se 

consideran aquí diferentes, aunque el valor objetivo asociado sea el 

mismo. 

El objetivo del problema consiste en encontrar una solución, 

Sss n  ),...,( 1opts , que minimice globalmente la función objetivo f, de tal 

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables. 

El espacio de soluciones viables es el conjunto de las permutaciones circulares 

de n ciudades:  jin xxijniSxxS  :}1,...,1{},,...,2{|),...,,1( 2
* x , 

de tamaño )!1(# *  nS . 

El problema del viajante comercial es un problema NP-duro [KARP72], y ha 

sido extensamente estudiado en las últimas décadas. Existen diversas 

variantes del problema, tales como: TSP euclídeo, en el que la distancia entre 

las ciudades de la ruta es la distancia euclídea en el plano; TSP rectilíneo, en el 

que la distancia entre las ciudades de la ruta es la distancia Manhattan en el 

plano; TSP máximo, en el que la distancia entre las ciudades de la ruta es la 

métrica del máximo en el plano; TSP no euclídeo, en el que la distancia entre 

las ciudades de la ruta no cumple la propiedad de desigualdad triangular, es 

decir, cuando el trayecto directo entre dos ciudades puede ser más largo que 

un trayecto indirecto a través de una ciudad intermedia, lo que puede ocurrir 

por ejemplo cuando la distancia utilizada se mide en tiempo en vez de en 
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unidades lineales; TSP asimétrico, en el que la distancia entre las ciudades de 

la ruta no cumple la propiedad de simetría, es decir, cuando el trayecto directo 

entre dos ciudades en un sentido puede ser más largo que el trayecto en 

sentido contrario, lo que puede ocurrir por ejemplo cuando en el trayecto se 

recorren caminos de un solo sentido; TSP múltiple, en el que las n ciudades 

son visitadas por m viajantes, con nm  . 

2. Problema de la planificación de rutas de distribución. 

Definición (Problema de la planificación de rutas de distribución). El 

problema de la planificación de rutas de distribución (Vehicle Routing Problem, 

VRP) consiste en encontrar el conjunto de rutas cíclicas de reparto para m 

vehículos iguales de capacidad Q con inicio y fin en un almacén o depósito 

común, que supongan el coste mínimo de abastecimiento de n clientes con 

sendos pedidos de cantidades pi, de forma que cada cliente se visite una sola 

vez. Obviamente, en este problema se debe tomar como hipótesis que la 

capacidad total de la flota de vehículos es igual o superior a la demanda total 

de los clientes, mQp
n

i
i 

1

, ya que de lo contrario el reparto no sería posible. 

En general, el problema puede modelizarse mediante un grafo etiquetado 

completo no dirigido ),,,(1 wpAVKn   de 1#  nV  vértices y )1(#
2
1  nnA  

aristas, en el que el primer vértice es el almacén y los restantes vértices 

representan los clientes a visitar, las aristas representan las carreteras entre los 

lugares donde están el almacén y los clientes, y los pesos de las aristas las 

distancias entre cada par de lugares. Por tanto, el VRP puede verse como una 

generalización del TSP con múltiples rutas con la particularidad de que las 

rutas convergen en un punto común (almacén). Desde el punto de vista de la 

optimización combinatoria, el problema de la planificación de rutas de vehículos 

es formalmente una cuádrupla (X,S,f,R), donde: 

  mnxxX  ,...,1 , es el conjunto de variables del problema, en el que 

cada variable xi, con },...,1{ ni  , representa la posición i de la secuencia 

general de clientes a visitar, y cada variable xn+j, con },...,1{ mj  , 

representa el número de clientes consecutivos de dicha secuencia que 
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debe visitar el vehículo j (contados a partir del siguiente cliente al último 

visitado por el vehículo j1). El dominio finito común para las variables x1 

a xn es el conjunto de los n clientes a visitar },...,2,1{1 nD  , y el dominio 

finito común para las variables xn+1 a xn+m es el conjunto },...,1,0{2 nD  . 

 mn DDS 21  , es el espacio de soluciones del problema, de tamaño 

  mnmn nnDDS )1(## 21  . Una solución arbitraria del problema se 

representa mediante un vector   S,x,x mn  1x . 

 Sf : , es la función objetivo a minimizar, o distancia total recorrida 

por los m vehículos para visitar los n clientes, determinada por: 

        


























m

j
xk

xk

ki
iikmn jnj

jnj

j

j
xdxxdxd,x,xff

1
1

2

11 0,,,0)( x  

donde  ji xxd ,  es la distancia existente entre los lugares xi y xj, 0 

representa al almacén, y la variable kj indica la posición de comienzo de 

la ruta asociada al vehículo j en la secuencia general de clientes, la cual 

se define: 


















 1 si1

1 si1
1

1

jx

j

k j

k
kn

j  

  mn,... ,rrR  1 , es el conjunto de restricciones: 

nxr
m

j
jn 




1
1 :  

),...,2(:}1,...,1{: nixxijr jii   

),...,1(:

1

mjQpr
jnj

j

i

xk

ki
xjn 







 

De acuerdo con el significado y el dominio de las variables xn+1 a xn+m, la 

restricción r1 asegura que cada pedido de cliente es servido por un único 

vehículo de la flota. Asimismo, las restricciones r2 a rn que relacionan las 
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variables x1 a xn aseguran que cada cliente se visita una sola vez. 

Finalmente, las restricciones rn+1 a rn+m, establecen que cada vehículo 

transporta una cantidad de pedidos no superior a su capacidad, donde kj 

indica la posición de comienzo de la ruta asociada al vehículo j en la 

secuencia general de clientes. 

El objetivo del problema consiste en encontrar una solución, 

Sss mn   ),...,( 1opts , que minimice globalmente la función objetivo f, de tal 

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables. 

El espacio de soluciones viables es el conjunto   SxxS mn   ),...,( 1
* x , 

formado por las permutaciones de los n clientes para las variables x1 a xn, y las 

variaciones con repetición con m elementos que suman n del conjunto 

},...,1,0{2 nD   para las variables xn+1 a xn+m, siendo el tamaño de dicho espacio 

de soluciones viables 













)!1(!

)!1(
!# *

mn

nm
nS . Así, dada una solución viable 

  *
1 S,x,x mn  x  se pueden obtener las m rutas cíclicas de reparto de la 

siguiente forma: Si para un },...,1{ mj   se cumple que 0 jnx  y kj es la 

posición de comienzo de la ruta asociada al vehículo j en la secuencia general 

de clientes, la ruta correspondiente es  1,0  


jnjj xkkj ,x,x r . 

 Como el TSP, y precisamente por ser una generalización de éste, el 

problema de la planificación de rutas de distribución es un problema NP-

duro. Ha sido muy estudiado en las últimas décadas, debido 

especialmente a su frecuente aparición como problema real en todo tipo 

de empresas logísticas y de distribución. De hecho, existen múltiples 

variantes o generalizaciones del problema, las cuales pueden 

combinarse entre sí, tales como: VRP con vehículos homogéneos, en el 

que los m vehículos de reparto son iguales, por lo que todos poseen una 

capacidad común Q (caso básico); VRP con vehículos heterogéneos, en 

el que los m vehículos de reparto son diferentes, de manera que cada 

uno posee una capacidad específica qj; VRP con múltiples almacenes, 

en el que los n clientes son abastecidos por varios almacenes cada uno 
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con su correspondiente flota de vehículos; VRP con ventanas 

temporales, en el que cada cliente tiene asociado un intervalo temporal 

de servicio fuera del cual no puede (o le resulta inconveniente) recibir el 

pedido; VRP con entregas y retornos, en el que los pedidos de clientes 

no son únicamente de entrega de mercancía sino también de recogida o 

retorno, por ejemplo devoluciones de mercancía defectuosa o retornos 

de envases reutilizables. 

3. Problema del empaquetado. 

Definición (Problema del empaquetado). El problema del empaquetado (Bin 

Packing Problem, BPP) consiste en determinar el número mínimo de cajas o 

contenedores iguales de capacidad V en los que se pueden empaquetar n 

objetos de tamaños diferentes vi. Obviamente, en este problema se debe tomar 

como hipótesis que la capacidad individual de los contenedores es igual o 

superior al tamaño de cada objeto, Vvni i  :},...,1{ , ya que de lo contrario el 

empaquetado no sería posible. Desde el punto de vista de la optimización 

combinatoria, el problema del empaquetado es una cuádrupla (X,S,f,R), donde: 

  nxxX ,...,1 , es el conjunto de variables del problema, en el que cada 

variable xi representa la posición i de la secuencia general de 

empaquetado de los objetos. El dominio finito común para las n variables 

es el conjunto de los n objetos a empaquetar },...,2,1{ nD  . 

 nDS  , es el espacio de soluciones del problema, de tamaño 

nn nDS ## . Una solución arbitraria del problema se representa 

mediante un vector   S,x,x n  1x . 

 Sf : , es la función objetivo a minimizar, o número de contenedores 

utilizados para empaquetar los n objetos, determinada por: 

  



n

i
in y,x,xff

1
1)( x  
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donde cada yi es una variable binaria que indica si en la posición i de la 

secuencia general de empaquetado de los objetos comienza a llenarse 

un nuevo contenedor ( 1iy ), o no ( 0iy ), y se define: 

 

 































Vvi

Vvi

i

y

i

yikj
x

i

yikj
xi

k

j

k

j

1|}1,...,1{max

1|}1,...,1{max

1 si1

1 si0

1 si1

 

  11  n,... ,rrR , es el conjunto de restricciones: 

)1,...,1(:},...,1{: 1   nixxijr jii  

Las restricciones r1 a rn1 que relacionan las variables x1 a xn aseguran 

que cada objeto se empaqueta una sola vez. 

El objetivo del problema consiste en encontrar una solución, 

Sss n  ),...,( 1opts , que minimice globalmente la función objetivo f, de tal 

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables. 

El espacio de soluciones viables es el conjunto 

 jin xxijniSxxxS  121
* :},...,1{},1,...,1{|),...,,(x , formado por 

las permutaciones de los n objetos, siendo el tamaño de dicho espacio de 

soluciones viables !# * nS  . 

El BPP es un problema NP-duro que aparece frecuentemente en aplicaciones 

reales como el llenado de contenedores (o de palés) de transporte, la carga de 

camiones con restricciones de peso, o la creación de back-ups de archivos en 

medios electrónicos de almacenamiento. Las variantes principales se refieren 

al número de dimensiones consideradas al establecer la capacidad de los 

contenedores y el correspondiente tamaño de los objetos: BPP lineal o 

unidimensional, en el que la capacidad máxima V de los contenedores y los 

tamaños vi de los n objetos a empaquetar son escalares referidos a una sola 

dimensión lineal, la cual puede ser longitud, peso, o coste (caso básico); BPP 
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multilineal, en el que la capacidad máxima de los contenedores y los tamaños 

de los n objetos se descomponen en m magnitudes unidimensionales no 

interrelacionadas geométricamente; BPP bidimensional (2D-BPP), en el que la 

capacidad máxima de los contenedores y los tamaños de los n objetos se 

interpretan como áreas que se descomponen en dos magnitudes 

unidimensionales interrelacionadas del espacio geométrico: longitud y anchura; 

BPP tridimensional (3D-BPP), en el que la capacidad máxima de los 

contenedores y los tamaños de los n objetos se interpretan como volúmenes 

que se descomponen en tres magnitudes unidimensionales interrelacionadas 

del espacio geométrico: longitud, anchura y altura. 

4. Problema de la partición. 

Definición (Problema de la partición). El problema de la partición (Partition 

Problem, PP) consiste en la partición de un conjunto S de n objetos, cada uno 

con un valor entero positivo vi asociado, en dos subconjuntos S1 y S2 de forma 

que se minimice la diferencia en valor absoluto entre la suma de los valores de 

los objetos de S1 y la suma de los valores de los objetos de S2. Desde el punto 

de vista de la optimización combinatoria, el problema de la partición es una 

cuádrupla (X,S,f,R), donde: 

  11,...,  nxxX , es el conjunto de variables del problema, en el que 

cada variable xi, con },...,1{ ni  , representa la posición i de la secuencia 

general de separación de los objetos y la variable xn+1 representa el 

número de objetos consecutivos de dicha secuencia a partir del primero 

que se asignan al subconjunto S1 (los restantes 1 nxn  objetos se 

asignan a S2). El dominio finito común para las n variables x1 a xn es el 

conjunto de los n objetos a separar },...,2,1{1 nD  , y el dominio de la 

variable xn+1 es },...,2,1,0{2 nD  . 

 21
DDS n  , es el espacio de soluciones del problema, de tamaño 

  )1(## 21
 nnDDS nn . Una solución arbitraria del problema se 

representa mediante un vector   S,x,x n  11x . 



Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado 

 

40 

 Sf : , es la función objetivo a minimizar, o diferencia en valor 

absoluto entre la suma de los valores de los objetos de S1 y la suma de 

los valores de los objetos de S2, determinada por: 

  









n

xi
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vv,x,xff

11
11

1

1
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donde 
ixv  es el entero positivo asociado al objeto xi. 

  11  n,... ,rrR , es el conjunto de restricciones: 

)1,...,1(:},...,1{: 1   nixxijr jii  

Las restricciones r1 a rn1 que relacionan las variables x1 a xn aseguran 

que cada objeto se asigna una sola vez en la partición. 

El objetivo del problema consiste en encontrar una solución, 

Sss n   ),...,( 11opts , que minimice globalmente la función objetivo f, de tal 

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables. 

El espacio de soluciones viables es el conjunto 

 jin xxijniSxxxS   1121
* :},...,1{},1,...,1{|),...,,(x , formado 

por las permutaciones de los n objetos para las variables x1 a xn, y cualquier 

valor en su dominio para la variable xn+1, siendo el tamaño de dicho espacio de 

soluciones viables )1(!# *  nnS . 

El problema de la partición es un problema NP-duro que admite diversas 

versiones en las que se utilizan diferentes funciones objetivo, tal como el 

problema del corte mínimo (o máximo) de grafos, problema en el que se trata 

de separar los vértices de un grafo conexo en dos subconjuntos disjuntos tales 

que el número total de aristas entre vértices de diferentes subconjuntos sea 

mínimo (respectivamente, máximo). Esta versión del problema y especialmente 

su generalización, el k-corte mínimo de grafos o división del conjunto de 

vértices en k subconjuntos disjuntos que minimizan el número de 

interconexiones, aparece en aplicaciones reales tales como el diseño de 

circuitos electrónicos integrados. 
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5. Problema de la asignación cuadrática. 

Definición (Problema de la asignación cuadrática). El problema de la 

asignación cuadrática (Quadratic Assignment Problem, QAP) consiste en la 

ubicación de n plantas industriales en n lugares posibles, teniendo en cuenta 

que entre cada dos plantas existe un flujo de transporte de materiales wij con 

un coste directamente proporcional a la distancia entre los lugares en que se 

hallen las plantas, de forma que se minimice el coste total del transporte de 

materiales entre las plantas. Desde el punto de vista de la optimización 

combinatoria, el problema de la asignación cuadrática es una cuádrupla 

(X,S,f,R), donde: 

  nxxX ,...,1 , es el conjunto de variables del problema, en el que cada 

variable xi representa la planta industrial número i a ubicar. El dominio 

finito común para las n variables es el conjunto de los n lugares donde 

se deben ubicar las plantas },...,2,1{ nD  . 

 nDS  , es el espacio de soluciones del problema, de tamaño 

nn nDS ## . Una solución arbitraria del problema se representa 

mediante un vector   S,x,x n  1x . 

 Sf : , es la función objetivo a minimizar, o coste total del transporte 

de materiales entre las plantas, determinada por: 

   
 


n

i

n

j
jii jn xxdw,x,xff

1 1
1 ,)( x  

donde  ji xxd ,  es la distancia existente entre los lugares xi y xj, y wij, con 

},...,1{, nji  , es la cantidad de material que debe transportarse de la 

planta número i a la planta número j. Intuitivamente, esta función de 

coste favorece la ubicación cercana de plantas entre las que exista un 

alto flujo de materiales. 

  11  n,... ,rrR , es el conjunto de restricciones: 

)1,...,1(:},...,1{: 1   nixxijr jii  
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Las restricciones r1 a rn1 que relacionan las variables x1 a xn aseguran 

que cada lugar es asignado una sola vez. 

El objetivo del problema consiste en encontrar una solución, 

Sss n  ),...,( 1opts , que minimice globalmente la función objetivo f, de tal 

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables. 

El espacio de soluciones viables es el conjunto 

 jin xxijniSxxxS  121
* :},...,1{},1,...,1{|),...,,(x , formado por 

las permutaciones de los n lugares, siendo el tamaño de dicho espacio de 

soluciones viables !# * nS  . 

El problema de la asignación cuadrática es NP-duro, ya que no se conoce 

ningún algoritmo de complejidad potencial que lo resuelva o que verifique si 

una solución es la óptima. De hecho, el problema del viajante comercial puede 

ser visto como un caso especial del QAP en el que los flujos de material entre 

plantas tienen el mismo valor constante y se producen únicamente en un 

sentido que relaciona a las plantas en forma de anillo. Además de la 

formulación original de ubicación de plantas industriales, el QAP es un modelo 

matemático para el problema de la ubicación de componentes electrónicos 

interconectados en una tarjeta de circuitos impresos o en un microchip, lo cual 

constituye una parte importante de la etapa diseño de circuitos digitales en la 

industria de la electrónica. 

6. Problema de la mochila. 

Definición (Problema de la mochila). El problema de la mochila (Knapsack 

Problem, KP) consiste en seleccionar de un conjunto de n objetos, cada uno 

con un valor vi y un peso wi asociados, el grupo de objetos que puede llevarse 

en una mochila, tales que su valor total sea máximo sin exceder un peso 

máximo W. Desde el punto de vista de la optimización combinatoria, el 

problema de la mochila es una cuádrupla (X,S,f,R), donde: 

  nxxX ,...,1 , es el conjunto de variables del problema, en el que cada 

variable xi representa un objeto seleccionable. El dominio finito común 
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para las n variables es binario }1,0{D , de manera que si la variable 

toma valor 1 indica que el objeto es seleccionado y si toma valor 0 el 

objeto no es seleccionado. 

 nDS  , es el espacio de soluciones del problema, de tamaño 

nnDS 2##  . Una solución arbitraria del problema se representa 

mediante un vector   S,x,x n  1x . 

 Sf : , es la función objetivo a maximizar, o valor total de los objetos 

seleccionados que se llevan en la mochila, función determinada por la 

expresión: 

  



n

i
iin xv,x,xff

1
1)( x  

donde vi es el valor del objeto i. 

  rR  , es el conjunto de restricciones, formado únicamente por la 

restricción de peso máximo: 

Wxwr
n

i
ii 

1

:  

donde wi es el peso del objeto i. 

El objetivo del problema consiste en encontrar una solución, 

Sss n  ),...,( 1opts , que maximice globalmente la función objetivo f, de tal 

forma que se satisfaga la restricción de peso máximo. El espacio de soluciones 

S es el conjunto de las variaciones con repetición de n valores binarios, siendo 

el espacio de soluciones viables 









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

 
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WxwSxxS
n

i
iin

1
1

* |),...,(x  un 

subconjunto de S cuyo tamaño no puede determinarse directamente: 

nSS 2## *  . 

El problema de la mochila es uno de los problemas clásicos de optimización 

combinatoria más sencillos de formalizar y entender, ha sido estudiado durante 

más de un siglo, y aunque se desconocen los orígenes de su nombre, ya se 
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menciona como tal en los tempranos trabajos del matemático Tobías Dantzig 

en el año 1930. Se trata de un problema NP-duro, al igual que el TSP, excepto 

si se puede realizar una división o partición de los objetos, ya que en ese caso 

existe un sencillo algoritmo exacto de complejidad potencial, consistente en 

ordenar los objetos de mayor a menor por ratio vi/wi (valor por unidad de peso) 

y a continuación tomar los k primeros objetos cuya suma de pesos sea 

justamente menor que el peso máximo W y añadir la parte del objeto k+1 

necesaria para llegar a un peso total igual a W. El problema de la mochila (o 

una versión del mismo) aparece frecuentemente en entornos reales, tales como 

la selección de artículos a almacenar en un depósito, la selección de una 

cartera de inversiones financieras que maximicen la rentabilidad sin exceder un 

cuantía máxima invertida, e incluso la generación de claves criptográficas. Las 

variantes principales de problema de la mochila, las cuales pueden combinarse 

entre sí, son: KP multi-objetivo, en el que en vez de un solo objetivo a 

maximizar, el valor económico de los objetos seleccionados, puede haber otros 

objetivos de tipo medioambiental o social (caducidad, popularidad); KP multi-

lineal, en el que en vez de una restricción unidimensional, el peso máximo 

permitido para los objetos seleccionados, puede haber otras características 

independientes (p.e., volumen) que limiten la selección de objetos; KP múltiple, 

en el que se consideran varias mochilas para el transporte de los objetos 

seleccionados. 

7. Problema de la máxima diversidad. 

Definición (Problema de la máxima diversidad). El problema de la máxima 

diversidad (Maximum Diversity Problem, MDP) consiste en seleccionar un 

subconjunto de m objetos de un conjunto total de n objetos, siendo nm  , con 

el fin de maximizar una función de distancia entre los objetos que mide la 

diversidad del subconjunto. Desde el punto de vista de la optimización 

combinatoria, el problema de la máxima diversidad es una cuádrupla (X,S,f,R), 

donde: 

  nxxX ,...,1 , es el conjunto de variables del problema, en el que cada 

variable xi representa un objeto seleccionable. El dominio finito común 
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para las n variables es binario }1,0{D , de manera que si la variable 

toma valor 1 indica que el objeto es seleccionado y si toma valor 0 el 

objeto no es seleccionado. 

 nDS  , es el espacio de soluciones del problema, de tamaño 

nnDS 2##  . Una solución arbitraria del problema se representa 

mediante un vector   S,x,x n  1x . 

 Sf : , es la función objetivo a maximizar, o distancia total entre los 

m objetos seleccionados que forman el subconjunto, función 

determinada por la expresión: 

   
 
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donde  jid ,  es la función de distancia que mide la diversidad entre los 

objetos i y j. 

  rR  , es el conjunto de restricciones, formado únicamente por la 

restricción de número de objetos seleccionados: 

mxr
n

i
i 
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:  

El objetivo del problema consiste en encontrar una solución, 

Sss n  ),...,( 1opts , que maximice globalmente la función objetivo f, de tal 

forma que se satisfaga la restricción de número de objetos seleccionados. El 

espacio de soluciones viables es el conjunto 
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conjunto de cardinal n), siendo el tamaño de dicho espacio de soluciones 
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El problema de la máxima diversidad es NP-duro, ya que no se conoce ningún 

algoritmo de resolución ni de verificación de complejidad potencial. Dentro de la 

teoría de grafos, el problema de la pandilla máxima (Maximum Clique Problem, 

MCP), que consiste en encontrar en un grafo simple G la mayor pandilla, es 

decir, el mayor subconjunto de vértices que forman un subgrafo completo de G, 

puede ser visto como un caso particular del MDP en el que los objetos son los 

vértices del grafo y la distancia entre vértices es binaria, igual a 1 si los vértices 

son adyacentes, e igual a 0 en caso contrario. Un ejemplo de aplicación del 

MDP aparece en la preservación de la biodiversidad cuando los recursos son 

limitados, y en otros contextos como la investigación médica, las políticas de 

gestión de personas, o la selección de carteras de inversión. 

8. Problema de la programación de operaciones de producción. 

Definición (Problema de la programación de operaciones de producción). 

El problema de la programación de operaciones de producción discreta (Job-

shop Scheduling Problem, JSP) considera en su definición más básica una 

planta industrial dedicada a la fabricación de p piezas o artículos mediante un 

conjunto de m máquinas, de modo que cada máquina j es capaz de efectuar el 

proceso de producción de un subconjunto de los artículos, con un tiempo 

unitario de proceso diferente por artículo tjk, el cual será nulo si la máquina j no 

puede producir el artículo k. El problema consiste en asignar máquina a un 

conjunto de n operaciones de producción, cada una dirigida a la fabricación de 

qi unidades de un mismo artículo ai, con el objetivo de minimizar el tiempo total 

de proceso de las operaciones. Desde el punto de vista de la optimización 

combinatoria, el problema de la programación de operaciones de producción es 

una cuádrupla (X,S,f,R), donde: 

  nxxX ,...,1 , es el conjunto de variables del problema, en el que cada 

variable xi representa la operación número i a asignar. El dominio finito 

común para las n variables es el conjunto de las m máquinas donde se 

deben realizar las operaciones de producción },...,2,1{ mD  . 



2. Optimización Combinatoria 

47 

 nDS  , es el espacio de soluciones del problema, de tamaño 

nn mDS ## . Una solución arbitraria del problema se representa 

mediante un vector   S,x,x n  1x . 

 Sf : , es la función objetivo a minimizar, o tiempo total de proceso 

(makespan) de las operaciones en las máquinas, determinada por: 

   
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donde qi es el número de piezas a fabricar en la operación i, 
ii axt es el 

tiempo unitario de producción en la máquina asignada a la operación i 

del artículo ai, y  jxi ,  es la función de Kronecker: 
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  n,... ,rrR 1 , es el conjunto de restricciones: 

),...,1(0: nitr
iiaxi   

Las restricciones r1 a rn aseguran que a cada operación i se le asigna 

una máquina capaz de realizar el proceso productivo del artículo 

correspondiente (tiempo de proceso de la máquina xi para el artículo ai 

no nulo). 

El objetivo del problema consiste en encontrar una solución, 

Sss n  ),...,( 1opts , que minimice globalmente la función objetivo f, de tal 

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables. 

El espacio de soluciones S es el conjunto de las variaciones con repetición de 

de orden n del conjunto de m máquinas, siendo el espacio de soluciones 

viables  0:},...,1{|),...,,( 21
* 

iiaxn tniSxxxS x  un subconjunto de S 

cuyo tamaño no puede determinarse directamente: nmSS ## * . 

Como los anteriores, el JSP es un problema NP-duro para el que no se 

conocen algoritmos de resolución ni de verificación de complejidad potencial. El 
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JSP es uno de los problemas de optimización combinatoria que más variantes 

y generalizaciones admite, posiblemente más incluso que el VRP, debido a la 

enorme casuística que surge en los entornos de fabricación industrial. Las 

principales variantes del JSP son: JSP con planes de producción multiproceso 

de los artículos, en el que la fabricación de cada artículo se compone de varios 

procesos individuales que deben llevarse a cabo, normalmente en secuencia; 

JSP multi-objetivo, en el que además del tiempo total de proceso (o en su 

lugar) puede haber otros objetivos, como la reducción de costes de producción, 

la optimización del uso de las máquinas, la consideración de preferencias, la 

prioridad de las operaciones, etc.; JSP con fechas de lanzamiento y entrega de 

pedidos, en el que cada operación de producción tiene asociadas dos fechas 

críticas, la fecha de lanzamiento y la fecha de entrega; JSP con tiempos de 

preparación dependientes de la secuencia (sequence-dependent setup times) 

para las máquinas; JSP dinámico, en el que se consideran eventos o 

excepciones en tiempo real que pueden afectar a los programas de producción 

elaborados de manera que sea necesario realizar una reprogramación parcial 

de las operaciones. Además de las variantes principales anteriores, que 

además pueden recombinarse de forma arbitraria, existen muchas otras de 

mayor detalle, que también afectan a la definición del problema, ya que 

incrementan las variables consideradas, los objetivos de optimización y las 

restricciones a tener en cuenta, tales como la existencia de recursos auxiliares 

críticos (operarios, herramientas, utillaje, materiales), la incorporación de 

calendarios laborales, turnos de trabajo y planes de mantenimiento para las 

máquinas, la existencia de planes de proceso alternativos para la fabricación 

de los artículos y de planes de proceso con procesos que pueden realizarse en 

paralelo en lugar de secuencialmente, etc. 
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2.1.5. Resolución exacta de los problemas de optimización 

combinatoria: Búsqueda exhaustiva 

Algoritmo de búsqueda exhaustiva 

La resolución exacta de un problema de optimización combinatoria supone 

obtener la solución óptima global del problema. Debido a la complejidad 

algorítmica de los problemas de optimización combinatoria, los algoritmos 

exactos de resolución se basan en procedimientos de enumeración sistemática 

de soluciones o búsqueda exhaustiva. 

Así, dado un problema de optimización combinatoria (X,S,f,R), con conjunto de 

variables  nxxX ,...,1 , de dominios discretos y finitos },...,2,1{ ii pD  , con 

ni ,...,2,1 , la estructura básica de un algoritmo de búsqueda exhaustiva es la 

siguiente: 

1. Se genera la primera solución candidata del problema   S,,  1,11 x . 

2. Si x verifica todas las restricciones R del problema, se almacena la 

solución en curso x como mejor solución obtenida hasta el momento por 

el algoritmo, xx :opt . 

3. Se genera la siguiente solución candidata del problema en la secuencia 

de valores de las variables dentro de sus dominios respectivos, 

)(Siguiente: xx   

4. Si la nueva solución en curso x verifica las restricciones R del problema, 

y es de mejor calidad que la mejor solución obtenida hasta el momento 

por el algoritmo, se almacena como tal, xx :opt . 

5. Si la solución en curso no es la última solución candidata posible del 

problema,  n,p,,pp 21x , se repiten los pasos 3 y 4. En caso 

contrario, el algoritmo termina, siendo la solución del problema la mejor 

solución obtenida por el algoritmo, xopt (óptimo global). 



Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado 

 

50 

Como se observa, el algoritmo de búsqueda exhaustiva asegura la obtención 

de la solución óptima global del problema gracias a la enumeración sistemática 

de todas las soluciones candidatas. Por ello, el número de iteraciones que el 

algoritmo debe efectuar es igual al tamaño del espacio de soluciones: 

 n

n

i
ii

n

i
ppppDS 21

11
## 














 


 

En ocasiones, para determinados problemas es posible encontrar un 

procedimiento que genere directamente la secuencia ordenada de soluciones 

candidatas viables, por ejemplo, cuando las soluciones viables sean 

variaciones, permutaciones o combinaciones, lo que evita generar todas las 

soluciones candidatas y comprobar para cada una las restricciones del 

problema. En tales casos, el algoritmo de búsqueda exhaustiva se simplifica 

algo, si bien el número de iteraciones que debe realizar sigue siendo muy 

elevado, igual al tamaño del espacio de soluciones viables *#S . 

Limitaciones de los algoritmos exactos de optimización 

combinatoria 

Los algoritmos exactos de optimización combinatoria basados en la búsqueda 

exhaustiva determinan la solución óptima global del problema gracias a la 

enumeración sistemática de soluciones. Sin embargo, la complejidad 

algorítmica de la búsqueda exhaustiva en el caso peor (enumeración de todas 

las soluciones candidatas) es, como se ha comprobado, potencial-exponencial, 

ya que el número de iteraciones que se deben realizar para un problema de n 

variables con dominios },...,2,1{ ii pD  , siendo ni ,...,2,1 , es igual a 

npppS 21#  . Incluso en casos mejores (enumeración de permutaciones o 

combinaciones como soluciones candidatas viables) la complejidad del 

algoritmo de búsqueda exhaustiva es exponencial o superior. 

Por tanto, los enfoques exactos que rastrean todo el espacio de soluciones 

para encontrar siempre la solución óptima global son válidos tan solo para 

instancias de tamaño muy reducido de los problemas de optimización. En caso 
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contrario, los tiempos de ejecución de estos métodos son irrealizables en la 

práctica. No obstante, los algoritmos exactos son de gran importancia desde un 

punto de vista teórico, pues permiten determinar la solución óptima global de 

instancias de pequeño tamaño de los problemas, que pueden servir para el 

análisis y la evaluación de la eficiencia de otros métodos no exactos 

(algoritmos aproximados). 

2.1.6.  Resolución aproximada de los problemas de 

optimización combinatoria: Heurísticas y meta-heurísticas 

La inviabilidad práctica de los métodos exactos de resolución de problemas 

reales de optimización combinatoria ha hecho necesaria la búsqueda de 

métodos aproximados que permitan obtener soluciones óptimas locales de 

calidad en un tiempo factible para este tipo de problemas. El diseño de 

métodos algorítmicos aproximados ha tenido especial relevancia en las últimas 

décadas, y se ha visto favorecido por los avances en potencia de cálculo de los 

computadores. Las técnicas algorítmicas de resolución más utilizadas son las 

heurísticas (algoritmos heurísticos) y las meta-heurísticas (algoritmos meta-

heurísticos). A continuación se describe de forma general en qué consiste cada 

una de estas técnicas y cuáles son sus características principales. 

Heurísticas 

Un algoritmo de optimización heurístico, o simplemente heurística1, es una 

técnica que trata de encontrar solución a un problema de optimización 

haciendo uso del conocimiento específico existente sobre dicho problema. Una 

posible definición de algoritmo heurístico es la aportada por A. Díaz [DIAZ96]: 

“Un método heurístico es un procedimiento para resolver un 

problema de optimización bien definido mediante una aproximación 

intuitiva, en la que la estructura del problema se utiliza de forma 

inteligente para obtener una buena solución.” 

                                                 
1 El término heurística proviene del verbo griego heuriskein, cuyo significado es encontrar o 
descubrir. 
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Otra definición similar es la propuesta por H. Zanakis et al. [ZANA81]: 

“Una heurística es un procedimiento simple, basado en el sentido 

común, que se supone obtiene una buena solución (no 

necesariamente óptima) a problemas difíciles de un modo sencillo y 

rápido.” 

Una heurística utiliza información concreta y características conocidas del 

problema en la exploración del espacio de soluciones de manera que la 

búsqueda se intensifica dentro de las áreas que sean más prometedoras, con 

el objetivo de encontrar una buena solución de forma rápida. 

Obviamente, el diseño y análisis de algoritmos heurísticos está completamente 

ligado al tipo de problema a resolver, por lo que su estudio constituye un área 

muy amplia a tratar, que se divide según los problemas o tipos de problemas 

considerados. Incluso puede hablarse del nivel de especificidad de una 

heurística con respecto a los problemas a los que puede aplicarse: 

 Heurísticas muy específicas, aplicables sólo a ciertas instancias de un 

problema de optimización. Por ejemplo, una heurística que resulte útil 

para resolver instancias del problema del viajante en las que los lugares 

a visitar se encuentren agrupados en conglomerados claramente 

diferenciados. 

 Heurísticas intermedias, aplicables a cualquier instancia de un problema 

de optimización. Por ejemplo, una heurística que sea útil para resolver 

cualquier instancia del problema del viajante. 

 Heurísticas generales, aplicables a cualquier problema de optimización 

dentro de un tipo concreto. Por ejemplo, una heurística que sea útil para 

resolver problemas de planificación de rutas, tales como el problema del 

viajante o el problema de la asignación de rutas a vehículos. 

Los algoritmos heurísticos suelen ser muy potentes y útiles en su aplicación 

práctica, pero para su diseño se requiere tener un conocimiento muy preciso de 

las características del problema y de su espacio de soluciones. Generalmente, 
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las heurísticas más eficientes se desarrollan para la resolución de problemas 

de tipo académico con una formulación sencilla y bien conocidos, ya que la 

dificultad de encontrar heurísticas adaptables a problemas reales más 

complejos, con función objetivo y restricciones complejas, resulta difícil o 

incluso imposible desde un punto de vista práctico por cuestiones de tiempo. 

Meta-heurísticas 

A principio de la década de los ochenta comenzaron a desarrollarse una serie 

de métodos, denominados meta-heurísticos, es decir, heurísticos de nivel 

superior o más generales, que intentan superar las limitaciones de eficiencia y 

especificidad de las heurísticas tradicionales mediante una exploración mayor 

del espacio de soluciones, lo cual ha sido factible gracias al incremento 

progresivo en potencia de cálculo de los computadores. 

Existen varias interpretaciones del concepto de meta-heurística. Algunos 

autores definen las meta-heurísticas como estructuras algorítmicas de alto nivel 

que guían otras heurísticas de bajo nivel con el fin de obtener mejores 

resultados. Así, F. Glover [GLOV86] definió estos métodos de la siguiente 

forma: 

“Una meta-heurística es una estrategia maestra de alto nivel que 

guía y modifica otras heurísticas para producir soluciones mejores 

que las que se generan normalmente en procedimientos de 

optimización local.” 

Otros autores definen las meta-heurísticas simplemente como evoluciones 

complejas de las heurísticas iniciales, es decir, como heurísticas complejas 

modernas. Así, J.P. Kelly et al [KELL96] aporta la siguiente definición: 

“Las meta-heurísticas son métodos aproximados diseñados para 

resolver problemas de optimización combinatoria en los que las 

heurísticas clásicas no son efectivas. Proporcionan una estructura 

general para crear nuevos algoritmos híbridos combinando 
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diferentes conceptos derivados de la inteligencia artificial, la 

evolución biológica, y los métodos estadísticos.” 

La definición de meta-heurística que se va a considerar aquí es la derivada 

directamente del propio prefijo meta del término: una meta-heurística es una 

heurística completamente general, es decir, una heurística aplicable a cualquier 

problema de optimización. Por tanto, un algoritmo meta-heurístico de 

optimización, o meta-heurística, es una técnica aproximada de alto nivel que 

busca solución a un problema de optimización utilizando en el proceso de 

búsqueda sólo conocimiento general común a todos los problemas de 

optimización. 

Las meta-heurísticas puras pueden utilizarse en cualquier tipo de problema de 

optimización, ya que basan la búsqueda sólo en la información común a todos 

los problemas de optimización (sucintamente, la existencia de una función 

objetivo numérica de variables discretas y un conjunto de restricciones 

numéricas entre las variables), y restringen el uso de la información específica 

del problema particular a la formulación matemática, y a la codificación de las 

soluciones de forma que se asegure la viabilidad de las mismas respecto a las 

restricciones impuestas. Para ello, las meta-heurísticas exploran un área 

mucho mayor del espacio de soluciones que las heurísticas específicas, con el 

objetivo de encontrar una buena solución en tiempo factible. Por esta razón, 

estas técnicas son más apropiadas para su aplicación a problemas reales con 

una formulación compleja, ya que no necesitan utilizar información específica 

en la exploración del espacio de soluciones viables del problema. Se trata de 

algoritmos que pueden ser comparativamente menos eficientes que los 

heurísticos específicos del problema, pero que pueden aplicarse con poco 

esfuerzo a problemas complejos para los que no existan o no se conozcan 

heurísticas apropiadas. 

Esta definición de meta-heurística no está en conflicto con las anteriores. En 

efecto, las meta-heurísticas pueden también utilizarse en la resolución de un 

problema de optimización concreto como estructura o marco algorítmico en 

combinación con heurísticas específicas de más bajo nivel adaptadas al 

problema, formando lo que podría interpretarse como un algoritmo híbrido 
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multinivel, con el objetivo de conseguir una mayor eficiencia resolutiva. De 

hecho, la combinación de técnicas heurísticas y meta-heurísticas es muy 

común en la investigación y el desarrollo de aplicaciones prácticas. 

Precisamente, este trabajo de investigación está orientado al estudio de las 

meta-heurísticas como algoritmos generales de optimización combinatoria. 

Concretamente se centra en el análisis detallado y la mejora de una de las 

meta-heurísticas fundamentales: el recocido simulado. Además del recocido 

simulado existe un gran número de meta-heurísticas en la literatura científica: 

búsqueda tabú, algoritmos evolutivos y genéticos, optimización por enjambre 

de partículas inteligentes, búsqueda dispersa, algoritmo GRASP, optimización 

por colonia de hormigas, etc. Para una mejor compresión y enmarque del 

recocido simulado dentro del conjunto de las meta-heurísticas, en los 

siguientes apartados se realiza una breve descripción de las meta-heurísticas 

más importantes. Como paso previo se establece una taxonomía o clasificación 

básica de las meta-heurísticas de acuerdo con diversos criterios. 

Tipos de algoritmos aproximados 

Los algoritmos aproximados (heurísticos y meta-heurísticos) que se emplean 

en la resolución de los problemas de optimización combinatoria se pueden 

clasificar según diferentes criterios: 

 Algoritmos transformativos y algoritmos constructivos. Los algoritmos 

transformativos son aquellos en los se parte de una o varias soluciones 

candidatas del problema, completas y viables respecto a las 

restricciones, que van transformándose parcialmente según avanza el 

proceso de optimización. Los algoritmos constructivos son aquellos en 

los que se parte de una o varias soluciones parciales viables del 

problema, llamadas soluciones semilla, que van completándose paso a 

paso mediante un proceso constructivo en el que se asignan 

secuencialmente valores a las variables indeterminadas de acuerdo con 

algún criterio de optimización, de modo que en cada paso se cumplan 

las restricciones del problema con respecto a las variables ya asignadas. 
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 Algoritmos de búsqueda simple o trayectoriales y algoritmos 

poblacionales. En los algoritmos de búsqueda simple se considera una 

única solución en curso, que se transforma, o construye, en el tiempo, 

formando una trayectoria por el espacio de soluciones del problema. En 

los algoritmos de búsqueda múltiple o poblacionales se contemplan 

simultáneamente varias soluciones en curso, las cuales se van 

transformando, o se construyen, en el tiempo, estableciéndose entre 

ellas una cierta interacción. 

 Algoritmos deterministas y algoritmos aleatorios. Un algoritmo 

determinista es aquel que, para una instancia concreta de un problema 

de optimización y ante una misma solución inicial, ya sea completa como 

en los algoritmos transformativos, o parcial como en los algoritmos 

constructivos, obtiene en cada ejecución siempre la misma solución 

óptima final del problema. Por el contrario, un algoritmo aleatorio es 

aquel que presenta algún componente de azar o probabilístico en su 

operación, de tal modo que, para una instancia concreta de un problema 

de optimización y ante una misma solución inicial, obtiene en diferentes 

ejecuciones distintas soluciones óptimas finales del problema. 

 Algoritmos estáticos y algoritmos dinámicos. Los algoritmos estáticos 

son aquellos que no modifican durante toda la ejecución sus parámetros 

y estructuras de funcionamiento, tales como parámetros de 

aleatorización, estructuras de vecindad, criterios de aceptación de 

soluciones, o criterios de terminación. Por el contrario, los algoritmos 

dinámicos son los que modifican dinámicamente durante la ejecución 

sus parámetros y estructuras operativas, por ejemplo, reduciendo 

progresivamente la perturbación aleatoria, cambiando de estructura de 

vecindad, o alterando el criterio de aceptación de soluciones o el criterio 

de terminación. Un caso especial de algoritmos dinámicos son aquellos 

que modifican la función objetivo del problema o las restricciones, 

aunque en realidad en estos casos el dinamismo suele ser más una 

característica del propio problema a resolver que del algoritmo en sí. 
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 Algoritmos integrales y algoritmos de división. Un algoritmo integral es 

aquel que considera el problema de optimización como un todo y obtiene 

la mejor solución posible considerando globalmente el conjunto de 

variables, la función objetivo y el conjunto de restricciones originales en 

cada fase del proceso de optimización. Un algoritmo de división es aquel 

que divide el problema en partes o subproblemas, por ejemplo, 

separando el conjunto de variables del problema en subconjuntos 

disjuntos de variables, cada uno con una función objetivo y un conjunto 

de restricciones particulares, derivadas del objetivo y las restricciones 

del problema original. Estos algoritmos optimizan por separado cada 

subproblema para al final integrar las soluciones de los subproblemas en 

una solución global. 

Diversificación (exploración) e intensificación (explotación) de 

un algoritmo aproximado 

La diversificación y la intensificación son cualidades de los algoritmos 

aproximados, y más específicamente de las meta-heurísticas, que fueron 

desarrolladas originalmente en el ámbito de la búsqueda tabú [GLOV86]. 

Constituyen una medida de la capacidad o la potencialidad de las meta-

heurísticas: 

 La diversificación, también llamada capacidad de exploración, es la 

cualidad de un algoritmo aproximado de explorar sin exhaustividad una 

amplia región del espacio de soluciones, visitando de forma más o 

menos aleatoria puntos del espacio (soluciones) alejados entre sí. La 

diversificación tiene como objetivo escapar de los óptimos locales 

propios de las búsquedas sobre pequeñas regiones del espacio. Los 

algoritmos aproximados que potencian la diversificación se caracterizan 

por encontrar mejores soluciones que los algoritmos basados en la 

optimización local, pero más lentamente, es decir, suelen ser de 

convergencia lenta. 
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 La intensificación, también conocida como capacidad de explotación, es 

la cualidad de un algoritmo aproximado de explorar exhaustivamente o 

de forma intensa una pequeña región del espacio de soluciones, 

visitando la totalidad o una gran mayoría de los puntos del espacio 

(soluciones) de dicha región. La intensificación tiene como objetivo 

encontrar la mejor solución posible dentro de una vecindad, y es útil 

sobre todo cuando se realiza en regiones del espacio que sean 

prometedoras. Obviamente, para determinar esas regiones más 

prometedoras del espacio es conveniente utilizar información concreta 

sobre el problema y su espacio de soluciones, lo cual precisamente 

constituye la base de los algoritmos heurísticos. Los algoritmos 

aproximados que potencian la intensificación se caracterizan por 

encontrar buenas soluciones de forma rápida, es decir, suelen ser 

rápidamente convergentes. 

Taxonomía de los principales algoritmos aproximados meta-

heurísticos 

Teniendo en cuenta los criterios de clasificación anteriores puede establecerse 

una taxonomía jerárquica de las meta-heurísticas fundamentales. Dado que los 

cinco criterios establecidos para los algoritmos aproximados no son 

excluyentes entre sí, para evitar formar una compleja red de meta-heurísticas, 

en esta clasificación se ha considerado un orden de importancia en los 

criterios: 

1. Modo de generación de soluciones (algoritmos transformativos y 

algoritmos constructivos). 

2. Número de soluciones en curso (algoritmos de búsqueda simple y 

algoritmos poblacionales). 

3. Determinismo (algoritmos deterministas y algoritmos aleatorios). 

4. Adaptabilidad (algoritmos estáticos y algoritmos dinámicos). 

5. Integralidad (algoritmos integrales y algoritmos de división). 
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La tabla 2.2 ofrece una lista de las principales meta-heurísticas de optimización 

combinatoria. 

  META-HEURÍSTICAS 
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Búsqueda local (Local Search, LS) 

Búsqueda de vecindad variable (Variable Neighborhood Search, 

VNS) 

Búsqueda local iterativa (Iterated Local Search, ILS) 

Recocido simulado (Simulated Annealing, SA) 

Búsqueda tabú (Tabu Search, TS) 
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Algoritmos genéticos (Genetic Algorithms, GA) 

Algoritmos meméticos (Memetic Algorithms, MA) 

Algoritmos culturales (Cultural Algorithms, CA) 

Optimización por enjambre de partículas (Particle Swarm 

Optimization, PSO) 

Colonia de abejas artificiales, (Artificial Bee Colony, ABC) 

Búsqueda dispersa (Scatter Search, SS) 

Reencadenamiento de trayectorias (Path Relinking, PR) 
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Algoritmos genéticos paralelos (Parallel Genetic Algorithms, PGA) 

Optimización por enjambre múltiple de partículas (Multiple Particle 

Swarm Optimization, MPSO) 

Colonia múltiple de abejas artificiales, (Multiple Artificial Bee Colony, 

MABC) 

Tabla 2.2: Principales meta-heurísticas de optimización combinatoria 

 



Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado 

 

60 

A
lg

o
ri

tm
o
s
 c

o
n

s
tr

u
c
ti
v
o

s
 B

ú
s

q
u

e
d

a
 s

im
p

le
 

Algoritmos voraces simples (Simple Greedy Algorithms, SGA) 

GRASP - Procedimiento de búsqueda voraz adaptativa aleatorizada 

(Greedy Randomized Adaptive Search Procedure, GRASP) 

POPMUSIC - Meta-heurística de optimización parcial bajo 

condiciones especiales de intensificación (Partial Optimization 

Meta-heuristic Under Special Intensification Conditions, 

POPMUSIC) 

P
o

b
la
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io

n
a

le
s
 U

n
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b
la
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le
s
 Optimización por colonia de hormigas (Ant Colony Optimization, 

ACO) 

M
u

lt
i-

p
o

b
la

c
io

n
a

le
s
 Optimización por equipos asíncronos (Asynchronous Teams 

Optimization, ATO) 

Tabla 2.2 (cont.): Principales meta-heurísticas de optimización combinatoria 

La aceptación y desarrollo – por parte de los investigadores – de 

procedimientos heurísticos y meta-heurísticos para la resolución aproximada de 

problemas de optimización se refleja en: 

 El gran números de libros publicados en este campo [ACKL87], 

[AART89], [REEE93], [REEV95], [RAYW95], [DIAZ96], [MICH00], 

[REEE02], [GLOV03],  

 revistas especializadas: Journal of Heuristics, Computational 

Optimization and Applications, Journal of Combinatorial Optimization, 

Computers and Operations Research, Evolutionary Computation, 

European Journal of Operational Research, INFORMS Journal on 

Computing, Inteligencia artificial,  

 artículos de investigación [LOCA00], [ALVA03], [DIAZ03], [DIAZ08],  

 congresos: European Conference on Evolutionary Computational, el 

Metaheuristics International Conference o el Congreso Español de 

Metaheurísticas y Algoritmos Evolutivos y Bioinspirados,  
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 asociaciones como HEUR (http://heur.uv.es) o Metaheuristics Network 

(www.metaheuristics.org) con financiación de la Unión Europea, que 

aportan numerosa y valiosa información en Internet. 

Actualmente existe un crecimiento espectacular de los algoritmos meta-

heurísticos. Algunos de estos métodos se han desarrollado para la resolución 

de problemas concretos sin poder hacerse una generalización para otros 

problemas. Todas las meta-heurísticas básicas mencionadas en la tabla 

anterior se describen brevemente en apartados posteriores (2.2 a 2.9), 

haciendo especial énfasis en las meta-heurísticas transformativas de búsqueda 

simple y sus variantes, grupo al que pertenece el recocido simulado, objeto 

principal de estudio en la investigación de la tesis doctoral. 

2.2. ALGORITMOS TRANSFORMATIVOS DE BÚSQUEDA 

SIMPLE I: BÚSQUEDA LOCAL 

2.2.1.  Búsqueda local 

Los algoritmos de búsqueda local (Local Search, SL) [AART97] constituyen una 

clase interesante de algoritmos generales de optimización aproximada 

transformativos y de búsqueda simple o trayectoriales, basados en la técnica 

básica de generación y prueba. Se trata de un método iterativo simple que 

permite encontrar soluciones aproximadas rápidamente. De hecho, la 

búsqueda local es la base de muchos de los algoritmos aproximados usados 

en problemas de optimización combinatoria. 

En esencia, el algoritmo comienza generando una solución arbitraria completa 

que verifique las restricciones del problema. A partir de entonces se van 

generando secuencialmente nuevas soluciones vecinas que verifiquen las 

restricciones. Para cada nueva solución generada se comprueba si mejora la 

calidad frente a la solución en curso, de manera que en caso afirmativo la 
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nueva solución mejor pasa a ser la solución en curso. El algoritmo termina 

cuando se ha explorado totalmente (o con probabilidad cercana a 1) el conjunto 

de soluciones vecinas a la actual sin que se produzcan mejoras cualitativas 

respecto a ésta. La solución del problema es precisamente esta solución en 

curso, la cual será, por definición, un óptimo local del problema. 

Existen diferentes formas de dirigir la búsqueda local. Por lo general, la 

complejidad computacional de un procedimiento de búsqueda local depende 

del tamaño de la vecindad. Cuanto mayor sea la vecindad, mayor será el 

tiempo necesario para examinarla, y mejores las soluciones óptimas locales 

obtenidas como resultado. 

Dado un problema de optimización combinatoria (X,S,f,R), la estructura básica 

de un algoritmo de búsqueda local es la siguiente: 

1. Se establece como solución inicial en curso una solución candidata 

viable, elegida al azar o de forma heurística, 0: xx  . 

2. Mediante una función generatriz de soluciones vecinas viables g, se 

obtiene a partir de x una nueva solución candidata y, )(: xy g . 

3. Si la nueva solución y es de mejor calidad que la actual x, )()( xy ff   en 

caso de minimización o )()( xy ff   en caso de maximización, entonces 

la nueva solución y pasa a ser la solución en curso, yx : . 

4. Si existen soluciones viables en la vecindad de la actual aún no 

procesadas, se reiteran los pasos 2 y 3. En caso contrario, si no puede 

encontrarse una solución de mejor calidad dentro de la vecindad de la 

actual, el algoritmo termina. La solución del problema es la última 

solución en curso x del procedimiento (óptimo local). 

La función generatriz de soluciones vecinas viables F puede ser determinista o 

aleatoria. En el primer caso (búsqueda local determinista), la vecindad 

asociada a una solución en curso se recorre de forma secuencial, hasta que la 

solución en curso sea sustituida o se hayan considerado todas las soluciones 

vecinas a la actual y el algoritmo termine. Por el contrario, si la función 
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generatriz de soluciones vecinas viables es aleatoria (búsqueda local aleatoria), 

la estructura de vecindad asociada a una solución en curso se recorre al azar, 

hasta que la solución actual sea sustituida o se llegue a un límite máximo de 

iteraciones y el algoritmo termine. En general, este límite máximo de 

iteraciones debe implicar (con probabilidad cercana a 1) que en el recorrido 

aleatorio se han explorado todas las soluciones vecinas a la solución en curso. 

A pesar de su sencillez, generalidad y flexibilidad, los algoritmos de búsqueda 

local presentan el inconveniente de que obtienen soluciones óptimas locales de 

calidad limitada. La calidad de la solución obtenida por un algoritmo de 

búsqueda local depende directamente de la solución inicial elegida y del 

tamaño de la vecindad considerada. Además, el carácter local de la búsqueda 

hace que la calidad media de las soluciones con respecto a la óptima empeore 

a medida que crece el tamaño del problema [JOHN85]. 

Para mejorar la eficiencia del algoritmo se puede optar por ejecutarlo un gran 

número de veces con diferentes soluciones iniciales factibles, guardando la 

mejor solución que se haya obtenido en las diferentes búsquedas. Sin 

embargo, obviamente este procedimiento de mejora tampoco garantiza que se 

encuentre el óptimo global. 

2.2.2.  Búsqueda de vecindad variable 

La búsqueda de vecindad variable (Variable Neighborhood Search, VNS) es 

una meta-heurística de optimización combinatoria propuesta por Mladenovìc y 

Hansen [MLAD97] en 1997, que intenta reducir el problema de la convergencia 

en óptimos locales cambiando sistemáticamente la estructura de vecindad 

durante un procedimiento de búsqueda local [HANS01], [HANS02], [HANS03]. 

Con respecto a su funcionamiento, esta técnica toma como base un conjunto 

de p estructuras de vecindad alternativas, gk, con pk ,...,1 , a utilizar durante 

el proceso de búsqueda. Cada una de estas estructuras de vecindad gk se 

construye con una métrica diferente (medida de la distancia entre soluciones) 

y/o respecto a una función de transformación simple diferente, de forma que 
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una solución óptima local respecto a una vecindad gk no tiene por qué ser, en 

general, un óptimo local respecto a otra vecindad gk. Esto significa que la 

topología del espacio de búsqueda queda determinada por la estructura de 

vecindad elegida. Las implicaciones de este principio son claras: si a partir de 

una solución inicial x0 se aplica un procedimiento de búsqueda local con una 

vecindad gk, se obtendrá una solución óptima local x1, y si a continuación a 

partir de ésta solución x1 se aplica de nuevo un procedimiento de búsqueda 

local con otra estructura de vecindad gk, podrá obtenerse un segundo óptimo 

local x2, que mejorará el anterior. 

El principio básico de la técnica VNS, esto es, el cambio sistemático de 

estructura de vecindad durante un procedimiento de búsqueda local, puede 

implementarse de diferentes formas, dando lugar a diversas variantes de la 

búsqueda de vecindad variable. La más representativa es la búsqueda básica 

de vecindad variable (Basic Variable Neighborhood Search, BVNS), de carácter 

mixto determinista-aleatorio. Básicamente, el algoritmo BVNS comienza 

generando una solución arbitraria completa que verifique las restricciones del 

problema. Tomando como base la primera estructura de vecindad del conjunto 

de vecindades definido, se ejecuta una búsqueda local aleatoria completa con 

el objetivo de alcanzar una solución óptima local. A continuación, se 

comprueba si la solución óptima local obtenida mejora la calidad frente a la 

solución en curso. En caso afirmativo, la nueva solución óptima local pasa a ser 

la solución en curso, y a continuación se repite el proceso de mejora por 

búsqueda local aleatoria, pero tomando de nuevo como base la primera 

estructura de vecindad del conjunto de vecindades. En caso contrario, se 

mantiene la solución en curso, y se repite el proceso de mejora por búsqueda 

local con la siguiente estructura de vecindad del conjunto de vecindades. El 

algoritmo termina cuando se hayan considerado todas las estructuras de 

vecindad sin que se produzcan mejoras cualitativas respecto a la solución en 

curso. Esta solución en curso constituye la solución del problema, la cual será, 

por definición, un óptimo local. 
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Dado un problema de optimización combinatoria (X,S,f,R), la estructura básica 

del algoritmo de búsqueda básica de vecindad variable es la siguiente: 

1. Se define un conjunto de p estructuras de vecindad alternativas, gk, con 

pk ,...,1 . 

2. Se establece como solución inicial en curso una solución candidata 

viable, elegida al azar o de forma heurística, 0: xx  . 

3. Se toma como base la primera estructura de vecindad del conjunto de 

vecindades, 1:k . 

4. Se ejecuta un procedimiento de búqueda local aleatoria para encontrar 

un óptimo local respecto a la vecindad gk, )(calBúsquedaLo: k,gxy   

5. Si la solución encontrada y es mejor que la actual x, )()( xy ff   en caso 

de minimización o )()( xy ff   en caso de maximización, entonces la 

nueva solución y pasa a ser la solución en curso, yx : , y se toma de 

nuevo como base la primera estructura de vecindad del conjunto de 

vecindades, 1:k . En caso contrario, se mantiene la solución actual x, y 

se considera la siguiente estructura de vecindad del conjunto de 

vecindades, 1:  kk . 

6. Si pk  , se repiten de nuevo los pasos 4 y 5. En caso contrario, el 

algoritmo termina, siendo la solución del problema la última solución en 

curso x del proceso (óptimo local de las p estructuras de vecindad). 

Otras variantes importantes de la búsqueda de vecindad variable son: 

 La búsqueda de vecindad variable descendente, (Variable Neighborhood 

Descent, VND), de carácter determinista y estructura algorítmica igual a 

la del BVNS, en la que se van eligiendo secuencialmente las estructuras 

de vecindad del conjunto de vecindades, pero se emplea un 

procedimiento de búsqueda local determinista para encontrar el óptimo 

local respecto a cada vecindad. 
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 La búsqueda reducida de vecindad variable (Reduced Variable 

Neighborhood Search, RVNS), de carácter aleatorio, consistente en un 

único procedimiento de búsqueda local aleatoria en el que tras cada 

mejora de la solución en curso se produce un cambio aleatorio de 

estructura de vecindad. En este caso, el criterio de terminación del 

algoritmo es un límite máximo de iteraciones sin mejora en la calidad  de 

las nuevas soluciones respecto a la actual. Se trata de un límite 

arbitrario que puede elegirse de forma similar al caso de la búsqueda 

local aleatoria, por ejemplo, un límite que implique (con probabilidad 

cercana a 1) que en el recorrido aleatorio se han explorado todas las 

soluciones vecinas a la solución en curso respecto a la estructura de 

vecindad actual. 

Finalmente, pueden citarse otras variantes más complejas de la búsqueda de 

vecindad variable, tales como la búsqueda descompuesta de vecindad variable 

(Variable Neighborhood Decomposition Search, VNDS), la búsqueda sesgada 

de vecindad variable (Skewed Variable Neighborhood Search, SVNS), o la 

búsqueda paralela de vecindad variable (Parallel Variable Neighborhood 

Search, PVNS) [HANS10]. 

2.2.3.  Búsqueda local iterativa 

La búsqueda local iterativa (Iterated Local Search, ILS) [STUT99], es una meta-

heurística que utiliza iterativamente una estrategia de búsqueda local en dos 

niveles capaz de generar una sucesión convergente de óptimos locales del 

problema. Esta técnica ha sido redescubierta varias veces en la literatura con 

diferentes nombres: descenso iterativo (Iterated Descent, ID), optimización 

local encadenada (Chained Local Optimization, CLO). Los primeros que la 

aplicaron fueron Lin y Kernigham para la resolución del problema del viajante 

de comercio, TSP [LINK73]. Desde entonces este método ha sido utilizado 

numerosas veces en distintos problemas de optimización, tal como la 

programación de operaciones [RUIZ05]. 
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La idea fundamental de la búsqueda local iterativa consiste en obtener la 

solución de un problema de optimización combinatoria (X,S,f,R) mediante una 

estrategia de búsqueda local de dos niveles: un procedimiento de búsqueda 

local determinista embebido o de bajo nivel que actúa directamente sobre el 

espacio de soluciones S y genera iterativamente un conjunto de óptimos 

locales del problema, y un segundo procedimiento de búsqueda local de alto 

nivel que actúa sobre el subespacio SS opt  de los óptimos locales obtenidos 

al aplicar el primer procedimiento [LOUR01]. 

En esencia, la búsqueda local iterativa comienza generando una solución 

arbitraria completa que verifique las restricciones del problema. A partir de esta 

solución inicial se ejecuta una búsqueda local determinista completa sobre una 

estructura de vecindad concreta, con el objetivo de alcanzar una solución 

óptima local, la cual constituye la primera solución en curso del algoritmo. En 

este punto, se inicia la parte iterativa del algoritmo, aplicándose sucesivamente 

las tres operaciones siguientes: 

 Una alteración o perturbación de la solución en curso, que tiene por 

objetivo formar una nueva solución fuera de la vecindad de la solución 

en curso (óptimo local). Esta perturbación debe tener carácter aleatorio y 

su objetivo es salir fuera del entorno del óptimo local actual y explorar 

otras regiones del espacio de soluciones. La entidad de la perturbación 

tiene que definirse con detalle para evitar que, si es demasiado grande, 

la búsqueda local iterativa se transforme en un algoritmo de búsqueda 

aleatoria, o que, si es demasiado pequeña, pueda no ser suficiente para 

salir del entorno del óptimo local. 

 Un procedimiento de búsqueda local determinista de bajo nivel que parte 

de la solución alterada y tiene por objetivo encontrar en su vecindad un 

nuevo óptimo local. Este procedimiento suele ser el mismo que el 

utilizado en la generación de la primera solución en curso. 

 Un método de aceptación que permite decidir entre la solución en curso 

(óptimo local previo a la perturbación) y el nuevo óptimo local, cuál será 

la nueva solución en curso. 
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Como se observa, las tres operaciones de la parte iterativa del algoritmo 

forman a su vez un procedimiento de búsqueda local aleatoria de alto nivel 

sobre el subespacio de óptimos locales obtenidos mediante la búsqueda local 

determinista de bajo nivel. 

En consecuencia, dado un problema de optimización combinatoria (X,S,f,R), la 

estructura básica de un algoritmo de búsqueda local iterativa es la siguiente: 

1. Se genera, al azar o de forma heurística, una solución candidata viable 

x0. 

2. Partiendo de la solución x0, se ejecuta un procedimiento de búsqueda 

local determinista utilizando una estructura de vecindad g, con el fin de 

encontrar un óptimo local, que constituye la primera solución en curso 

del algoritmo, )(calBúsquedaLo: 0,gxx  . 

3. Se almacena la solución en curso x como mejor solución obtenida hasta 

el momento por el algoritmo, xx :opt . 

4. Se aplica una perturbación aleatoria a la solución en curso para 

transformarla en otra solución fuera de su vecindad, 

)(ónPerturbaci: xx    

5. Partiendo de la solución alterada x, se ejecuta un procedimiento de 

búsqueda local determinista utilizando la etructura de vecindad g, con el 

fin de encontrar un nuevo óptimo local, )(calBúsquedaLo: ,gxy  .  

6. Si la nueva solución y cumple el criterio de aceptación respecto a la 

solución en curso x, entonces la nueva solución y pasa a ser la solución 

en curso, yx : . En tal caso, si la nueva solución en curso x es de 

mejor calidad que la mejor solución xopt obtenida hasta el momento por 

el algoritmo, )()( optxx ff   en caso de minimización o )()( optxx ff   en 

caso de maximización, entonces se almacena como tal, xx :opt . 

7. Si no se cumple el criterio de terminación del algoritmo, se repiten de 

nuevo los pasos 4, 5 y 6. En caso contrario, el algoritmo termina, siendo 

la solución del problema la mejor solución actual obtenida por el 

algoritmo, xopt. 
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Las investigaciones de Hoos y Stützle [HOOS05] certifican que la búsqueda 

local iterativa es una técnica sencilla y eficaz para evitar que el proceso se 

detenga prematuramente en óptimos locales de baja calidad. 

Como se observa, la búsqueda local iterativa es una técnica modular 

compuesta de cuatro bloques importantes: generación de una solución inicial, 

búsqueda local, perturbación, y aceptación. 

 La generación de la solución inicial se puede realizar de manera 

aleatoria o mediante una heurística. En un estudio de Stützle [STUT03] 

se demuestra que para ejecuciones largas la elección de la solución 

inicial no es crítica. 

 La búsqueda local permite encontrar un óptimo local dentro de una 

región reducida del espacio de soluciones. Su eficacia está ligada a la 

estructura de vecindad empleada, la cual depende directamente del 

problema tratado, si bien pueden existir diferentes estructuras de 

vecindad para cada problema. 

 La perturbación suele implementarse mediante una función de 

transformación aleatoria de soluciones que también utilice una estructura 

de vecindad, lo que evita perturbaciones excesivamente grandes, pero 

diferente y de mayor magnitud que la estructura de vecindad del 

procedimiento de búsqueda local de bajo nivel, con lo que se evita que 

la búsqueda quede atrapada en el entorno del óptimo local actual. 

 El criterio de aceptación de soluciones permite mejorar notablemente la 

solución final por lo que este módulo es estratégico en el desarrollo del 

algoritmo. Existen diferentes estrategias. Se puede dirigir la búsqueda 

hacia la máxima intensificación, eligiendo una nueva solución sólo si 

ésta es mejor que la anterior (búsqueda local iterativa determinista), o se 

puede favorecer la diversificación aceptando soluciones peores con una 

cierta frecuencia (búsqueda local iterativa estocástica, recocido simulado 

iterativo). Existe también la posibilidad de utilizar estructuras de memoria 
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para evitar el análisis de soluciones ya tratadas (búsqueda tabú 

iterativa). 

Finalmente, el criterio de terminación del algoritmo suele ser un límite máximo 

de iteraciones sin mejora en la calidad de las nuevas soluciones respecto a la 

mejor actual. Este límite es arbitrario, pero puede elegirse, por ejemplo, de 

modo que implique (con probabilidad cercana a 1) que en la búsqueda local 

aleatoria de alto nivel se hayan explorado todos los óptimos locales vecinos a 

la solución en curso respecto a la estructura de vecindad usada en la función 

transformativa de perturbación. 

2.3. ALGORITMOS TRANSFORMATIVOS DE BÚSQUEDA 

SIMPLE II: RECOCIDO SIMULADO 

El recocido simulado (Simulated Annealing, SA) es uno de los más 

significativos algoritmos generales de optimización combinatoria existentes. 

Pertenece al grupo de los algoritmos transformativos de búsqueda simple, es 

decir, algoritmos que toman como base procedimental la búsqueda local. 

Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83], e independientemente Cerny [CERN85], 

introdujeron el concepto del recocido simulado en el campo de la optimización 

combinatoria. Está basado en la fuerte analogía que puede establecerse entre 

la evolución de un sistema físico sometido a una fuente de calor y la resolución 

de grandes problemas de optimización combinatoria. Este algoritmo puede 

verse como una variante de la meta-heurística de búsqueda local, en la que se 

incorpora un criterio estocástico de aceptación de soluciones de peor calidad 

respecto a la solución en curso, con el fin de evitar que el algoritmo quede 

atrapado prematuramente en óptimos locales. Sin embargo, el criterio 

estocástico no es ciego o arbitrario, sino que se inspira en la física de los 

sistemas sometidos a una fuente de calor, concretamente en el proceso de 

enfriamiento de los metales (recocido) empleado en la industria metalúrgica 

como tratamiento para conseguir ciertas propiedades en el metal. 
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En 1953, Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, A. Teller y E. Teller [METR53] 

desarrollaron un sencillo algoritmo basado en la mecánica estadística para 

simular la evolución de un sólido sometido a una fuente de calor. Este algoritmo 

utiliza técnicas de Monte Carlo, y genera una secuencia de transiciones de 

estado del sólido para una temperatura dada, hasta alcanzar el estado de 

equilibrio térmico. La regla de transición de estados descrita se denomina 

criterio de Metropolis, y el algoritmo en conjunto se llama algoritmo de 

Metropolis. Si se aplica el algoritmo de Metropolis en la simulación del proceso 

de enfriamiento del sólido, éste alcanzará el estado de mínima energía, bajo el 

supuesto de que para cada valor de la temperatura se consigue el equilibrio 

térmico. 

El recocido simulado es una variante estocástica de la búsqueda local basada 

en el algoritmo de Metropolis para simulación de sistemas físicos sometidos a 

una fuente de calor. La analogía que se establece entre un problema de 

optimización combinatoria y un sistema físico de múltiples partículas, viene 

dada por las siguientes equivalencias: las soluciones del problema de 

optimización combinatoria son equivalentes a los estados del sistema físico, el 

coste de una solución es equivalente a la energía de un estado y la 

temperatura del sistema físico se considera en el problema de optimización 

combinatoria como un parámetro de control positivo. El algoritmo del recocido 

simulado puede verse como una iteración del algoritmo de Metropolis para 

valores decrecientes del parámetro de control de la temperatura. 

La implementación práctica del algoritmo del recocido simulado puede 

realizarse generando una secuencia finita de valores decrecientes de la 

temperatura, y un número finito de transiciones de estado para cada valor de la 

temperatura. Para ello debe especificarse un programa de enfriamiento, o 

conjunto de parámetros cuyo objetivo es controlar la evolución del algoritmo. El 

programa de enfriamiento propuesto por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83] 

está compuesto por tres parámetros: valor inicial de la temperatura, función de 

decremento de la temperatura y número de transiciones de estado. Los dos 

primeros especifican la secuencia finita de valores de la temperatura, y el 
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último indica el número finito de transiciones de estado para cada valor de la 

misma. 

De esta forma, dado un problema de optimización combinatoria (X,S,f,R), la 

estructura básica del algoritmo del recocido simulado es la siguiente: 

1. Se establece como solución inicial en curso una solución candidata 

viable elegida al azar, 0: xx  . 

2. Se almacena la solución en curso x como mejor solución obtenida hasta 

el momento por el algoritmo, xx :opt . 

3. Se inicializa la temperatura o parámetro de control, 0: TT  , así como el 

contador de transiciones de estado para cada valor de temperatura, 

0:t . 

4. Mediante una función generatriz aleatoria de soluciones vecinas viables 

g, se obtiene a partir de x una nueva solución candidata y, )(: xy g . 

5. Si la nueva solución generada y es de mejor calidad que la actual x, 

)()( xy ff   en caso de minimización o )()( xy ff   en caso de 

maximización, entonces la nueva solución y pasa a ser la solución en 

curso, yx : . En este caso, si la nueva solución en curso x es de mejor 

calidad que la mejor solución xopt obtenida hasta el momento por el 

algoritmo, )()( optxx ff   en caso de minimización o )()( optxx ff   en 

caso de maximización, entonces se almacena como tal, xx :opt . Por el 

contrario, si la nueva solución generada y es de peor calidad que la 

actual x, y se cumple: 

   

 1,0randome T

ff



 yx

 

se acepta igualmente y como solución en curso, yx : . 

6. Se incrementa el contador de transiciones de estado, 1:  tt . 

7. Si el número t de transiciones de estado (pasos 4-6) efectuadas para el 

valor actual de la temperatura es igual a un límite L, se decrementa el 

valor de la temperatura, TTT : , y se reinicializa el contador de 

transiciones de estado para cada temperatura, 0:t . 
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8. Si no se cumple el criterio de terminación del algoritmo, se repiten de 

nuevo los pasos 4-7. En caso contrario, el algoritmo termina, siendo la 

solución del problema la mejor solución actual obtenida por el algoritmo, 

xopt. 

El criterio de terminación consiste en llegar a un límite máximo de transiciones 

de estado o iteraciones sin cambios en la solución en curso x. En general, este 

límite máximo de iteraciones debe implicar (con probabilidad cercana a 1) que 

en el recorrido aleatorio se han explorado todas las soluciones vecinas a la 

solución en curso. 

La característica más importante del algoritmo del recocido simulado es que, 

además de aceptar transiciones que suponen una mejora en el coste de la 

solución, también permite aceptar transiciones que suponen una pérdida de 

calidad de la solución. Inicialmente, para valores grandes de la temperatura, se 

aceptan grandes pérdidas de calidad de la solución. Al decrecer la temperatura, 

sólo se aceptan pérdidas de calidad más pequeñas. Finalmente, cuando la 

temperatura se aproxima a cero, no se acepta ninguna pérdida de calidad. Es 

decir, en este punto el recocido simulado se comporta igual que la búsqueda 

local. Esta característica significa que el algoritmo del recocido simulado puede 

escapar de los mínimos locales, aceptando transiciones intermedias hacia 

soluciones de mayor coste en beneficio de una mejor solución final. 

Respecto a la función de decremento de la temperatura, puede decirse que ha 

sido objeto de estudio en numerosos trabajos de investigación [LAAR87], 

[DOWS01], [LUKE95], [LOCA00]. Se puede encontrar información detallada 

sobre esta importante meta-heurística en libros como Reeves [REEV93], Díaz, 

Glover, Ghaziri y González [DIAZ96], Michalewicz y Fogel [MICH00]. También 

es posible considerar hibridaciones del SA con otras meta-heurísticas, como la 

búsqueda local iterativa (recocido simulado iterativo), o los algoritmos 

evolutivos (algoritmos evolutivos con recocido simulado). 

En el capítulo tres se analiza específicamente el recocido simulado debido a 

que es el algoritmo en el que se centra esta investigación. 
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2.4. ALGORITMOS TRANSFORMATIVOS DE BÚSQUEDA 

SIMPLE III: BÚSQUEDA TABÚ  

La búsqueda tabú (Tabu search, TS) es una meta-heurística transformativa 

trayectorial que utiliza un procedimiento de búsqueda local dotado de un criterio 

no monótono de aceptación de soluciones, junto con una memoria, o lista tabú, 

que le permite detectar soluciones ya visitadas del espacio, de forma que se 

pueden saltar los óptimos locales y se evitan los ciclos en el proceso de 

búsqueda. Fue propuesta en 1986, por Fred Glover [GLOV86]. Los principios 

fundamentales de la búsqueda tabú fueron desarrollados en una serie de 

artículos de finales de los años 80 y principios de los 90, y que posteriormente 

se publicaron en el libro “Tabu Search” en 1997 [GLOV97].  

El primer elemento que caracteriza a la búsqueda tabú es una memoria que 

guía la búsqueda hacia zonas del espacio de soluciones que aún no han sido 

exploradas. En la versión más básica del algoritmo esta memoria se 

implementa mediante una lista, denominada lista tabú, en la que se van 

introduciendo las soluciones candidatas que ya se han visitado en el proceso 

de búsqueda, las cuales pasan a ser soluciones tabú y no pueden repetirse de 

nuevo mientras sigan en la lista. Normalmente, las soluciones tabú no 

permanecen indefinidamente en esta memoria, sino que salen tras un tiempo 

en ella existiendo diferentes criterios de salida, denominados en general 

criterios de aspiración, y que obviamente están ligados a la complejidad de la 

memoria tabú implementada. En el caso básico, la lista tabú se implementa 

mediante una lista FIFO de longitud n, de modo que una vez llena, cada vez 

que se almacena en la lista una solución recién visitada, se debe eliminar de 

ella la solución registrada en la iteración de exploración n veces anterior a la 

actual. Por tanto, tras un número de iteraciones igual a la longitud de la lista 

tabú, las soluciones pierden su condición "prohibida" y pueden volver a ser 

visitadas.  

El segundo elemento característico de la búsqueda tabú es el criterio de 

aceptación no monótono de nuevas soluciones. Así, en cada iteración del 

algoritmo se recorre la vecindad de la solución en curso, normalmente de forma 
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determinista, descartando siempre aquellas soluciones vecinas que se hallen 

en la lista tabú, y se selecciona como nueva solución en curso la mejor solución 

de la vecindad. Obviamente, esta solución no tiene por qué ser de mejor 

calidad que la solución en curso anterior, de ahí el carácter no monótono del 

criterio de aceptación, cuya principal ventaja es que permite escapar de 

óptimos locales. Además, al considerarse en este paso sólo las soluciones 

vecinas no prohibidas, se evitan los ciclos sin fin en el proceso de búsqueda. 

El algoritmo básico de búsqueda tabú comienza tomando como solución inicial 

en curso una solución candidata viable del problema, y una lista tabú vacía. A 

partir de entonces se explora completamente la vecindad viable de la solución 

en curso, y se obtiene la mejor solución de esa vecindad, excluidas la propia 

solución en curso y las que pudieran coincidir con las registradas en la lista 

tabú hasta ese momento. Entonces, la solución en curso se introduce en la 

cabecera de la lista tabú (si la lista tabú excede su tamaño máximo se saca la 

solución en la cola de la lista), y la mejor solución encontrada en la vecindad de 

la solución actual pasa a ser la nueva solución en curso, repitiéndose de nuevo 

la exploración. Obsérvese que la nueva solución encontrada en la vecindad no 

tiene por qué ser mejor que la solución a la que sustituye, lo que permite 

escapar de los óptimos locales. El algoritmo termina cuando se ha realizado un 

número prefijado de iteraciones de exploración sin que se produzcan cambios 

respecto a la mejor solución global encontrada durante la búsqueda. 

De esta forma, dado un problema de optimización combinatoria (X,S,f,R), la 

estructura básica del algoritmo de búsqueda tabú es la siguiente: 

1. Se establece como solución inicial en curso una solución candidata 

viable elegida al azar, 0: xx  . 

2. Se almacena la solución en curso x como mejor solución obtenida hasta 

el momento por el algoritmo, xx :opt . 

3. Se inicializa la lista tabú, :L . 

4. Mediante una función generatriz determinista de soluciones vecinas 

viables g, se obtiene a partir de x la primera solución vecina y que no 

está en la lista tabú Lg  )(: xy . 
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5. Se almacena la solución candidata vecina y como mejor solución vecina 

obtenida hasta el momento, yy :opt . 

6. Mediante la función generatriz determinista de soluciones vecinas 

viables g, se obtiene a partir de x la siguiente solución vecina y que no 

está en la lista tabú Lg  )(: xy . 

7. Si la solución vecina generada y es de mejor calidad que la actual mejor 

de la vecindad yopt, )()( optyy ff   en caso de minimización o 

)()( optyy ff   en caso de maximización, entonces la nueva solución 

vecina y pasa a ser la mejor solución de la vecindad, yy :opt . 

8. Si existen soluciones viables en la vecindad de la solución actual aún no 

procesadas, se reiteran los pasos 6 y 7. En caso contrario: 

- La solución en curso x se introduce en la cabecera de lista tabú. Si la 

longitud de la lista tabú excede el tamaño máximo se extrae la 

solución de la cola de la lista. 

- La mejor solución vecina generada yopt pasa a ser la solución actual, 

opt: yx  . 

- Si la nueva solución en curso x es de mejor calidad que la mejor 

solución xopt obtenida hasta el momento por el algoritmo, 

)()( optxx ff   en caso de minimización o )()( optxx ff   en caso de 

maximización, entonces se almacena como tal, xx :opt . 

9. Si no se cumple el criterio de terminación del algoritmo, se repiten de 

nuevo los pasos 4-8. En caso contrario, el algoritmo termina, siendo la 

solución del problema la mejor solución actual obtenida por el algoritmo, 

xopt. 

Un aspecto importante a considerar en este algoritmo es el tamaño de la lista 

tabú. De no limitar el tamaño de la lista tabú la complejidad tanto espacial como 

temporal del algoritmo sería inasumible. Sin embargo, para evitar los ciclos sin 

fin la longitud de la lista tabú debe ser suficientemente grande como para que, 

cuando una solución visitada sea eliminada de la lista, la búsqueda esté en un 
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punto del espacio de soluciones tan alejado que no pueda alcanzarse de nuevo 

esa solución. En general, la longitud de la lista tabú determina el tamaño de la 

parte del espacio de soluciones en que se concentra la búsqueda: una lista 

tabú pequeña limita la búsqueda a zonas pequeñas del espacio de soluciones, 

mientras que una lista tabú grande permite buscar en zonas más grandes del 

espacio. 

Existen muchas variantes del algoritmo básico de búsqueda tabú que se ha 

expuesto. Las principales son: 

 Búsqueda tabú con memoria basada en atributos. No se almacenan 

soluciones completas visitadas, sino atributos (partes de una solución, 

diferencias entre soluciones) que pueden identificar no a una sola 

solución sino a un conjunto de soluciones. El atributo representativo 

depende generalmente del problema específico a resolver, y una buena 

elección del mismo puede hacer la búsqueda mucho más eficiente. 

 Búsqueda tabú con memorias a corto y largo plazo. Utiliza dos listas 

tabú, una estándar o memoria a corto plazo, y una segunda o memoria a 

largo plazo basada en la frecuencia en que se produce un mismo tipo de 

soluciones. 

 Búsqueda tabú con elección probabilística. Útil para decidir entre 

soluciones vecinas candidatas con igual o similar valor objetivo. 

Esta meta-heurística ha generado buenos resultados para resolver problemas 

de optimización combinatoria con un alto grado de dificultad, especialmente 

aquellos que surgen en aplicaciones del mundo real [GLOV06]. En la literatura 

aparecen numerosas variantes y modificaciones de la búsqueda tabú. Se 

pueden encontrar en Glover y Laguna [GLOV93], [GLOV97] y Osman y Kelly 

[OSMA96]. 
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2.5. ALGORITMOS TRANSFORMATIVOS POBLACIONALES I: 

ALGORITMOS EVOLUTIVOS 

2.5.1.  Algoritmos evolutivos: Conceptos básicos 

Los algoritmos evolutivos (evolutionary algorithms, EA) son meta-heurísticas 

transformativas poblacionales de optimización inspiradas en los procesos de 

evolución genética de las especies. Tuvieron su origen en el estudio de los 

autómatas celulares dirigido por John Holland en la Universidad de Michigan en 

1973 [HOLL73]. Como los algoritmos trayectoriales de búsqueda local, recocido 

simulado, y búsqueda tabú, operan sobre soluciones completas que se van 

transformando, pero en lugar de considerar una única solución en cada 

iteración del algoritmo, utilizan un conjunto de soluciones o población. En este 

sentido, pueden interpretarse como algoritmos de búsqueda múltiple paralela 

en el espacio de soluciones del problema. 

Los algoritmos evolutivos se han convertido en métodos flexibles y robustos 

para la resolución de problemas complejos de optimización en disciplinas como 

son: la Industria, Matemática, Economía, Telecomunicaciones, Bioinformática, 

etc. [BAKE87], [GOLD89], [DAVI91], [SENT06], [AMIR07], [PEZZ08]. Además, 

los algoritmos evolutivos han sido utilizados en otras áreas diferentes a la 

optimización combinatoria, tales como la simulación de sistemas. 

Siguiendo la terminología de la teoría de la evolución, las entidades que 

representan las soluciones del problema se denominan individuos, y el conjunto 

de estos, población. Un algoritmo evolutivo procede de forma iterativa sobre los 

individuos pertenecientes a la población, modificándolos mediante operadores 

de variación, como el cruce, la mutación y la selección, con el fin de obtener 

sucesivas generaciones de individuos mejorados. El criterio de finalización de 

estos algoritmos consiste habitualmente en alcanzar un número global máximo 

de generaciones (iteraciones), o bien un número máximo de generaciones sin 

mejoras. 
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El operador de cruce o recombinación consiste en una mezcla de la 

información de dos individuos, denominados padres o progenitores, para 

obtener uno o más individuos nuevos, llamados hijos. Por el contrario, el 

operador de mutación consiste en una alteración parcial aleatoria de un 

individuo para obtener otro individuo similar. Por último, el operador de 

selección tiene una doble función, ya que por una parte permite determinar los 

individuos que se reproducen en cada generación (mediante cruce y/o 

mutación), y por otra permite decidir qué individuos sobreviven y conforman la 

siguiente generación. En general, la selección de individuos reproductores y de 

individuos supervivientes se realiza tomando como base una función de 

adaptación al entorno o fitness, directamente relacionada con el objetivo del 

problema de optimización, de manera que los individuos que representan 

mejores soluciones al problema tienen más posibilidades de ser reproductores 

y de sobrevivir, de manera que la población progresivamente va mejorando. 

2.5.2.  Algoritmos genéticos  

Los algoritmos genéticos (genetic algorithms, GA) constituyen el tipo principal 

de algoritmos evolutivos, y se basan en los procesos de selección natural y 

evolución de las especies. Su origen está en los estudios realizados a 

principios de los años 70 por J. H. Holland [HOLL73], [HOLL75], y 

posteriormente por D. E. Goldberg [GOLD89]. Estos algoritmos hacen 

evolucionar una población de individuos sometiéndola a acciones semejantes a 

las que actúan en la evolución biológica – cruces y mutaciones genéticas –, así 

como también a una selección de acuerdo con algún criterio en función del cual 

se decide cuáles son los individuos más adaptados, y que por ello tienen más 

posibilidades de reproducirse y/o de sobrevivir. 

Los algoritmos genéticos comienzan estableciendo un conjunto de m 

soluciones iniciales, normalmente elegidas al azar, denominado población 

inicial de individuos. Cada individuo-solución está definido genéticamente por n 

genes (que representarían a las n variables del problema de optimización), 

agrupados en uno o más cromosomas (grupos homogéneos de variables). En 
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numerosos problemas de optimización ocurre que el conjunto de genes se 

agrupa en un solo cromosoma, por lo que en estos casos suelen identificarse 

los conceptos de individuo y de cromosoma. La función objetivo del problema 

en caso de maximización, o su inversa en caso de minimización, se considera 

una función de adaptación al entorno de los individuos. 

A continuación, se van produciendo cíclicamente nuevas generaciones de 

individuos. En cada generación, se realizan las siguientes acciones: 

 Selección de reproductores: Se seleccionan los individuos que van a 

reproducirse en la generación actual. La selección puede ser 

completamente aleatoria o bien realizarse de modo que los individuos 

con mejor adaptación al entorno tengan mayor probabilidad de ser 

seleccionados. Suele aceptarse la repetición en la selección de 

reproductores, es decir, que un mismo individuo figure varias veces en el 

conjunto de reproductores, con lo que puede reproducirse más de una 

vez en la misma generación. 

 Cruce o recombinación: El cruce opera sobre pares de individuos 

reproductores para formar dos individuos descendientes cuyos genes 

resultan de la combinación de los genes de ambos padres. 

 Mutación: La mutación modifica algunos genes de un individuo para 

formar otro similar al original. 

 Selección de supervivientes: Se determina qué individuos entre los 

preexistentes y los nuevos deben sobrevivir. Para ello se emplean 

múltiples criterios de selección evolutiva, tanto deterministas como 

estocásticos. Los criterios más comunes son el elitista, que consiste en 

seleccionar los mejores individuos de la población, y el mixto elitista-

aleatorio, que consiste en seleccionar la mitad de los supervivientes 

entre los mejores individuos y la otra mitad al azar entre los restantes 

individuos. 
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En el proceso evolutivo, el tamaño de la población debe mantenerse estable 

tras cada generación. Por lo general, el número de individuos reproductores 

seleccionados (contando las posibles repeticiones) suele tomarse igual al 

tamaño m de la población inicial. De esta forma, tras los procesos de cruce y 

mutación se tendrán un total de 2m individuos en la población, de manera que 

en la selección de supervivientes se descartarán m individuos, hasta recuperar 

el tamaño original de la población. 

El cruce y la mutación pueden aplicarse de forma conjunta y dependiente 

generando primero nuevos individuos por cruce y después produciendo en 

ellos la mutación de algunos genes, o también de forma conjunta pero 

independiente generando algunos nuevos individuos por cruce de una parte de 

los reproductores y otros por mutación de los restantes reproductores. Incluso 

pueden emplearse ratios de cruce y mutación que especifican la proporción en 

que se debe aplicar cada operador. De hecho, en los algoritmos genéticos 

estándar el operador de cruce se utiliza en cada generación en una proporción 

mucho mayor que el operador de mutación. Normalmente el porcentaje de 

cruces es superior al 75%. También es posible considerar una variante de los 

algoritmos genéticos en los que sólo se emplea el operador de mutación, 

denominados específicamente algoritmos evolutivos. El tamaño de la población 

y el operador de cruce se asocian a la diversificación o capacidad de 

exploración del algoritmo, mientras que la mutación se asocia a la 

intensificación o capacidad de explotación. 

En los algoritmos genéticos la implementación de los operadores de cruce y 

mutación debe ser específica del problema tratado, con el objetivo de generar 

nuevos individuos que sean viables respecto a las restricciones, y pueda 

asegurarse la obtención de una solución final factible del problema. 

La calidad de la solución obtenida y el tiempo empleado dependen del número 

de individuos que se tomen para la población, de la eficiencia de los 

operadores de cruce y/o mutación empleados, y del número total de 

generaciones que se produzcan. 
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Hoy en día se han publicado numerosos trabajos de investigación sobre esta 

meta-heurística [BUCK92], [MICH92], [MITC96], [REEE03]. Estos algoritmos 

pueden aplicarse con éxito en numerosos problemas de optimización 

combinatoria, incluso combinados con heurísticas específicas [DAVI85], 

[JOHN95], [RAHM99], [CALG99], [AHN02], [BAKE03], [DIAZ03], [ALVA03], 

[MATT04], [WATA05], [CHAN05], [CHAN06], [MOON08]. 

2.5.3.  Algoritmos meméticos 

Los algoritmos meméticos (Memetic Algorithms, MA) son también algoritmos 

transformativos poblacionales de optimización aproximada, que pueden 

considerarse una variante híbrida de los algoritmos genéticos combinados con 

la técnica trayectorial de búsqueda local. Fueron definidos originalmente por P. 

Moscato [MOSC89], [MOSC99], [MOSC03], [MOSC04], y deben su nombre al 

concepto de "meme" o "gen de la memoria", introducido por R. Dawkins en su 

teoría del Darwinismo Universal [DAWK76], en la que intenta explicar la 

evolución cultural del hombre como un proceso análogo al de la evolución 

genética de las especies propuesta por Charles Darwin. 

El procedimiento general de un algoritmo memético es muy parecido al de un 

algoritmo genético. Se comienza estableciendo un conjunto de soluciones 

iniciales aleatorias o población inicial de agentes o individuos, y a continuación 

se va produciendo cíclicamente un proceso de selección de reproductores, 

generación de nuevos individuos mediante cruce y mutación, y selección de 

supervivientes, hasta que se cumpla el criterio de fin establecido. 

Adicionalmente, cada vez que se generan nuevos individuos-solución se 

produce para cada uno de ellos un proceso llamado aprendizaje cultural, que 

tiene como fin mejorar su valor de adaptación. En su versión más sencilla el 

aprendizaje cultural transforma un organismo x en un organismo mejorado x 

aplicando un algoritmo de búsqueda local en el que x es la solución inicial y x 

es la correspondiente solución final que optimiza localmente la función de 

adaptación al entorno. 
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En el artículo de C. Cotta “Una Visión General de los Algoritmos Meméticos” 

[COTT07] aparece una descripción detallada de estos algoritmos. Existe una 

gran variedad de aplicaciones de los algoritmos meméticos en el campo de la 

optimización combinatoria, en donde estos se han obtenido buenos resultados 

ante problemas de optimización combinatoria. Destacamos algunos casos: 

problemas de particionado en grafos [MERZ00], partición de números 

[BERR99], empaquetado [REEV96], coloreado de grafos [COST95], problemas 

de asignación generalizados [CHUB97], asignación cuadrática [CARR92], 

[MERZ99], problema del viajante comercial [HOLS99], [MOSC92], 

programación de producción [QIAN08]. 

2.5.4.  Algoritmos genéticos paralelos 

Los algoritmos genéticos paralelos (Paralell Genetic Algorithms, PGA) surgen 

con el objetivo inicial de utilizar sistemas multiprocesador para reducir el tiempo 

de ejecución que requieren algunos problemas de elevada complejidad en su 

resolución mediante algoritmos genéticos tradicionales implementados de 

forma secuencial. Conceptualmente, la paralelización de los algoritmos 

genéticos consiste en separar la población de individuos en subpoblaciones 

que evolucionan de manera fundamentalmente independiente, pero que se 

comunican entre sí de alguna forma. 

En la literatura se encuentran diferentes maneras de paralelizar un algoritmo 

genético. En general, los PGA se clasifican en tres categorías: PGA de grano 

fino [MAND89], modelos panmícticos [REEV93], y PGA basados en islas 

[WHIT99]. Pueden encontrarse algunos estudios generales sobre PGA en 

[BIAN93], [CHIP96], [ALBA99]. 

Los algoritmos genéticos paralelos de grano fino poseen una población 

estructurada espacialmente, y son apropiados para sistemas con múltiples 

procesadores trabajando en paralelo. Los procesos de selección y cruce se 

limitan a pequeños "barrios" (subpoblaciones) entre los que existe un 

solapamiento que permite la interacción. 
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En los modelos panmícticos, al igual que en los algoritmos genéticos 

convencionales, existe tan solo una población, de modo que los procesos de 

selección y cruce se realiza considerando la población completa, pero la 

evaluación de la función de adaptación de los individuos se divide entre varios 

procesadores. 

Finalmente, los algoritmos basados en islas, también llamados multi-hogar, 

distribuidos, o de grano grueso, son los PGA que gozan de mayor popularidad 

en la comunidad científica. Poseen múltiples subpoblaciones cuya evolución se 

realiza fundamentalmente por separado, pero que intercambian individuos de 

manera ocasional mediante procesos denominados migraciones. Un artículo 

que presenta un completo y extenso estudio acerca de los PGA basados en 

islas, en el que pueden encontrarse varios enfoques de migración y 

comunicación entre diferentes subpoblaciones, es [CANT98]. Aparte de la 

posibilidad de su implementación paralela real, se ha podido comprobar que los 

algoritmos genéticos paralelos basados en islas se comportan de forma distinta 

a los tradicionales aun en simulaciones secuenciales en las que se comparan 

GA uni-poblacionales con PGA multi-poblacionales con igual número global de 

individuos, y que, en general, en estos casos los PGA basados en islas 

también mejoran la búsqueda [OSAB13]. 

2.6. ALGORITMOS TRANSFORMATIVOS POBLACIONALES II: 

OPTIMIZACIÓN POR INTELIGENCIA COLECTIVA 

2.6.1. Fundamentos de la optimización por inteligencia 

colectiva 

Dentro del mundo de las meta-heurísticas poblacionales se encuentran los 

algoritmos basados en inteligencia colectiva (Swarm Intelligence, SI). Se trata 

de un novedoso paradigma de inteligencia distribuida para la resolución de 

problemas de optimización, que toma su inspiración en ejemplos biológicos de 
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comportamiento colectivo resultado de interacciones entre los individuos de un 

determinado entorno, generalmente de carácter descentralizado y 

autoorganizativo. 

Según Bonabeau, Dorigo y Théraulaz (1999) [BONA99], la expresión swarm 

intelligence fue usada por primera vez por Gerardo Beni, Suzanne Hackwood y 

Jing Wang en 1989, en el contexto de sistemas robóticos celulares y fue 

extendido para incluir el diseño de algoritmos inspirados en el comportamiento 

general de las colonias de insectos y otros animales sociales. Así, se incluyen 

en esta categoría a las hormigas (colonias), abejas (enjambres/colmenas), y 

ciertos pájaros (bandadas) y peces (bancos). 

En los últimos años, muchos algoritmos basados en los comportamientos 

colectivos de estos animales se han aplicado con éxito a problemas de 

optimización de diferentes campos. Debido a esto, se describen a continuación 

los dos principales algoritmos de este tipo: La optimización por enjambre de 

partículas (Particle Swarm Optimization, PSO), que es un algoritmo poblacional 

inspirado en el comportamiento social de las bandadas de pájaros y los bancos 

de peces; y la colonia de abejas artificiales (Artificial Bee Colony, ABC), que es 

un algoritmo poblacional basado en el comportamiento de las abejas 

recolectoras de miel. Estos algoritmos son de gran importancia por la 

aplicabilidad que están demostrando y la cantidad de publicaciones que vienen 

generando en los últimos años. 

2.6.2.  Optimización por enjambre de partículas  

La optimización por enjambre de partículas (Particle Swarm Optimization, PSO) 

es un algoritmo transformativo poblacional desarrollado por los investigadores 

Kennedy y Eberhart [KENN95] y posteriormente Shi [SHIY98], que está 

inspirado en el comportamiento de ciertos colectivos de animales sociales 

como son las bandadas de pájaros, los bancos de peces o los enjambres de 

abejas. 
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El algoritmo de optimización por enjambre de partículas comienza 

estableciendo un conjunto de p soluciones iniciales aleatorias denominado 

enjambre de partículas. Cada partícula-solución k se representa por un vector 

xk de n coordenadas, una coordenada por cada variable del problema de 

optimización. Este vector indica la posición de la partícula en el espacio de 

búsqueda. La función objetivo del problema de optimización se considera una 

función de fuerza o adaptación al entorno de las partículas, por lo que si el 

objetivo del problema es de minimización deberá usarse como función de 

adaptación su inversa. A partir de aquí se van produciendo cíclicamente 

iteraciones en las que el algoritmo modifica la posición de cada partícula 

utilizando un vector velocidad vk asociado a la partícula, según la ecuación: 

1,1,   tkkttk vxx  

El vector velocidad que modifica la posición de la partícula se recalcula en cada 

iteración del algoritmo en función de dos elementos: la tendencia de la partícula 

a volver a la mejor posición visitada por ella misma en su trayectoria por el 

espacio (comportamiento individual), y la tendencia de la partícula a dirigirse a 

la mejor posición encontrada por el enjambre en conjunto (interacción social). 

Se requieren, por tanto, dos elementos de memoria: una memoria de mejor 

posición individual para cada partícula k del enjambre, denotada pk, y una 

memoria de mejor posición global para el enjambre completo, denotada pg. El 

primer componente del vector de velocidad o tendencia individual de la 

partícula se calcula como la diferencia entre la mejor posición individual visitada 

y la posición actual de la partícula, ktk pp  , mientras que el componente de 

tendencia social se calcula como la diferencia entre la mejor posición global 

encontrada por el enjambre y la posición actual de la partícula, ktg xp  . Por 

tanto, la ecuación completa que determina el vector velocidad de las partículas 

en cada iteración del algoritmo es: 

   ktgktkkttk ccw xpxpvv  211,  

donde, w ( 10 w ) es un parámetro de inercia de la partícula, y c1 ( 10 1  c ) 

y c2 ( 10 2  c ) son parámetros que representan factores de aceleración de los 

componentes responsables del movimiento de la partícula. Estos parámetros 
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pueden ser constantes durante todo el procedimiento o elegirse al azar en el 

intervalo [0,1] en cada iteración. El algoritmo termina cuando se ha realizado un 

número prefijado M de iteraciones, presentándose como solución del problema 

la correspondiente a pg o mejor posición encontrada por el enjambre de 

partículas en su desplazamiento por el espacio de búsqueda. Uno de los 

requisitos importantes para que el algoritmo sea viable es que el cálculo de la 

posición xk de cada partícula en cada iteración debe tener en cuenta las 

restricciones del problema, de forma que las nuevas posiciones de las 

partículas correspondan a soluciones factibles. 

La calidad de la solución obtenida y el tiempo empleado dependen del número 

de partículas (soluciones en curso) que se tomen para el enjambre y del 

número de iteraciones que se desee realizar. Por ello, la elección de los 

parámetros es muy importante, ya que determinan el comportamiento y la 

eficiencia del algoritmo de optimización. Esto ha sido objeto de abundantes 

investigaciones [SHIY98], [EBER00], [CARL01], [VAND01], [CLER02], 

[TREL03], [BRAT08], [ROCC09]. Un amplio estudio de las aplicaciones de 

optimización por enjambre de partículas se puede encontrar en [POLI07] y 

[POLI08]. También ha sido utilizado recientemente en la resolución de 

problemas de asignación de rutas a vehículos [MARI13], [BELM13]. 

En los últimos años se han desarrollado algunas variantes del algoritmo PSO, 

tales como el algoritmo de la luciérnaga (Firefly Algorithm, FA) [YANG09a], 

inspirado en el mecanismo de luminiscencia de las luciérnagas con el que se 

atraen unas a otras, la búsqueda del cuco (Cuckoo Search, CS) [YANG09b], 

basada en el comportamiento parasitario de algunas especies de cucos en 

combinación con la conducta de vuelo de ciertos pájaros y moscas de la fruta, y 

el algoritmo del murciélago (Bat Algorithm, BA) [YANG10], basado en el 

comportamiento ecolocalizador de los micromurciélagos. 

Asimismo, con el objetivo de superar los inconvenientes del PSO convencional 

(rápida convergencia hacia óptimos locales, difícil equilibrio entre intensificación 

y diversificación, y la llamada “maldición de la dimensionalidad”) se han 

realizado diversas paralelizaciones del algoritmo PSO originándose la 

optimización por múltiples enjambres de partículas (Parallel Particle Swarm 
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Optimization, PPSO). Esta meta-heurística consiste esencialmente en ejecutar 

en paralelo múltiples versiones del PSO convencional, ya sea con la misma o 

diferente configuración de parámetros, incorporando además un protocolo de 

migraciones de partículas entre enjambres más o menos complejo. Algunos 

trabajos sobre esta meta-heurística pueden encontrarse en [CHANJ05], 

[NIU07], [XU08]. 

2.6.3.  Optimización por colonia de abejas artificiales 

La optimización por colonia de abejas artificiales (Artificial Bee Colony, ABC), 

propuesta por Karaboga en 2005 [KARA05], [KARA07], es un algoritmo 

transformativo poblacional basado en el comportamiento de recolección de 

polen de las abejas melíferas. 

El modelo biológico en el que se inspira esta técnica es el de una colmena en 

la que cohabitan tres tipos diferentes de abejas: abejas obreras, abejas 

espectadoras y abejas exploradoras. Estas abejas tienen como objetivo la 

búsqueda y explotación de fuentes de alimento (polen). Con respecto a la 

recolección del polen, cada tipo de abeja tiene un comportamiento diferente: 

 Abejas obreras: Cada abeja obrera está asociada a una fuente de 

alimento y comparte información sobre la misma, como la ubicación o la 

concentración de polen. 

 Abejas espectadoras: Son abejas desocupadas que esperan en la 

colmena a que una abeja obrera les dé información sobre su fuente de 

alimento. 

 Abejas exploradoras: Son las abejas que se encargan de buscar nuevas 

fuentes de alimento. 

La forma de compartir información de las abejas melíferas es por medio de una 

danza en la que la abeja obrera gira sobre sí misma y hace vibrar su abdomen 

repetidamente siempre en una misma posición, de modo que la posición indica 

a las abejas espectadoras la dirección de la fuente de alimento y la duración de 
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la vibración les indica la concentración de polen de la fuente. Así, cuanto más 

rentable resulte la fuente, más larga será la danza y por lo tanto, mayor será la 

probabilidad de que una abeja espectadora la observe y elija explotar dicha 

fuente de alimento convirtiéndose en ese momento en obrera. Cuando se agota 

una fuente de alimento, la correspondiente abeja obrera tiene que elegir entre 

volverse abeja espectadora y esperar a recibir información de una abeja obrera 

sobre su fuente de alimento para explotarla, o bien convertirse en abeja 

exploradora y salir a buscar nuevas fuentes de alimento. 

El algoritmo de colonia de abejas artificiales se basa en el comportamiento 

anterior para encontrar soluciones a problemas de optimización. En el algoritmo 

ABC las fuentes de alimento representan las soluciones del problema, el fitness 

de la solución es representado mediante la cantidad de polen de la fuente, y las 

abejas son agentes que operan sobre las fuentes de alimento emulando los 

tres tipos de comportamiento descritos. Así, las abejas obreras son agentes 

que explotan la fuentes de alimento realizando una búsqueda en la vecindad de 

la solución representada por la fuente, las abejas espectadoras son agentes 

que esperan a recibir información de fuentes de alimento prometedoras, y las 

abejas exploradoras buscan nuevas fuentes de alimento en zonas del espacio 

de soluciones sin explorar. 

El algoritmo ABC comienza generando un conjunto de soluciones iniciales y 

evaluándolas. Cada una de estas soluciones iniciales es una fuente de 

alimento. El siguiente paso es explotar las distintas fuentes de alimento, es 

decir, realizar modificaciones a la solución inicial obteniendo nuevas soluciones 

en su vecindad. En función de lo prometedores que sean los resultados, se 

dedicará mayor o menor tiempo a explotar la fuente de alimento tal y como se 

comportan las abejas realizando su danza en la colmena y provocando que 

otras abejas (las abejas espectadoras) exploten también esa fuente de 

alimento. En el modelo propuesto por D. Karaboga, las nuevas soluciones se 

obtienen combinando las soluciones candidatas. Tras un cierto número de 

ciclos sin mejorar la solución, se considera que la fuente de alimento se ha 

agotado, y se abandona guardando la mejor solución encontrada. Finalmente, 

las abejas obreras asociadas a esa fuente de alimento, se convierten en abejas 
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desocupadas (espectadoras o exploradoras). El algoritmo continúa buscando 

nuevas fuentes de alimento mediante abejas exploradoras y explotándolas 

mediante abejas obreras durante un número de iteraciones definidas. 

Desde los primeros estudios de Karaboga en 2005, numerosos investigadores 

han estado estudiando el algoritmo de optimización por colonia de abejas 

artificiales y sus aplicaciones a problemas del mundo real, tal como Hadidi 

[HADI10], Zhang [ZHAN11], y Garitselov [GARI12]. En el artículo de Karaboga 

[KARA12] puede encontrarse un estudio detallado acerca del ABC. 

Por último, en este caso también se han realizado diversas paralelizaciones del 

algoritmo ABC originándose la optimización por múltiples colonias de abejas 

artificiales (Parallel Artificial Bee Colony, PABC). La primera versión del 

algoritmo PABC fue propuesta en el año 2009 con el objetivo de mejorar la 

eficiencia de los ABC simples [TSAI09]. Como puede suponerse, la base de los 

algoritmos PABC es la ejecución en paralelo de varias instancias del ABC 

convencional. Además, se incorpora la migración de abejas entre colonias o el 

intercambio de información entre las diferentes colonias que forman el sistema. 

Algunas implementaciones interesantes del PABC son [EL-AB10], [BANH10], 

[PARP10]. 

2.7. ALGORITMOS TRANSFORMATIVOS POBLACIONALES III: 

OPTIMIZACIÓN POR COMBINACIÓN DE SOLUCIONES 

2.7.1. Fundamentos de la optimización por combinación de 

soluciones 

Las meta-heurísticas poblacionales de tipo evolutivo y de inteligencia de 

enjambre operan a lo largo de todo el proceso de búsqueda sobre un conjunto 

de soluciones en lugar de sobre una única solución, por lo que suelen 

presentar tiempos de computación sensiblemente más altos que las meta-

heurísticas de búsqueda simple. A esta situación, hay que añadirle que la 
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convergencia de la población necesita de un gran número de iteraciones. Con 

el fin de encontrar procedimientos que obtengan soluciones de calidad más 

rápidamente se han diseñado otros algoritmos poblacionales basados en la 

combinación de soluciones.  

La optimización por combinación de soluciones puede fundamentarse en el 

principio de que la información sobre la calidad de un conjunto de soluciones 

puede utilizarse para su combinación y mejora [ALBA03]. Además, este tipo de 

algoritmos utiliza la inclusión de procesos paralelos y descentralizados en los 

que la población se divide con algún criterio de entorno y se hace evolucionar 

de forma separada a zonas distintas dentro de la tradicional población única 

[ALBA02]. 

A continuación se describen brevemente dos algoritmos de este tipo, que han 

demostrado su efectividad en los últimos años: la búsqueda dispersa y el 

reencadenamiento de trayectorias. 

2.7.2.  Búsqueda dispersa 

La búsqueda dispersa (Scatter Search, SS) es una meta-heurística basada en 

la combinación de soluciones que tiene su origen en los años setenta y se ha 

aplicado con éxito a la resolución de numerosos problemas de optimización, 

recibiendo una gran atención por parte de la comunidad científica. En un 

artículo de Glover de 1998 [GLOVE98] se analiza de manera específica la 

búsqueda dispersa y se recogen ideas expuestas en trabajos anteriores. Esta 

publicación tuvo un gran impacto para la difusión de esta meta-heurística, y 

numerosos investigadores comenzaron a aplicar la búsqueda dispersa para la 

resolución de problemas de optimización obteniendo buenos resultados. 

Aunque se trata de un método similar a los algoritmos evolutivos, presenta 

diferencias importantes con respecto a estos. La búsqueda dispersa trabaja 

sobre un pequeño conjunto de soluciones denominado conjunto de referencia. 

Básicamente consiste en combinar las soluciones que forman el conjunto de 

referencia para obtener nuevas soluciones que mejoren a las que las 
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originaron. Posteriormente, a estas soluciones se les aplica un procedimiento 

de mejora de búsqueda local. Este procedimiento está basado en la premisa de 

que cuando se combinan soluciones y se aplica un método de mejora se logran 

mejores resultados que cuando se aplica el método de mejora en las 

soluciones originales sin combinarlas previamente. 

Esquemáticamente, el algoritmo de búsqueda dispersa se desarrolla de la 

forma siguiente: 

 El algoritmo comienza con la generación de un conjunto inicial de 

soluciones diversas. 

 A continuación se realiza una mejora de dichas soluciones mediante un 

procedimiento de búsqueda local. 

 Posteriormente se construye el conjunto de referencia (Refset) con las 

mejores soluciones siguiendo determinados criterios de calidad y 

diversidad. 

 Una vez obtenido el conjunto de referencia inicial, se realiza un proceso 

cíclico en el que se van generando subconjuntos con las soluciones del 

conjunto de referencia, se combinan las soluciones de cada subconjunto 

para obtener soluciones distintas a las de partida, y se mejoran con el 

procedimiento de búsqueda local, para finalmente actualizar el conjunto 

de referencia seleccionando las soluciones que sean mejores por 

calidad o por diversidad. El proceso se repite hasta que se dé un ciclo en 

el que no se obtengan soluciones que puedan ser incorporadas al 

conjunto de referencia. 

Aunque los conceptos y principios fundamentales de la búsqueda dispersa, 

fueron propuestos al comienzo de la década de los sesenta, la estrategia se 

puede considerar relativamente moderna y en constante desarrollo. Durante los 

últimos años se han desarrollado numerosos trabajos aplicando la búsqueda 

dispersa a la resolución tanto de conocidos problemas de optimización como 

de problemas del mundo real. Estos trabajos han posibilitado nuevos campos 
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de estudio. Laguna y Martí realizan una revisión exhaustiva de la búsqueda 

dispersa en [LAGU02], [LAGU03], [MART03]. 

2.7.3. Reencadenamiento de trayectorias 

El reencadenamiento de trayectorias (Path Relinking, PR) [GLOVE98], 

[LAGU00], [LAGU03], es una meta-heurística poblacional, variante de la 

búsqueda dispersa, basada en una estrategia de intensificación que explora las 

trayectorias que interconectan las soluciones del conjunto de referencia. 

Fundamentalmente, esta meta-heurística se caracteriza por que explora un 

camino entre cada par de soluciones seleccionadas en lugar de generar una 

sola solución por combinación de las dos seleccionadas. Por tanto, trata de 

generar nuevas soluciones por combinación explorando exhaustivamente las 

trayectorias que conectan las soluciones del conjunto de referencia. 

Como la búsqueda dispersa, el reencadenamiento de trayectorias comienza 

con la generación de un conjunto inicial de soluciones diversas a las que se les 

aplica una mejora por búsqueda local, para construir el conjunto de referencia 

con las mejores soluciones obtenidas. A continuación, se divide el conjunto de 

referencia en dos partes: un subconjunto de soluciones de iniciación (initiating 

solutions) y un subconjunto de soluciones guía (guiding solutions). Por cada par 

de soluciones formado por una solución de iniciación y una solución guía el 

algoritmo explora un camino entre ambas en el espacio de soluciones. Este 

proceso se lleva a cabo introduciendo atributos de la solución guía en la 

solución inicial. El recorrido se define tomando cada vez el atributo de la 

solución guía que lo hace más cercano a ella. Posteriormente, el conjunto de 

referencia se actualiza con una o más de las soluciones obtenidas en el 

recorrido anterior. 

Como se observa, la diferencia entre el reencadenamiento de trayectorias y la 

búsqueda dispersa reside en la forma de actualizar el conjunto de referencia. 

En el caso de los algoritmos de reencadenamiento de trayectorias, solo se 

actualiza el conjunto de referencia si una nueva solución encontrada en el 

camino trazado entre un par de soluciones, mejora la peor solución del 
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conjunto. En ese caso, se reemplaza la peor solución por la solución 

encontrada, manteniendo siempre un conjunto de referencia de tamaño fijo. 

2.8. ALGORITMOS CONSTRUCTIVOS I: ALGORITMOS 

VORACES 

2.8.1.  Algoritmos voraces simples 

Los algoritmos voraces simples (Simple Greedy Algorithms, SGA), también 

llamados golosos o miopes, son algoritmos constructivos de búsqueda simple 

que forman paso a paso la solución del problema seleccionando 

secuencialmente los valores de las variables que producen la mejor solución 

parcial. Así, un algoritmo voraz comienza estableciendo una solución parcial 

inicial denominada semilla, formada por un subconjunto de variables con 

valores asignados. Esta solución parcial inicial puede incluso ser vacía, es 

decir, sin variables asignadas. En cada iteración se debe asignar valor a una de 

las variables no asignadas del problema. Los valores asignables a la variable 

en curso que verifican las restricciones del problema respecto a las variables ya 

asignadas se llaman valores candidatos. Una vez que se ha obtenido la lista de 

valores candidatos para la variable actual se selecciona aquel que produzca 

una mejora más elevada en la calidad de la solución parcial para esa iteración. 

Cuando un candidato es rechazado, lo es definitivamente, y si es seleccionado, 

permanecerá en la solución durante todo el proceso. El algoritmo termina 

cuando todas las variables del problema han sido asignadas. 

Los métodos voraces reducen dinámicamente el espacio de soluciones de 

forma que cada vez que un candidato es aceptado se elimina toda la región del 

espacio correspondiente al resto de los candidatos. El principal inconveniente 

es que en cada iteración se selecciona sólo el mejor candidato para la variable 

actual lo que puede tener como consecuencia construir en posteriores 

iteraciones peores soluciones globales. Esto se conoce como miopía del 
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proceso e implica que el algoritmo voraz finaliza en soluciones que son óptimos 

locales del problema, es decir, no es un algoritmo de gran calidad en cuanto a 

optimización [BRAS97]. De hecho, la calidad de los algoritmos voraces está en 

relación con las características del problema que se intenta resolver: un 

algoritmo voraz puede arrojar muy buenos resultados para determinadas 

instancias del problema y no para otras. 

Una descripción detallada de este tipo de algoritmos puede encontrarse en 

[CORM01]. Trabajos como los realizados por: Chand y Scheneeberger 

[CHAN98], Gutin, Yeo y Zverovich [GUTI02], Campello y Maculan [CAMP92], y 

Tupia [TUPI01] son algunos ejemplos de aplicaciones de algoritmos voraces 

para resolver problemas de optimización combinatoria que aparecen en la 

literatura. 

2.8.2.  GRASP 

El procedimiento de búsqueda voraz aleatoria adaptativa o algoritmo GRASP 

(acrónimo de Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) es una meta-

heurística constructiva desarrollada originalmente por T. Feo y M. Resende 

[FEO89], [FEO95]. 

El algoritmo GRASP es un procedimiento multi-arranque en el que cada 

arranque se corresponde con una iteración formada por dos fases claramente 

diferenciadas: 

 En primer lugar, una fase constructiva que consiste en obtener una 

solución completa mediante un algoritmo voraz modificado. En esta fase, 

el algoritmo voraz comienza estableciendo una solución parcial inicial 

denominada semilla, formada por un subconjunto de variables con 

valores asignados. En cada paso se debe asignar valor a una de las 

variables no asignadas del problema entre un conjunto de candidatos 

(valores asignables a la variable en curso que verifican las restricciones 

del problema respecto a las variables ya asignadas). Una vez que se ha 

obtenido la lista básica de candidatos se debe seleccionar uno de ellos 
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para asignarlo a la variable actual, lo que se realiza con un 

procedimiento estocástico diferente a la selección determinista del 

algoritmo voraz estándar. En primer lugar, se ordena la lista básica de 

candidatos en función del coste que generan en la solución parcial. A 

continuación, se construye una nueva lista que agrupa a los mejores 

candidatos para ser seleccionados o lista RCL (Restricted Candidate 

List) aplicando como criterio de restricción un umbral de coste  dado 

por la fórmula: 

)( minmaxmin ccc   

donde cmin y cmax son los costes mínimo y máximo asociados a los 

candidatos de la lista base, y  ( 10  ) es un parámetro que 

determina el tamaño de la lista RCL y que puede variar adaptándose 

dinámicamente en cada arranque del algoritmo. Todos los candidatos de 

la lista base con un coste inferior o igual al umbral  se incorporan a la 

lista RCL. Una vez que se ha obtenido la lista RCL, el candidato final que 

se debe asignar a la variable en curso se selecciona al azar de esta lista. 

Como se observa, en el contexto del algoritmo GRASP no se selecciona 

el mejor candidato, sino uno de los mejores, lo que permite al algoritmo 

en su funcionamiento global superar los óptimos locales constructivos. 

Este proceso se repite con la siguiente variable por asignar, y la fase 

termina cuando todas las variables del problema han sido asignadas. 

 En segundo lugar, se realiza una fase de mejora, en donde se optimiza 

la solución obtenida en la fase de construcción mediante un algoritmo de 

búsqueda local estándar. La búsqueda local de mejora comienza 

tomando como solución inicial en curso la solución construida por el 

algoritmo voraz. A continuación se van generando secuencialmente 

nuevas soluciones vecinas a la solución en curso y para cada nueva 

solución generada se comprueba si mejora la calidad frente a la solución 

en curso, de manera que en caso afirmativo la nueva solución mejor 

pasa a ser la solución en curso. La mejora termina cuando se ha 

explorado totalmente (o con probabilidad cercana a 1) el conjunto de 

soluciones vecinas a la actual sin que se produzcan mejoras cualitativas. 
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El ciclo se repite hasta satisfacer un criterio de parada, que consiste 

normalmente en realizar un número fijo de iteraciones. La mejor solución 

obtenida entre todas las iteraciones es la que presenta el algoritmo como 

resultado final. 

Como se ha mencionado, el parámetro  determina el tamaño de la lista RCL, 

de forma que si 0 , en la lista RCL sólo estará el mejor candidato (selección 

miope pura), mientras que si 1 , en la lista RCL estarán todos los candidatos 

base (selección aleatoria pura). Existen varias estrategias para elegir el 

parámetro , que normalmente varía dinámicamente en cada arranque del 

algoritmo: 

 Seleccionar su valor al azar de acuerdo con una distribución de 

probabilidad uniforme. 

 Ajustar su valor de acuerdo con la calidad de las soluciones recientes 

obtenidas. 

 Comenzar con un valor 1  (selección aleatoria pura) y reducirlo 

linealmente en cada arranque del algoritmo hasta llegar al valor 0  

(selección miope pura) en el último arranque. 

Algunas aplicaciones de la meta-heurística GRASP a diferentes problemas de 

optimización combinatoria se recogen en [FEST02], [RESE03]. 

2.9. ALGORITMOS CONSTRUCTIVOS II: OPTIMIZACIÓN POR 

COLONIA DE HORMIGAS  

Con unos principios similares a los de la optimización por inteligencia colectiva 

(de hecho, mucho autores clasifican esta meta-heurística en ese grupo), pero 

bajo una filosofía constructiva, Dorigo, Maniezzo y Colorni [DORI96] plantean 

un algoritmo poblacional constructivo de optimización llamado optimización por 

colonia de hormigas (Ant Colony Optimization, ACO). Se inspira en el 

experimento con hormigas reales de Goss en el que se muestra la capacidad 
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que tienen las hormigas para encontrar el camino más corto de ida y vuelta 

entre el hormiguero y las fuentes de alimento. En un principio las hormigas se 

mueven de forma aleatoria, pero según pasa el tiempo la mayoría de las 

hormigas selecciona el camino más corto. Este comportamiento se produce 

gracias al mecanismo de transmisión de información propio de las hormigas. 

En efecto, cuando una hormiga encuentra comida, regresa al hormiguero 

dejando un rastro de una sustancia química denominada feromona. Así, 

cuando una hormiga intenta encontrar alimento sigue la ruta que contiene el 

rastro más fuerte de feromonas dejado por otras hormigas, y si encuentra la 

comida, de vuelta al hormiguero provoca a su vez un aumento del nivel de 

feromonas en ese camino, reforzándolo. Por tanto, la probabilidad que tiene 

una hormiga de escoger un camino crece en función del número de hormigas 

que lo hayan escogido previamente. En función del tiempo transcurrido, el 

rastro de feromonas empieza a evaporarse y, por lo tanto, se reduce la 

atracción de las feromonas. La densidad de feromonas es más intensa en 

recorridos cortos puesto que su uso es más frecuente. La evaporación de 

feromonas tiene la ventaja de eludir que los caminos escogidos por la primera 

hormiga resulten demasiado atractivos para el resto evitando que el espacio de 

búsqueda sea limitado. 

La optimización basada en colonias de hormigas es un procedimiento multi-

arranque en el que se usan estrategias análogas al comportamiento de las 

colonias de hormigas en busca de alimento en la vida real. En cada arranque o 

iteración global, se parte de una población o colonia inicial de hormigas 

artificiales. Cada hormiga artificial es un agente computacional simple que debe 

construir una solución del problema mediante la utilización de feromonas 

artificiales. Las hormigas artificiales comienzan el proceso saliendo de la 

colonia, lo que equivale a partir de una solución parcial del problema o solución 

semilla, que incluso puede ser vacía. En cada paso de la construcción de la 

solución completa la hormiga artificial debe hacer un desplazamiento simple, lo 

que significa asignar valor a una de las variables no asignadas del problema. 

Obviamente, los valores asignables a la variable en curso serán aquellos que 

verifican las restricciones del problema respecto a las variables ya asignadas. 

El criterio de decisión de una hormiga para desplazarse está basado en una 
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función estocástica que depende de la cantidad de feromonas artificiales que 

haya en el camino y del objetivo de optimización. Tras cada iteración global 

debe actualizarse el nivel de feromona, mediante un proceso denominado 

evaporación. En [DORI97], [STUT00] se puede obtener información sobre la 

forma de actualizar el nivel de feromonas. La evaporación de feromona evita 

que el algoritmo converja demasiado rápidamente posibilitando la exploración 

de nuevas áreas de búsqueda. Tras actualizarse el nivel de feromonas 

comienza una nueva iteración global. La solución al problema de optimización 

es la mejor solución encontrada en todas las iteraciones ejecutadas. 

Los algoritmos de colonias de hormigas tienen una naturaleza discreta, lo cual 

los hace muy interesantes para la resolución de problemas de optimización 

combinatoria. El primer algoritmo básico de hormigas desarrollado, el Ant 

System [DORI91], [COLO91], [COLO92], tuvo su primera aplicación en la 

solución del problema del viajante comercial. En estos primeros trabajos ya se 

proponen variaciones al concepto de feromona, derivándose tres algoritmos del 

Ant System: el Ant Quantity, el Ant Density y el Ant Cycle. Otros problemas 

solucionados por medio del Ant System son la versión asimétrica del TSP, el 

problema de la asignación cuadrática y el problema de la programación de 

producción discreta [DORI96]. 

Otros algoritmos de colonias de hormigas son: el ANT–Q, presentado por 

Gambardella y Dorigo [GARB95]; Ant Colony System, propuesto por Dorigo y 

Gambardella [DORI97]; el min–max Ant System, propuesto por Stützle y Hoos 

[STUT00]; el Rank Based Ant System, presentado por Bullnheimer [BULL97]; el 

Best–Worst Ant System, desarrollado por Cordón [CORD00]. Otras variaciones 

en el concepto de la actualización de la feromona se pueden encontrar en 

Meuleau y Dorigo [MEUL00]. 
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Capítulo 3: Recocido Simulado 

 

 

 

“Un hombre con una nueva idea es 

un loco hasta que ésta triunfa” 

Mark Twain 
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3.1. INTRODUCCIÓN AL ALGORITMO RECOCIDO SIMULADO 

El recocido simulado (Simulated Annealing, SA) es uno de los más 

significativos algoritmos generales de optimización combinatoria existentes. 

Pertenece al grupo de los algoritmos transformativos de búsqueda simple, es 

decir, algoritmos que toman como base procedimental la búsqueda local. Este 

algoritmo puede verse como una variante de la meta-heurística de búsqueda 

local, en la que se incorpora un criterio estocástico de aceptación de soluciones 

de peor calidad respecto a la solución en curso, con el fin de evitar que el 

algoritmo quede atrapado prematuramente en óptimos locales. Sin embargo, el 

criterio estocástico no es ciego o arbitrario, sino que se inspira en la física de 

los sistemas sometidos a una fuente de calor, concretamente en el proceso de 

enfriamiento de los metales (recocido) empleado en la industria metalúrgica 

como tratamiento para conseguir ciertas propiedades en el metal. 

Para proceder al estudio del recocido simulado, se presentan a continuación 

los fundamentos físicos y se describe detalladamente este algoritmo heurístico. 
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3.1.1.  Fundamentos físicos del recocido simulado 

En la primera mitad de la década de los ochenta, Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi 

[KIRK83], e independientemente Cerny [CERN85], introdujeron el concepto del 

recocido simulado en el campo de la optimización combinatoria. Este concepto 

se basa en la fuerte analogía que puede establecerse entre la evolución de un 

sistema físico sometido a una fuente de calor y la resolución de grandes 

problemas de optimización combinatoria. En los párrafos siguientes se 

desarrollan – de forma intuitiva – algunos conceptos básicos que constituyen el 

fundamento del recocido simulado y que permiten comprender correctamente 

dicha analogía. 

La mecánica estadística es una rama de la física que estudia los sistemas 

formados por un número tan elevado de partículas que el comportamiento del 

sistema no puede determinarse evaluando la contribución de cada partícula por 

separado. En lugar de esto, se asume que el sistema físico es compatible con 

una población estadística cuyos parámetros coinciden con los parámetros 

observables del sistema físico. De esta forma, puede determinarse, por 

ejemplo, la energía media del sistema a partir de la media estadística de las 

energías de las partículas constituyentes. Si iP  es la probabilidad de que una 

partícula i tenga la energía iE , entonces la energía media del sistema es: 


i

iiEPE  

Una clase muy importante de este tipo de sistemas físicos es la formada por los 

que están en contacto con una fuente de calor. Las fuentes de calor se 

caracterizan porque toda interacción con el sistema en cuestión da lugar 

únicamente a cambios infinitesimales en las propiedades de la fuente, mientras 

que el sistema puede sufrir cambios de importancia hasta que se alcance el 

equilibrio térmico, el cual viene determinado por la denominada distribución de 

Boltzmann [TODA83]. Esta distribución proporciona la probabilidad de que el 

sistema físico se halle en un estado i con una energía iE  a la temperatura 

absoluta T, y viene dada por la expresión: 
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donde: 

 Bk  es una constante física conocida como constante de Boltzmann, 

 el factor exponencial 
Tk

E

B

i

e



 se denomina factor de Boltzmann, y 

 Z(T) es la función de partición, definida como: 






j

Tk

E

B

j

eTZ )(  

donde el sumatorio se extiende sobre el conjunto de estados del 

sistema. 

En la física de la materia condensada, el recocido (annealing) es un proceso 

térmico destinado a obtener estados de baja energía en un sólido sometido a 

una fuente de calor. Este proceso consiste fundamentalmente en los dos pasos 

siguientes: 

 Incrementar la temperatura de la fuente de calor hasta el punto de fusión 

del sólido, momento en el que las partículas del mismo se disponen 

aleatoriamente. 

 Decrementar paulatinamente la temperatura de la fuente a fin de que las 

partículas del sólido se organicen en una estructura cristalina que 

representa el estado de mínima energía del sólido. 

El estado de mínima energía se obtiene sólo si la fase de enfriamiento se 

realiza suficientemente despacio. En caso contrario, las partículas del sólido se 

disponen en estructura amorfa resultando un estado estable de alta energía en 

lugar del deseado de mínima energía. En otras palabras, se alcanza un mínimo 

local, pero no global. 
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El proceso del recocido puede modelizarse con éxito mediante métodos de 

simulación por computador. Ya en 1953, N. Metropolis, A. Rosenbluth, M. 

Rosenbluth, A. Teller y E. Teller [METR53] desarrollaron un sencillo algoritmo 

basado en la mecánica estadística para simular la evolución de un sólido 

sometido a una fuente de calor. Este algoritmo utiliza técnicas de Monte Carlo, 

y genera una secuencia de L transiciones de estado del sólido para una 

temperatura dada T, hasta alcanzar el estado de equilibrio térmico. Cada una 

de las transiciones de estado se realiza de la siguiente forma. Dado un estado 

actual i del sólido con energía iE , se aplica un mecanismo de perturbación que 

produce un pequeño cambio – por ejemplo, el desplazamiento de una partícula 

–, en el estado actual i, para generar un nuevo estado j del sólido. Si la energía 

jE  del nuevo estado es menor que la del estado actual iE , entonces se 

acepta el estado j como el estado actual del sólido. En caso contrario, el estado 

j se acepta como estado actual con una probabilidad dada por la expresión: 

Tk

EE

B

ji

e



 

donde;  

 Bk es la constante de Boltzmann, y 

 T es la temperatura absoluta de la fuente de calor. 

La regla de transición de estados descrita se denomina criterio de Metropolis, y 

el algoritmo en conjunto se llama algoritmo de Metropolis. Si se aplica el 

algoritmo de Metropolis en la simulación del proceso de enfriamiento del sólido, 

éste alcanzará el estado de mínima energía, bajo el supuesto de que para cada 

valor de la temperatura se consigue el equilibrio térmico.  

3.1.2.  Algoritmo del recocido simulado 

El recocido simulado es una variante estocástica de la búsqueda local basada 

en el algoritmo de Metropolis para simulación de sistemas físicos sometidos a 

una fuente de calor. La analogía que se establece entre un problema de 
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optimización combinatoria y un sistema físico de múltiples partículas, viene 

dada por las siguientes equivalencias: 

 Las soluciones del problema de optimización combinatoria son 

equivalentes a los estados del sistema físico. 

 El coste de una solución es equivalente a la energía de un estado. 

 La temperatura del sistema físico se considera en el problema de 

optimización combinatoria como un parámetro de control 0T . 

El algoritmo del recocido simulado puede verse ahora como una iteración del 

algoritmo de Metropolis para valores decrecientes del parámetro de control T. 

Algoritmo (Recocido simulado). Dado un problema de optimización 

combinatoria (X,S,f,R), la estructura básica del algoritmo es la siguiente: 

1. Se establece como solución inicial en curso una solución candidata 

viable elegida al azar, 0: xx  . 

2. Se almacena la solución en curso x como mejor solución obtenida hasta 

el momento por el algoritmo, xx :opt . 

3. Se inicializa la temperatura o parámetro de control, 0: TT  , así como el 

contador de transiciones de estado para cada valor de temperatura, 

0:t . 

4. Mediante una función generatriz aleatoria de soluciones vecinas viables 

g, se obtiene a partir de x una nueva solución candidata y, )(: xy g . 

5. Si la nueva solución generada y es de mejor calidad que la actual x, 

)()( xy ff   en caso de minimización o )()( xy ff   en caso de 

maximización, entonces la nueva solución y pasa a ser la solución en 

curso, yx : . En este caso, si la nueva solución en curso x es de mejor 

calidad que la mejor solución xopt obtenida hasta el momento por el 

algoritmo, )()( optxx ff   en caso de minimización o )()( optxx ff   en 

caso de maximización, entonces se almacena como tal, xx :opt . Por el 
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contrario, si la nueva solución generada y es de peor calidad que la 

actual x, y se cumple: 

   

 1,0randome T

ff



 yx

 

se acepta igualmente y como solución en curso, yx : . 

6. Se incrementa el contador de transiciones de estado, 1:  tt . 

7. Si el número t de transiciones de estado (pasos 4-6) efectuadas para el 

valor actual de la temperatura es igual a un límite L, se decrementa el 

valor de la temperatura, TTT : , y se reinicializa el contador de 

transiciones de estado para cada temperatura, 0:t . 

8. Si no se cumple el criterio de terminación del algoritmo, se repiten de 

nuevo los pasos 4-7. En caso contrario, el algoritmo termina, siendo la 

solución del problema la mejor solución actual obtenida por el algoritmo, 

xopt. 

El criterio de terminación consiste en llegar a un límite máximo de transiciones 

de estado o iteraciones sin cambios en la solución en curso x. En general, este 

límite máximo de iteraciones debe implicar (con probabilidad cercana a 1) que 

en el recorrido aleatorio se han explorado todas las soluciones vecinas a la 

solución en curso. 

La característica más importante del algoritmo del recocido simulado es que, 

además de aceptar transiciones que suponen una mejora en el coste de la 

solución, también permite aceptar, hasta un cierto límite, transiciones que 

suponen una pérdida de calidad de la solución. La probabilidad de aceptar 

transiciones con pérdida de calidad se implementa comparando el valor de la 

expresión: 

   

T

ff

e

yx 

 

con un número aleatorio generado a partir de una distribución uniforme sobre el 

intervalo [0,1[. Inicialmente, para valores grandes de la temperatura T, se 

aceptan grandes pérdidas de calidad de la solución. Al decrecer T, sólo se 
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aceptan pérdidas de calidad más pequeñas. Finalmente, cuando la temperatura 

se aproxima a cero, no se acepta ninguna pérdida de calidad. Es decir, en este 

punto el recocido simulado se comporta igual que la búsqueda local. Esta 

característica significa que el algoritmo del recocido simulado puede escapar 

de los mínimos locales, aceptando transiciones intermedias hacia soluciones 

de mayor coste en beneficio de una mejor solución final. 

En virtud de la analogía con el algoritmo de Metropolis (simulación del proceso 

físico del recocido), el algoritmo del recocido simulado debe converger 

asintóticamente hacia el conjunto de soluciones óptimas globales del problema. 

No obstante, para garantizar esta convergencia asintótica es necesaria la 

existencia de una única distribución estacionaria para el algoritmo del recocido 

simulado, equivalente a la existencia de la distribución de Boltzmann de 

equilibrio térmico en mecánica estadística. E. Aarts y J. Korst proporcionan una 

demostración completa de esta conjetura en su libro Simulated Annealing and 

Boltzmann Machines: A Stochastic Approach to Combinatorial Optimization and 

Neural Computing [AART89], utilizando para ello un formalismo matemático del 

algoritmo del recocido simulado basado en la teoría de las cadenas de Markov. 

Asimismo, se proporcionan las condiciones suficientes de convergencia 

asintótica del recocido simulado hacia el conjunto de soluciones óptimas 

globales del problema [AART89]. Igualmente, otros autores han demostrado 

condiciones similares de convergencia asintótica del recocido simulado 

[GEMA84], [MITR86], mientras que Hajek ha proporcionado condiciones 

necesarias y suficientes [HAJE88]. Esencialmente, la condición de 

convergencia al óptimo global establece que la temperatura T del sistema debe 

decrecer de manera logarítmica de acuerdo con la ecuación: 

)1(ln1

0

k

T
Tk


  

donde ,...,n, k 10  indica el ciclo de temperatura. Sin embargo, esta función de 

enfriamiento del sistema requiere unos tiempos de computación prohibitivos, 

por lo que es necesario plantear métodos de decremento de la temperatura 

más rápidos (programas de enfriamiento) que permitan usar el recocido 

simulado como algoritmo de optimización aproximada. 
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La implementación práctica del algoritmo del recocido simulado puede 

realizarse generando una secuencia finita de valores decrecientes de la 

temperatura T, y un número finito L de transiciones de estado para cada valor 

de la temperatura. Para ello debe especificarse un programa de enfriamiento, o 

conjunto de parámetros cuyo objetivo es controlar la evolución del algoritmo. 

El siguiente programa de enfriamiento usado frecuentemente en la literatura fue 

propuesto por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83], y se compone de tres 

parámetros. Los dos primeros especifican la secuencia finita de valores de la 

temperatura, y el último indica el número finito de transiciones de estado para 

cada valor de la misma: 

 Valor inicial de la temperatura, 0T . Este valor inicial de la temperatura 

debe ser suficientemente elevado como para que se acepte con una 

cierta probabilidad cercana a 1 cualquier nueva solución generada en 

una transición de estado. 

 Función de decremento de la temperatura. Generalmente, se utiliza una 

función de decremento exponencial de la forma k
k TT  0 , donde α es 

una constante un poco menor que la unidad. Los valores usuales de α 

oscilan entre 0,8 y 0,99. 

 Número de transiciones de estado, L, para cada valor de la temperatura. 

Intuitivamente, el número de transiciones para cada temperatura debe 

ser suficientemente grande como para que, si no se aceptasen cambios 

de solución, pudiera recorrerse con una probabilidad cercana a 1 todo el 

conjunto de soluciones vecinas viables a la solución en curso. 

Respecto a la temperatura inicial 0T , en la práctica puede determinarse 

mediante el siguiente algoritmo: 

Algoritmo (Cálculo de la temperatura inicial en el recocido simulado): 

Dado un problema de optimización combinatoria (X,S,f,R), el cálculo de la 

temperatura inicial T0 en el recocido simulado se realiza mediante el siguiente 

procedimiento: 



3. Recocido Simulado 

111 

1. Se elige al azar una solución candidata viable, 0: xx  . 

2. Se inicializa la temperatura o parámetro de control T con un valor 

positivo  para el cual la función de Boltzmann 

   
T

ff

e

yx 

 tome valores 

inferiores a 0'5 (lo que supone rechazar frecuentemente las soluciones 

de peor calidad), :T . Por ejemplo,  puede ser el valor absoluto de la 

diferencia entre el coste de dos soluciones candidatas viables elegidas 

al azar, de modo que: 

   

368'01  



ee T

ff yx

 

3. Se inicializa el contador de transiciones de estado para cada valor de 

temperatura, 0:t , así como el contador de transiciones de estado 

aceptadas que supongan deterioro de calidad, 0:t . 

4. Mediante una función generatriz aleatoria de soluciones vecinas viables 

g, se obtiene a partir de x una nueva solución candidata y, )(: xy g , 

repitiéndose este paso hasta que la nueva solución generada y sea de 

peor calidad que la actual x, )()( xy ff   en caso de minimización o 

)()( xy ff   en caso de maximización. 

5. Si se cumple: 

   

 1,0randome T

ff



 yx

 

se incrementa el contador de transiciones de estado aceptadas, 

1:  tt . 

6. Se incrementa el contador de transiciones de estado, 1:  tt . 

7. Si 10t , se repiten los pasos 4-6. 

8. Si tt  , se incrementa la temperatura multiplicándola por un factor  

mayor que la unidad, TT : , siendo usualmente 5'11'1  , y se 

repiten los pasos 3-7. En caso contrario, el algoritmo termina, siendo la 

temperatura inicial apropiada para el recocido simulado igual a la 

temperatura T alcanzada en el proceso, TT :0 . 
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En la analogía con el sistema físico, este algoritmo coincide con el 

calentamiento del sólido hasta el punto de fusión, en el que todas las partículas 

del mismo se disponen al azar. 

Otro método para calcular la temperatura inicial 0T  de forma más directa – pero 

que requiere un conocimiento específico del problema de optimización a 

resolver –, consiste en despejar 0T  en la ecuación: 

)(0

sup

yPe
T

f





 

es decir, 

 )(ln

sup
0

yP

f
T


  

donde )(yP es una probabilidad de aceptación de soluciones peores cercana a 

la unidad (por ejemplo, 0.95), y sup f es una cota superior del incremento 

medio de coste entre soluciones factibles del problema. 

Respecto a la función de decremento de la temperatura, puede decirse que ha 

sido objeto de estudio en numerosos trabajos de investigación [LAAR87], 

[DOWS01], [LUKE95], [LOCA00], y es el interés principal de la comparativa 

desarrollada a continuación.  

3.2. PROGRAMAS DE ENFRIAMIENTO 

El recocido simulado es una de las más importantes meta-heurísticas, siendo 

bien conocidas sus propiedades de convergencia hacia soluciones de alta 

calidad, aunque con un elevado coste computacional. Esto ha dado origen a 

numerosos trabajos de investigación sobre aceleración de la convergencia del 

algoritmo, especialmente en el tratamiento del parámetro de temperatura, 

mediante lo que se conoce como programas o estrategias de enfriamiento. En 

este apartado se describen diferentes programas de enfriamiento: cuatro de 



3. Recocido Simulado 

113 

enfriamiento monótono multiplicativo, cuatro de enfriamiento monótono aditivo, 

y uno de enfriamiento no monótono adaptativo [DIAZ08]. Todos ellos se 

componen al menos de los tres parámetros planteados en el programa de 

Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi:  

 Temperatura inicial 0T ,  

 función de decremento de la temperatura, y  

 número L de transiciones de estado para cada valor de la temperatura. 

La temperatura inicial y el número de transiciones de estado se calculan de la 

misma forma en todos los casos, siendo el modo de reducir la temperatura del 

sistema lo que diferencia a los distintos programas de enfriamiento. 

3.2.1.  Enfriamiento monótono multiplicativo 

En el enfriamiento monótono multiplicativo, la temperatura T del sistema en el 

ciclo k se calcula multiplicando la temperatura inicial 0T  por un factor 

decreciente con respecto al ciclo k. Se consideran cuatro variantes: 

 Enfriamiento multiplicativo exponencial, propuesto por Kirkpatrick, Gelatt 

y Vecchi [KIRK83], y utilizado como referencia en la comparación entre 

los distintos criterios de enfriamiento. La reducción de la temperatura se 

realiza multiplicando la temperatura inicial 0T  por un factor decreciente 

exponencial respecto al ciclo de temperatura k: 

k
k TT  0  

donde 990α80 ..  . La curva de decrecimiento de la temperatura se 

caracteriza por una pendiente negativa pronunciada en los primeros 

ciclos de procesamiento, pero que se va suavizando progresivamente 

según disminuye la temperatura (figura 3.1). 
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Figura 3.1: Curva de enfriamiento multiplicativo exponencial, k
k TT  0  

 Enfriamiento multiplicativo logarítmico, basado en la condición de 

convergencia asintótica del recocido simulado [AART89], pero que 

incorpora un factor  de aceleración del enfriamiento que posibilita su 

uso en la práctica. La reducción de la temperatura se realiza 

multiplicando la temperatura inicial 0T  por un factor decreciente 

inversamente proporcional al logaritmo natural del ciclo de temperatura 

k: 

)1(ln1

0

k

T
Tk


  

donde 1α  . La curva de decrecimiento de la temperatura se caracteriza 

por una pendiente negativa muy pronunciada en los primeros ciclos de 

procesamiento, que se va suavizando muy rápidamente según se reduce 

la temperatura (figura 3.2). 

 

 

 

 

 

Figura 3.2: Curva de enfriamiento multiplicativo logarítmico,
)1ln(1
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T
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
  
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 Enfriamiento multiplicativo lineal. La reducción de la temperatura se 

realiza multiplicando la temperatura inicial 0T  por un factor decreciente 

inversamente proporcional al ciclo de temperatura k: 

k

T
Tk




1

0  

donde 0α  . La curva de decrecimiento de la temperatura posee una 

forma similar a la multiplicativa logarítmica, pero con pendiente menos 

pronunciada al principio y menos suave al final (figura 3.3). 

 

 

 

 

Figura 3.3: Curva de enfriamiento multiplicativo lineal, 
k

T
Tk




1

0  

 Enfriamiento multiplicativo cuadrático. La reducción de la temperatura se 

realiza multiplicando la temperatura inicial 0T  por un factor decreciente 

inversamente proporcional al cuadrado del ciclo de temperatura k: 

2

0

1 k

T
Tk


  

donde 0α  . La curva de decrecimiento de la temperatura posee forma 

sigmoidal irregular con un arco convexo hacia abajo muy amplio (figura 

3.4). 

 

 

 

Figura 3.4: Curva de enfriamiento multiplicativo cuadrático, 
2

0

1 k

T
Tk


  
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3.2.2.  Enfriamiento monótono aditivo 

En el enfriamiento monótono aditivo se deben considerar dos parámetros 

adicionales: el número n de ciclos de enfriamiento a realizar, y la temperatura 

final del sistema nT . En este tipo de enfriamiento la temperatura T del sistema 

en el ciclo k se calcula sumando a la temperatura final nT  un término 

decreciente con respecto al ciclo k. Se consideran cuatro variantes, basadas en 

las fórmulas propuestas por B.T. Luke [LUKE05]: 

 Enfriamiento aditivo lineal. La reducción de la temperatura se realiza 

sumando a la temperatura final nT  un término decreciente lineal 

respecto al ciclo de temperatura k: 

  






 


n

kn
TTTT nnk 0  

De esta manera, para 0k  es   00 )1( TTTTT nnk  , y para nk   

es   nnnk TTTTT  )0(0 . La curva de decrecimiento de la 

temperatura es una línea recta de pendiente negativa constante (figura 

3.5).  

 

 

 

 

Figura 3.5: Curva de enfriamiento aditivo lineal,   






 


n

kn
TTTT nnk 0  

 Enfriamiento aditivo cuadrático. La reducción de la temperatura se 

realiza sumando a la temperatura final nT  un término decreciente 

cuadrático respecto al ciclo de temperatura k: 

k
n0

nT

0T

T
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 
2

0 






 


n

kn
TTTT nnk  

De esta manera, para 0k  es   0
2

0 )1( TTTTT nnk  , y para nk   

es   nnnk TTTTT  2
0 )0( . La curva de decrecimiento de la 

temperatura se caracteriza por una pendiente negativa pronunciada en 

los primeros ciclos de procesamiento, pero que se va suavizando 

progresivamente según se reduce la temperatura (figura 3.6).  

 

 

 

 

 

Figura 3.6: Curva de enfriamiento aditivo cuadrático, 

 
2

0 






 


n

kn
TTTT nnk  

 Enfriamiento aditivo exponencial. La reducción de la temperatura se 

realiza sumando a la temperatura final nT  un término decreciente 

inversamente proporcional a la exponencial natural respecto al ciclo de 

temperatura k: 

 
  

















 nk

nnk
ne

TTTT
2
110

1

1
0  

De esta manera, para 0k  es    00 1 TTTTT nnk  
, y para nk   

es    nnnk TTTTT  00 . La curva de decrecimiento de la 

temperatura se caracteriza por su forma sigmoidal pronunciada, de 

pendiente muy suave al comienzo y al final del procesamiento y 

pronunciada en su punto central (figura 3.7). 

k
n0

nT

0T

T
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Figura 3.7: Curva de enfriamiento aditivo exponencial,
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 Enfriamiento aditivo trigonométrico. La reducción de la temperatura se 

realiza sumando a la temperatura final nT  un término decreciente 

proporcional al coseno del ciclo de temperatura k: 

  














 


n

k
TTTT nnk cos102

1
 

De esta manera, para 0k  es   002
1 )11( TTTTT nnk  , y para 

nk   es   nnnk TTTTT  )11(02
1 . La curva de decrecimiento de la 

temperatura se caracteriza por su forma sigmoidal suave (figura 3.8).  

 

 

 

 

Figura 3.8: Curva de enfriamiento aditivo trigonométrico, 
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3.2.3.  Enfriamiento no monótono adaptativo 

En el enfriamiento no monótono adaptativo, la temperatura T del sistema en 

cada transición de estado se calcula multiplicando el valor de temperatura kT  

obtenido mediante cualquiera de los criterios precedentes por un factor 

adaptativo  basado en la diferencia en valor absoluto entre el objetivo de la 

solución en curso,  xf , y el mejor objetivo conseguido hasta el momento por el 

algoritmo, denotado f*: 

 

 x

x

f

ff *
1μ


  

Luego: 

 

  kk T
f

ff
TT













 


x

x *
1  

Como puede observarse, se verifica que 2μ1  , siendo tanto mayor la 

temperatura – y con ello mayores los incrementos de energía permitidos – 

cuanto mayor sea la distancia de la solución actual a la mejor solución obtenida 

hasta el momento. Por tanto, se trata de un criterio de reducción de la 

temperatura T que se comporta de forma no monótona. Es decir, en cada 

transición de estado la temperatura T toma un valor que puede ser mayor o 

menor que el valor alcanzado por T en la transición anterior, si bien la 

tendencia de T es decreciente y se aproxima a cero al final del proceso de 

cálculo, por ser kT  decreciente y con límite cero. Este método de reducción de 

la temperatura es una modificación del propuesto por M. Locatelli [LOCA00], y 

como se ha mencionado, se puede utilizar combinándolo con cualquiera de los 

criterios anteriores en el cálculo de kT . En la comparativa se ha utilizado como 

método complementario el enfriamiento multiplicativo exponencial estándar. En 

este caso, la curva de enfriamiento se caracteriza por un comportamiento 

oscilante aleatorio comprendido entre la curva exponencial definida por kT  y su 

duplo kT2  (figura 3.9).  
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Figura 3.9: Curva de enfriamiento no monótono adaptativo 
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  kT
f

ff
T













 


x

x *
1 , combinado con el 

enfriamientomultiplicativo exponencial, k
k TT  0  

3.3. COMPARATIVA DE PROGRAMAS DE ENFRIAMIENTO DEL 

RECOCIDO SIMULADO 

Para completar el estudio básico del algoritmo del recocido simulado se va a 

realizar a continuación una prueba comparativa de los nueve programas de 

enfriamiento presentados en el apartado anterior. Esta comparativa toma como 

base un conjunto de pruebas que se han obtenido ejecutando el algoritmo del 

recocido simulado con cada programa de enfriamiento un total de 100 veces 

sobre dos problemas clásicos de optimización combinatoria utilizados como 

"benchmarking", un problema de planificación de rutas y otro de configuración, 

considerando para cada problema dos instancias reales. En la comparativa se 

realiza un análisis estadístico de los resultados tanto respecto a la calidad de 

las soluciones obtenidas como respecto a la convergencia temporal del 

algoritmo. 

Los problemas de optimización combinatoria utilizados en las pruebas del 

algoritmo con las diferentes estrategias de enfriamiento son:  

 el problema del viajante comercial y  

 el problema de la asignación cuadrática 

k
n0

nT

0T

T



3. Recocido Simulado 

121 

Se dan las pautas para la correcta elección de los parámetros de enfriamiento y 

se realiza el análisis de los resultados obtenidos en las pruebas. 

3.3.1.  Descripción de los problemas de optimización 

combinatoria 

Problema del Viajante Comercial. El problema del viajante comercial 

(Travelling Salesman Problem, TSP) consiste en encontrar la ruta más corta de 

recorrido cíclico de n ciudades de forma que cada ciudad se visite una sola vez. 

Formalmente, el problema puede describirse mediante la cuádrupla (X,S,f,R), 

donde:  

  nxxX ,...,1 , es el conjunto de variables del problema, en el que cada 

variable xi representa la posición i de la ruta a recorrer. El dominio finito 

común para las n variables es },...,2,1{ nD  , que representa al conjunto 

de las n ciudades a visitar. 

 
nDS  , es el espacio de soluciones del problema, de tamaño 

.## nn nDS   Una solución arbitraria del problema se representa 

mediante un vector   S,x,x n  1x . 

 Sf : , es la función objetivo a minimizar, o distancia de recorrido 

cíclico de las n ciudades, determinada por: 

   



n

i
niin xxd,x,xff

1
1)mod(1 ,)( x  

donde  ji xxd ,  es la distancia existente entre las ciudades xi y xj. 

  n,... ,rrR 1 , es el conjunto de restricciones: 

1: 11 xr  

),...,2(:}1,...,1{: nixxijr jii   

La circularidad de la ruta buscada permite fijar la primera variable x1 con 

la ciudad 1 (restricción r1), y asignar libremente las restantes ciudades 2 
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a n a las variables x2 a xn, teniendo en cuenta que no puede repetirse 

ninguna ciudad en la ruta (restricciones r2 a rn). Por tanto, las soluciones 

viables son permutaciones de las n ciudades con la ciudad 1 como 

primera ciudad a visitar. Así, dada una ruta x que verifique las 

restricciones, cualquier otra ruta cíclica que pase por las n ciudades en 

igual orden (y por tanto con igual valor objetivo asociado) será una 

rotación de x.  

Nota: La rutas correspondientes en orden inverso se consideran aquí 

diferentes, aunque el valor objetivo asociado sea el mismo. 

El objetivo del problema consiste en encontrar una solución, 

Sss n  ),...,( 1opts , que minimice globalmente la función objetivo f, de tal 

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables. 

El espacio de soluciones viables es el conjunto de las permutaciones circulares 

de n ciudades:  jin xxijniSxxS  :}1,...,1{},,...,2{|),...,,1( 2
* x , 

de tamaño )!1(# *  nS . 

La función generatriz de soluciones vecinas viables g utilizada en este caso 

para el TSP es la correspondiente a la estructura de 2-proximidad, es decir, se 

trata de la función que asocia cada solución Sx  con una solución aleatoria y 

que difiere de x en el valor de dos variables como máximo. Dado que las 

soluciones candidatas viables del problema son permutaciones de las n 

ciudades, la función generatriz obtiene las soluciones por intercambio de los 

valores de dos variables elegidas al azar. De acuerdo con esto, el tamaño del 

conjunto de soluciones candidatas viables vecinas a una dada se calcula como 

el número de selecciones de 2 variables no necesariamente distintas tomadas 

del total de n variables del problema, lo que es igual al número de 

combinaciones con repetición de n objetos tomados en grupos de dos: 
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2

)1(
)2,(




nn
nCR  

Para realizar las pruebas de evaluación del algoritmo, se han utilizado dos 

instancias de la versión euclídea del TSP: 

 Problema del viajante sobre un recorrido formado por las 47 capitales de 

provincia españolas peninsulares, siendo la distancia mínima entre dos 

ciudades de 47 km (Valladolid-Palencia), y la distancia máxima de 1384 

km (Gerona-Cádiz). 

 Problema del viajante sobre un recorrido formado por 80 ciudades 

europeas, siendo la distancia mínima entre dos ciudades de 6 km 

(Tallinn-Helsinki), y la distancia máxima de 5462 km (Tromso-Faro). Aquí 

las distancias utilizadas corresponden al camino más corto entre cada 

par de ciudades, pero con posibilidad de cruzar zonas marítimas (Canal 

de la Mancha, Mar Báltico) transportando el automóvil en ferry o similar. 

En estas situaciones no se tiene en cuenta la parte del trayecto realizada 

por mar.  

Problema de la Asignación Cuadrática. El problema de la asignación 

cuadrática (Quadratic Assignment Problem, QAP) consiste en la ubicación 

de n plantas industriales en n lugares posibles, teniendo en cuenta que 

entre cada dos plantas existe un flujo de transporte de materiales wij con un 

coste directamente proporcional a la distancia entre los lugares en que se 

hallen las plantas, de forma que se minimice el coste total del transporte de 

materiales entre las plantas. Formalmente, el problema puede describirse 

mediante la cuádrupla (X,S,f,R), donde:  

  nxxX ,...,1 , es el conjunto de variables del problema, en el que cada 

variable xi representa la planta industrial número i a ubicar. El dominio 

finito común para las n variables es el conjunto de los n lugares donde 

se deben ubicar las plantas },...,2,1{ nD  . 
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 
nDS  , es el espacio de soluciones del problema, de tamaño 

nn nDS ## . Una solución arbitraria del problema se representa 

mediante un vector   S,x,x n  1x . 

 Sf : , es la función objetivo a minimizar, o coste total del transporte 

de materiales entre las plantas, determinada por: 

   
 


n

i

n

j
jii jn xxdw,x,xff

1 1
1 ,)( x  

donde  ji xxd ,  es la distancia existente entre los lugares xi y xj, y wij, con 

},...,1{, nji  , es la cantidad de material que debe transportarse de la 

planta número i a la planta número j. Intuitivamente, esta función de 

coste favorece la ubicación cercana de plantas entre las que exista un 

alto flujo de materiales. 

  11  n,... ,rrR , es el conjunto de restricciones: 

)1,...,1(:},...,1{: 1   nixxijr jii  

Las restricciones r1 a rn1 que relacionan las variables x1 a xn aseguran 

que cada lugar es asignado una sola vez. 

El objetivo del problema consiste en encontrar una solución, 

Sss n  ),...,( 1opts , que minimice globalmente la función objetivo f, de tal 

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables. 

El espacio de soluciones viables es el conjunto 

 jin xxijniSxxxS  121
* :},...,1{},1,...,1{|),...,,(x , formado por 

las permutaciones de los n lugares, siendo el tamaño de dicho espacio de 

soluciones viables !# * nS  . 

La función generatriz aleatoria de soluciones vecinas viables g utilizada en este 

caso en el QAP es la correspondiente a la estructura de 2-proximidad, es decir, 

se trata de la función que asocia cada solución S  con una solución 

aleatoria y que difiere de x en el valor de dos variables como máximo. Dado 
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que las soluciones candidatas viables del problema son permutaciones de los n 

lugares sobre las n plantas, la función generatriz obtiene las soluciones 

tomando dos variables (plantas) cualesquiera e intercambiando sus valores. De 

acuerdo con esto, el tamaño del conjunto de soluciones candidatas viables a 

una dada se calcula como el número de selecciones de 2 variables no 

necesariamente distintas tomadas del total de n variables, que es igual al 

número de combinaciones con repetición de n objetos tomados en grupos de 

dos: 

2

)1(
)2,(




nn
nCR  

Para realizar las pruebas de evaluación del algoritmo, se han utilizado dos 

instancias del QAP: 

 Problema de la asignación cuadrática en el que se deben ubicar 47 

plantas de trabajo en 47 ciudades españolas peninsulares, con 

cantidades mínima y máxima a transportar entre dos plantas de 0 

unidades y 99 unidades respectivamente, y costes unitarios mínimo y 

máximo de transporte entre dos ciudades de 47 euros (Valladolid-

Palencia) y 1384 euros (Gerona-Cádiz) respectivamente. 

 Problema de la asignación cuadrática en el que se deben ubicar 80 

plantas de trabajo en 80 ciudades europeas, con cantidades mínima y 

máxima a transportar entre dos plantas de 0 unidades y 99 unidades 

respectivamente, y costes unitarios mínimo y máximo de transporte entre 

dos ciudades de 6 euros (Tallinn-Helsinki) y 5462 euros (Tromso-Faro) 

respectivamente.  

3.3.2.  Elección de parámetros 

Dado que la comparativa se realiza tomando como base siempre el mismo 

algoritmo del recocido simulado, es relativamente sencillo establecer un criterio 

de homogeneidad temporal entre los diferentes programas de enfriamiento 

comparados. En este caso, se utiliza como referencia el programa de 
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enfriamiento multiplicativo exponencial de Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi con factor 

de decremento 950α . . 

En cada instancia del problema a resolver, todas las versiones del algoritmo 

utilizan los mismos valores de temperatura inicial 0T  y número L de 

transiciones de estado para cada valor de la temperatura. La temperatura inicial 

0T  puede calcularse por los métodos descritos anteriormente. El número L de 

transiciones de estado debe asegurar, con una probabilidad  cercana a 1 (por 

ejemplo, 950 η . ) que, si no se aceptan cambios de solución, pueda 

procesarse cualquier solución vecina a la solución candidata viable en curso. 

Para su cálculo se procede de la siguiente forma: Si m es el número total de 

soluciones vecinas a una solución dada, e y es una solución arbitraria vecina, 

entonces la probabilidad de elegir a y en una transición de estado es  
m

P 1y . 

De aquí, la probabilidad de que y sea elegida al menos una vez en L 

transiciones de estado es: 

                  


yyyyyyyy PPPPPPPLP
L 12

1...11,  

      
  
  

    L
m

mL
LL

i

i
P

P

P
PPP 1

1

1
111

11

11
1 









  y

y

y
yyy  

Igualando la expresión resultante al valor de probabilidad deseado , se 

obtiene el número L de transiciones de estado necesarias: 

 
 

m
m

L

m
m L

1
1

ln

)1ln(
1



 
  

Para determinar los parámetros de reducción de la temperatura de cada 

programa de enfriamiento, se considera la temperatura final media T  y su 

desviación típica σ  correspondientes al enfriamiento multiplicativo exponencial 

con 950α . . Evidentemente, el intervalo   TT ,  marca los valores más 

probables de la temperatura final para este programa de enfriamiento, y puede 

servir como base para fijar la temperatura final de los restantes programas. El 

objetivo es determinar los parámetros asociados a la reducción de la 
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temperatura de modo que se llegue a una temperatura en el intervalo 

  TT ,  en un número de ciclos similar al empleado por el enfriamiento 

multiplicativo exponencial. Se distinguen tres casos: 

 Enfriamiento monótono multiplicativo. El factor de decremento  que 

aparece en las ecuaciones de reducción de la temperatura debe permitir 

llegar a la temperatura T , o temperatura más elevada, a partir de la 

que es muy probable la terminación del algoritmo en el mismo número n 

de ciclos que el enfriamiento multiplicativo exponencial. Sabiendo que 

para este enfriamiento el número n de ciclos es: 

)95.0ln(

ln

)95.0(
0

0










 


T

T

nTT n
 

resulta para el enfriamiento multiplicativo logarítmico: 

)1ln(

1

)1ln(1

0

0

n

T

T

n

T
T







  

para el enfriamiento multiplicativo lineal: 

n

T

T

n

T
T

1

1

0

0





  

y para el enfriamiento multiplicativo cuadrático: 

2

0

2

0
1

1 n

T

T

n

T
T





  

 Enfriamiento monótono aditivo. El número n de ciclos de temperatura y 

la temperatura final nT  que aparecen en las ecuaciones de reducción de 

la temperatura de estos tipos de enfriamiento deben ser: TTn , o 

temperatura más baja en que es muy probable la terminación del 
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algoritmo, y n el correspondiente número de ciclos del enfriamiento 

multiplicativo exponencial para esa temperatura, es decir: 

)95.0ln(

ln

)95.0(
0

0










 


T

T

nTT n
 

 Enfriamiento no monótono adaptativo. Dado que en este caso el 

enfriamiento adaptativo se combina con el enfriamiento multiplicativo 

exponencial, el factor de decremento α  que aparece en la ecuación de 

reducción de la temperatura debe ser también 950α . . 

3.3.3.  Resultados de las pruebas 

El software desarrollado para soportar el algoritmo del recocido simulado con 

las diferentes técnicas de enfriamiento y su aplicación a los problemas del 

viajante y de la asignación cuadrática, se ha realizado mediante una 

metodología de diseño y programación orientada a objetos en el lenguaje de 

programación C++. Las pruebas se han ejecutado en un computador personal 

con unos tiempos medios que oscilan entre 1 segundo para TSP 47 y 40 

segundos para QAP 80. Ahora bien, dado que entre las diferentes pruebas la 

implementación del algoritmo del recocido simulado es la misma y sólo 

cambian los programas de enfriamiento, la proporción entre el número total de 

iteraciones y el tiempo de ejecución es constante en todas las pruebas, 

aproximadamente igual a 60.000 iteraciones por segundo. Por ello, en las 

tablas de resultados se proporciona como información de convergencia solo la 

relativa al número total de iteraciones efectuadas. 

La tabla 3.1 muestra los parámetros de los programas de enfriamiento 

utilizados en cada instancia de los problemas TSP y QAP: 
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TSP 47 

79163690 ,T 

 

3384L  

TSP 80 

53655480 ,T 

 

9720L  

QAP 47 

5126943240 ,T 

 

3384L  

QAP 80 

28130098000 ,T 

 

9720L  

M. 

Exponencial 
950α ,  950α ,  950α ,  950α ,  

M. 

Logarítmico 
350α   2100α   6768α ,  1030α   

M. Lineal 12α   3560α ,  324α ,  631α ,  

M. 

Cuadrático 
080α ,  3330α ,  150α ,  190α ,  

Monótono 

Aditivo 

146n  

379,Tn   

181n  

00226,Tn   

161n  

92688,Tn   

167n  

92464,Tn   

No 

monótono  

Adaptativo 

950α ,  950α ,  950α ,  950α ,  

Tabla 3.1: Parámetros de los programas de enfriamiento 

Para cada instancia de los problemas se han realizado 100 ejecuciones con los 

nueve programas de enfriamiento, obteniéndose la media y la desviación típica 

tanto del objetivo logrado como del número total de iteraciones empleadas en 

cada caso (tablas 3.2-3.5, figuras 3.10-3.17).  

  
MED DESV 

E M Log 
Objetivo 7439,58 343,52 

Iteraciones 142624,41 72210,02 

E M Lin 
Objetivo 7006 352,86 

Iteraciones 349138,45 74278,16 

E M Cua 
Objetivo 7030,69 382,67 

Iteraciones 447286,2 55776,80 

E M Exp 
Objetivo 7040,17 383,07 

Iteraciones 498561,6 28723,40 

E A Lin 
Objetivo 7775,08 470,25 

Iteraciones 535389,66 39308,51 

E A Cua 
Objetivo 7183,73 355,62 

Iteraciones 532664,19 52723,84 

E A Exp 
Objetivo 7072,56 293,97 

Iteraciones 502794,07 67931,19 

E A Trig 
Objetivo 7324,19 425,62 

Iteraciones 538035,36 60389,06 

E Adapt 
Objetivo 7073,42 359,56 

Iteraciones 502653,87 26854,95 

Tabla 3.2: Resultados TSP 47 
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Figura 3.10: Comparación de resultados (objetivo) TSP 47 

 

 

Figura 3.11: Comparación de resultados (nº iteraciones) TSP 47 

  
MED DESV 

E M Log 
Objetivo 39105,32 2113,10 

Iteraciones 520860,56 418145,62 

E M Lin 
Objetivo 36109,17 1604,17 

Iteraciones 1252054,41 430911,30 

E M Cua 
Objetivo 35981,52 1719,84 

Iteraciones 1553160,7 276098,24 

E M Exp 
Objetivo 35334,72 1574,21 

Iteraciones 1761604,4 93123,80 

E A Lin 
Objetivo 38510,87 1971,90 

Iteraciones 1970423,64 271849,98 

E A Cua 
Objetivo 35134,61 1498,77 

Iteraciones 1935363,78 267271,02 

E A Exp 
Objetivo 35379,47 1536,45 

Iteraciones 1913526,41 387551,65 

E A Trig 
Objetivo 35536,52 1671,18 

Iteraciones 1811870,28 127674,83 

E Adapt 
Objetivo 35536,52 1671,18 

Iteraciones 1811870,28 127674,83 

Tabla 3.3: Resultados TSP 80 
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6500

7000

7500

8000

8500

DESV

MED

0
100000
200000
300000
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Figura 3.12: Comparación de resultados (objetivo) TSP 80 

 

 Figura 3.13: Comparación de resultados (nº iteraciones) TSP 80 

  
MED DESV 

E M Log 
Objetivo 26633177,23 74803,05 

Iteraciones 203107,36 115788,34 

E M Lin 
Objetivo 26529682,05 52406,46 

Iteraciones 431308,09 124666,49 

E M Cua 
Objetivo 26520680,57 45713,60 

Iteraciones 502666,58 75805,55 

E M Exp 
Objetivo 26510487,17 41489,7 

Iteraciones 563650,78 38893,8 

E A Lin 
Objetivo 26603569,54 59799,74 

Iteraciones 625758,4 74479,14 

E A Cua 
Objetivo 26537607,08 46776,85 

Iteraciones 613327,98 75134,69 

E A Exp 
Objetivo 26542937,15 55483,35 

Iteraciones 513657,73 102397,37 

E A Trig 
Objetivo 26542883,95 50660,03 

Iteraciones 632113,28 94588,54 

E Adapt 
Objetivo 26507296,44 39920,66 

Iteraciones 559779,09 30921,78 

Tabla 3.4: Resultados QAP 47 

32000

34000

36000

38000

40000

42000

DESV

MED

0

1000000

2000000

3000000

DESV

MED
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Figura 3.14: Comparación de resultados (objetivo) QAP 47 

 

 

Figura 3.15: Comparación de resultados (nº iteraciones) QAP 47 

 

  
MED DESV 

E M Log 
Objetivo 251827426,3 612601,80 

Iteraciones 541295,42 286643,42 

E M Lin 
Objetivo 250616081,8 346594,87 

Iteraciones 1153150,92 283266,83 

E M Cua 
Objetivo 250423922,9 320029,21 

Iteraciones 1413739,15 210670,69 

E M Exp 
Objetivo 250505166,5 323685,34 

Iteraciones 1661144,48 103933,62 

E A Lin 
Objetivo 251384049,3 484199,23 

Iteraciones 1839289,1 170599,30 

E A Cua 
Objetivo 250729377,7 384971,93 

Iteraciones 1790535,52 195289,55 

E A Exp 
Objetivo 250761021,1 374346,90 

Iteraciones 1472894,48 185779,66 

E A Trig 
Objetivo 250833251,8 369301,84 

Iteraciones 1802581,8 209695,33 

E Adapt 
Objetivo 250467485 362527,68 

Iteraciones 1677636,05 110480,80 

Tabla 3.5: Resultados QAP 80 

26400000

26500000

26600000

26700000

26800000
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MED
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Figura 3.16: Comparación de resultados (objetivo) QAP 80 

 

Figura 3.17: Comparación de resultados (nº iteraciones) QAP 80 

En relación con la calidad del objetivo medio logrado y su desviación típica, 

puede observarse que el mejor comportamiento es proporcionado por cuatro 

programas: 

 El enfriamiento multiplicativo exponencial (criterio estándar), 

 el enfriamiento multiplicativo cuadrático, 

 el enfriamiento aditivo exponencial, y 

 el enfriamiento adaptativo. 

Los peores resultados se obtienen con: 

 El enfriamiento multiplicativo logarítmico y 

 el enfriamiento aditivo lineal. 

249000000
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251000000

252000000

253000000
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En relación con el número medio de iteraciones (tiempo de ejecución) y su 

desviación típica, puede observarse que todos los casos evaluados presentan 

un nivel similar, exceptuando el enfriamiento multiplicativo logarítmico que 

presenta una elevada desviación típica. Cabe mencionar que los métodos que 

mejor comportamiento proporcionan respecto a la desviación típica son el 

enfriamiento multiplicativo exponencial, y el enfriamiento adaptativo, que se 

basa en el anterior. 

Combinando ambos aspectos, objetivo y tiempo de ejecución, puede concluirse 

que el mejor esquema de enfriamiento estudiado es el programa no monótono 

adaptativo basado en el propuesto por M. Locatelli [LOCA00], aunque sin 

diferencias significativas con respecto a los programas multiplicativo 

exponencial y multiplicativo cuadrático, tal como se comprueba en el análisis 

estadístico a continuación. 

3.3.4.  Análisis estadístico 

A continuación, se van a realizar intervalos de confianza de la diferencia de 

medias – para objetivos e iteraciones – entre el enfriamiento exponencial 

estándar y cada una de las otras ocho estrategias de enfriamiento de la 

comparación, como técnica estadística para validar los resultados obtenidos en 

el apartado anterior. 

Para analizar si puede inferirse una diferencia significativa entre el enfriamiento 

multiplicativo exponencial y el enfriamiento multiplicativo logarítmico  se va a 

realizar un intervalo de confianza para la diferencia de medias, para lo cual se 

dispone de dos muestras aleatorias independientes de tamaño n1 y n2 

respectivamente. El objetivo es comparar dos medias poblacionales µ1 y µ2. 

Para ello, lo adecuado es basarse en el estimador 21 xx  , diferencia entre 

ambas medias muestrales. 

La situación que se estudia, en la comparación entre los diferentes algoritmos, 

es la de dos muestras aleatorias independientes del mismo tamaño y 
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suficientemente grandes, de manera que puede asegurarse la normalidad 

aproximada de ambas medias muestrales.  

Se analizará si existe una diferencia significativa entre ambos algoritmos con 

respecto al coste del objetivo. Como las varianzas poblacionales son finitas y 

desconocidas, las sustituiremos por las cuasivarianzas muestrales 2
1S  y 2

2
S , 

dando lugar al intervalo: 











22
αα zZz  

Z =

2

2
2

1

2
1

21

n

S

n

S

xx




 

A un nivel de confianza del 95%. 

 Si 
2

αzZ  , es mejor el algoritmo 1 

 Si 
2

αzZ  , es mejor el algoritmo 2 

 Si 









22
αα zZz , la prueba no permite afirmar que existan 

diferencias significativas entre ambos algoritmos 

1x  = media muestral  (E M Exp) 

2x = media muestral  (E M Log) 

1n = tamaño muestra (E M Exp)  

2n = tamaño muestra (E M Log) 

1S  = cuasivarianza muestral (E M Exp) 

2S = cuasivarianza muestral (E M Log) 
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Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y enfriamiento multiplicativo 

logarítmico (E M Log). 

TSP 47: 
 

  MED DESV 

E M Exp Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

E  M Log Objetivo 7439,58 343,53 

 

Z =7,76 < 1,96 = 
2

αz  

 

TSP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

E  M Log Objetivo 39105,32 2113,10 

 

Z =14,24 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

E  M Log Objetivo 26633177,23 74803,05 

 

Z =14,27 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

E  M Log Objetivo 251827426,3 612601,80 

 

Z =18,99 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 3.6: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento multiplicativo 

logarítmico 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M Exp 

proporciona mejores soluciones que el algoritmo enfriamiento 

multiplicativo logarítmico E  M Log. 
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En el caso de la diferencia de medias para las iteraciones:
 

Tabla 3.7: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento multiplicativo 

logarítmico 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo enfriamiento multiplicativo logarítmico E M Log 

converge más rápidamente que el algoritmo enfriamiento multiplicativo 

exponencial E M Exp. 

  

TSP 47: 
 

 
  MED DESV 

E M Exp Iteraciones 498561,6 28723,4 

 

 
  MED DESV 

E  M 
Log 

Iteraciones 142624,41 72210,02 

 

Z = 45,80 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 1761604,4 93123,8 

 

 
  MED DESV 

E  M 
Log 

Iteraciones 520860,56 418145,62 

 

Z = 28,96 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

E  M 
Log 

Iteraciones 203107,36 115788,34 

 

Z = 29,51 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

E M 
Exp 

Iteraciones 1661144,48 103933,6 

 

 
  MED DESV 

E  M 
Log 

Iteraciones 541295,42 286643,42 

 

Z = 36,73 > 1,96 = 
2

αz  
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En las comparativas, entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y las 

restantes estrategias de enfriamiento, utilizaremos el mismo modelo de 

intervalo de confianza que en este primer caso. 

Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y enfriamiento multiplicativo 

lineal (E M Lin). 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

E M Exp Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

E  M Lin Objetivo 7006 352,86 

 

 1,960,651,96   

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

E  M Lin Objetivo 36109,17 1604,17 

 

Z = 3,43 <1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

E M Exp Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

E  M Lin Objetivo 26529682,05 52406,46 

 

Z = 2,87 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

E M Exp Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

E  M Lin Objetivo 250616081,8 346594,87 

 

Z = 2,34 <1,96 = 
2

αz  

Tabla 3.8: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento multiplicativo 

lineal 

 En TSP 47, la prueba no permite afirmar que existan diferencias 

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos algoritmos. 

 En TSP 80 y en las dos instancias del problema QAP se puede 

considerar que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M 

Exp proporciona mejores soluciones que el algoritmo enfriamiento 

multiplicativo lineal E  M Lin. 
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Tabla 3.9: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento multiplicativo 

lineal 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo enfriamiento multiplicativo lineal E M Lin converge más 

rápidamente que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M 

Exp. 

 

 

 

 

 

 

 

TSP 47: 
 

 
  MED DESV 

E M Exp Iteraciones 498561,6 28723,4 

 

 
  MED DESV 

E  M Lin Iteraciones 349138,45 74278,16 

 

Z  = 18,76 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 1761604,4 93123,8 

 

 
  MED DESV 

E  M 
Lin 

Iteraciones 1252054,41 430911,29 

 

Z  = 11,5 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

E  M Lin Iteraciones 431308,09 124666,49 

 

Z  = 10,13 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 
E M 
Exp 

Iteraciones 1661144,48 103933,6 

 

 
  MED DESV 

E  M 
Lin 

Iteraciones 1153150,92 283266,83 

 

Z  = 16,83 > 1,96 = 
2

αz  
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Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y enfriamiento multiplicativo 

cuadrático (E M Cua). 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

E M Exp Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

E  M Cua Objetivo 7030,69 382,67 

 

 1,96 0,17 1,96   

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

E  M Cua Objetivo 35981,52 1719,84 

 

Z  = 2,76 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

E M Exp Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

E  M Cua Objetivo 26520680,57 45713,59 

 

 1,96 1,64 1,96   

QAP 80: 
 
    MED DESV 

E M Exp Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

E  M Cua Objetivo 250423922,9 320029,2 

 

 1,96 1,77 1,96   

Tabla 3.10: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento multiplicativo 

cuadrático 

 En TSP 80, se puede considerar que el algoritmo enfriamiento 

multiplicativo exponencial E M Exp proporciona mejores soluciones que 

el algoritmo enfriamiento multiplicativo cuadrático E M Cua. 

 En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP la prueba no 

permite afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las 

soluciones entre ambos algoritmos. 
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Tabla 3.11: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento multiplicativo 

cuadrático 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo enfriamiento multiplicativo cuadrático E M Cua converge 

más rápidamente que el algoritmo enfriamiento multiplicativo 

exponencial E M Exp. 

  

TSP 47: 
 

 
  MED DESV 

E M Exp Iteraciones 498561,6 28723,4 

 

 
  MED DESV 

E  M  
Cua 

Iteraciones 447286,2 55776,8 

 

Z = 8,17 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 1761604,4 93123,8 

 

 
  MED DESV 

E  M  
Cua 

Iteraciones 1553160,7 276098,24 

 

Z  = 7,15 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

E  M  
Cua 

Iteraciones 502666,58 75805,55 

 

Z  = 7,15 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

E M 
Exp 

Iteraciones 1661144,48 103933,6 

 

 
  MED DESV 

E  M  
Cua 

Iteraciones 1413739,15 210670,69 

Z  = 10,53 > 1,96 = 
2

αz  
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Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y  enfriamiento aditivo lineal 

(E A Lin). 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

E M Exp Objetivo 7040,17 383,06 

 

 
  MED DESV 

E  A Lin Objetivo 7775,08 470,25 

 

Z  = 12,11 < 1,96 = 
2

αz  

 

TSP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

E  A Lin Objetivo 38510,87 1971,89 

 

Z  = 12,58 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

E  A Lin Objetivo 26603569,54 59799,74 

 

Z  = 12,79 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

E  A Lin Objetivo 251384049,3 484199,23 

 

Z  = 15,01 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 3.12: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento aditivo lineal 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M Exp 

proporciona mejores soluciones que el algoritmo enfriamiento aditivo 

lineal E A Lin. 
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Tabla 3.13: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento aditivo lineal 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M Exp 

converge más rápidamente que el algoritmo enfriamiento aditivo lineal E 

A Lin. 

  

TSP 47: 
 

 
  MED DESV 

E M Exp Iteraciones 498561,6 28723,4 

 

 
  MED DESV 

E  A Lin Iteraciones 535389,66 39308,50 

 

Z  = 7,56 < 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 1761604,4 93123,8 

 

 
  MED DESV 

E  A 
Lin 

Iteraciones 1970423,64 271849,97 

 

Z  =  7,23 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

E  A  Lin Iteraciones 625758,4 74479,14 

 

Z  = 7,35 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

E M 
Exp 

Iteraciones 1661144,48 103933,6 

 

 
  MED DESV 

E  A  Lin Iteraciones 1839289,1 170599,3 

 

Z = 8,87 < 1,96 = 
2

αz  
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Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y enfriamiento aditivo 

cuadrático (E A Cua). 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

E M Exp Objetivo 7040,17 383,06 

 

 
  MED DESV 

E  A Cua Objetivo 7183,73 355,62 

 

Z  = 2,74 < 1,96 = 
2

αz  

 

TSP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

E  A Cua Objetivo 35134,61 1498,77 

 

 1,96 0,92 1,96   

QAP 47: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

E  A Cua Objetivo 26537607,08 46776,85 

 

Z  = 4,31 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

E  A Cua Objetivo 250729377,7 384971,93 

 

Z  = 4,43 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 3.14: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento aditivo cuadrático 

 En TSP 80, la prueba no permite afirmar que existan diferencias 

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos algoritmos. 

 En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP se puede 

considerar que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M 

Exp proporciona mejores soluciones que el algoritmo enfriamiento 

aditivo cuadrático E A Cua. 
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Tabla 3.15: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento aditivo cuadrático 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M Exp 

converge más rápidamente que el algoritmo enfriamiento aditivo 

exponencial E A Cua. 

  

TSP 47: 
 

 
  MED DESV 

E M Exp Iteraciones 498561,6 28723,4 

 

 
  MED DESV 

E  A  
Cua 

Iteraciones 532664,19 52723,84 

 

Z  = 5,68 < 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 1761604,4 93123,8 

 

 
  MED DESV 

E  A  
Cua 

Iteraciones 1935363,78 267271,02 

 

Z  = 6,10 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

E  A 
Cua 

Iteraciones 613327,98 75134,69 

 

Z  = 5,84 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 

    MED DESV 

E M 
Exp 

Iteraciones 1661144,48 103933,6 

 

 
  MED DESV 

E A  
Cua 

Iteraciones 1790535,52 195289,55 

 

Z  = 5,82 < 1,96 = 
2

αz  
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Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y  enfriamiento aditivo 

exponencial (E A Exp). 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

E M Exp Objetivo 7040,17 383,06 

 

 
  MED DESV 

E  A Exp Objetivo 7072,56 293,97 

 

 1,96  0,67  1,96   

TSP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

E  A Exp Objetivo 35379,47 1536,45 

 

 1,96 0,20 1,96   

QAP 47: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

E  A Exp Objetivo 26542937,15 55483,35 

 

Z  = 4,66 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 250505167 323685,343 

 

 
  MED DESV 

E  A Exp Objetivo 250761021,1 374346,89 

 

Z  = 5,14 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 3.16: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento aditivo 

exponencial 

 En las dos instancias del problema TSP, la prueba no permite afirmar 

que existan diferencias significativas en la calidad de las soluciones 

entre ambos algoritmos. 

 En las dos instancias del problema QAP se puede considerar que el 

algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M Exp proporciona 

mejores soluciones que el algoritmo enfriamiento aditivo exponencial E A 

Exp. 
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Tabla 3.17: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento aditivo 

exponencial 

 En TSP 47, la prueba no permite afirmar que existan diferencias 

significativas en velocidad de convergencia entre ambos algoritmos. 

 En TSP 80 se puede considerar que el algoritmo enfriamiento 

multiplicativo exponencial E M Exp converge más rápidamente que el 

algoritmo enfriamiento aditivo exponencial E A Exp. 

 En las dos instancias del problema QAP se puede considerar que el 

algoritmo enfriamiento aditivo exponencial E A Exp converge más 

rápidamente que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M 

Exp. 

TSP 47: 
 

 
  MED DESV 

E M Exp Iteraciones 498561,6 28723,4 

 

 
  MED DESV 

E  A   
Exp 

Iteraciones 502794,07 67931,19 

 

 1,96  0,57  1,96   

TSP 80: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 1761604,4 93123,8 

 

 
  MED DESV 

E  A   
Exp 

Iteraciones 1913526,41 387551,65 

 

Z  = 3,79 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

E  A  
Exp 

Iteraciones 513657,73 102397,37 

 

Z  = 4,54 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

E M 
Exp 

Iteraciones 1661144,48 103933,6 

 

 
  MED DESV 

E A   
Exp 

Iteraciones 1472894,48 185779,66 

 

Z  = 8,84 > 1,96 = 
2

αz  
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Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y enfriamiento aditivo 

trigonométrico (E A Trig). 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

E M Exp Objetivo 7040,17 383,06 

 

 
  MED DESV 

E  A Trig Objetivo 7324,19 425,62 

 

Z  = 4,93 < 1,96 = 
2

αz  

 

TSP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

E  A Trig Objetivo 35536,52 1671,18 

 

 1,96  0,87  1,96   

QAP 47: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

E  A Trig Objetivo 26542883,95 50660,03 

 

Z  = 4,92 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 250505167 323685,343 

 

 
  MED DESV 

E  A Trig Objetivo 250833251,8 369301,8486 

 

Z  = 6,64 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 3.18: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento aditivo 

trigonométrico 

 En TSP 80, la prueba no permite afirmar que existan diferencias 

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos algoritmos. 

 En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP se puede 

considerar que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M 

Exp proporciona mejores soluciones que el algoritmo enfriamiento 

aditivo trigonométrico E A Trig. 

 

 

 



3. Recocido Simulado 

149 

Tabla 3.19: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento aditivo 

trigonométrico 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M Exp 

converge más rápidamente que el algoritmo enfriamiento aditivo 

trigonométrico E A Trig. 

TSP 47: 
 

 
  MED DESV 

E M Exp Iteraciones 498561,6 28723,4 

 

 
  MED DESV 

E  A    
Trig 

Iteraciones 538035,36 60389,06 

 

Z  = 5,87 < 1,96 = 
2

αz  

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 1761604,4 93123,8 

 

 
  MED DESV 

E  A    
Trig 

Iteraciones 1811870,28 127674,83 

 

Z = 3,16 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

E  A   
Trig 

Iteraciones 632113,28 94588,53 

 

Z  = 6,66 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

E M 
Exp 

Iteraciones 1661144,48 103933,6 

 

 
  MED DESV 

E A    
Trig 

Iteraciones 1802581,8 209695,32 

 

Z  = 6,01 < 1,96 = 
2

αz  
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Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp)  y enfriamiento no monótono 

adaptativo (E Adapt). 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

E M Exp Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

E  Adapt Objetivo 7073,42 359,56 

 

 1,96  0,63  1,96   

TSP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

E  Adapt Objetivo 35536,52 1671,18 

 

 1,96  0,87  1,96   

QAP 47: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

E  Adapt Objetivo 26507296,44 39920,66 

 

 1,96  0,55  1,96   

QAP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

E  Adapt Objetivo 250467485 362527,68 

 

 1,96  0,77  1,96   

Tabla 3.20: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento no monótono 

adaptativo 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP, la prueba no permite 

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las 

soluciones entre ambos algoritmos. 

  



3. Recocido Simulado 

151 

Tabla 3.21: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones 

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento no monótono 

adaptativo 

 En TSP 80, se puede considerar que el algoritmo enfriamiento 

multiplicativo exponencial E M Exp converge más rápidamente que el 

algoritmo enfriamiento no monótono adaptativo E Adapt. 

 En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP la prueba no 

permite afirmar que existan diferencias significativas en velocidad de 

convergencia entre ambos algoritmos. 

  

TSP 47: 
 

 
  MED DESV 

E M Exp Iteraciones 498561,6 28723,4 

 

 
  MED DESV 

E   
Adapt 

Iteraciones 502653,87 26854,95 

 

 1,96  1,03  1,96   

TSP 80: 
 

    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 1761604,4 93123,8 

 

 
  MED DESV 

E   
Adapt 

Iteraciones 1811870,28 127674,83 

 

Z  =  3,16 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

E M Exp Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

E   
Adapt 

Iteraciones 559779,09 30921,78 

 

 1,96  0,77  1,96   

QAP 80: 
 

    MED DESV 

E M 
Exp 

Iteraciones 1661144,48 103933,6 

 

 
  MED DESV 

E  
Adapt 

Iteraciones 1677636,05 110480,80 

 

 1,96  1,08  1,96   
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A continuación se recoge en forma resumida la información de la comparativa 

en sendas tablas, una sobre objetivos y otra sobre convergencia temporal. 

En la tabla 3.22, el símbolo '+' significa que el enfriamiento estándar E M Exp 

da mejores soluciones, '=' quiere decir que la diferencia no es significativa, y '-' 

significa que el enfriamiento E M Exp ofrece soluciones de peor calidad. 

Instancia E M Log E M Lin E M Cua E A Lin E A Cua E A Exp E A Trig E Adapt 

TSP 47 + = = + + = + = 

TSP 80 + + + + = = = = 

QAP 47 + + = + + + + = 

QAP 80 + + = + + + + = 

Tabla 3.22: Resumen de la comparativa mediante intervalo de confianza al 

95% para la diferencia de medias de objetivos según la distribución normal 

En la tabla 3.23, '+' significa que el enfriamiento estándar E M Exp converge 

más rápido, '=' quiere decir que la diferencia no es significativa, y '-' significa 

que el enfriamiento E M Exp converge más lentamente. 

Instancia E M Log E M Lin E M Cua E A Lin E A Cua E A Exp E A Trig E Adapt 

TSP 47 - - - + + = + = 

TSP 80 - - - + + + + + 

QAP 47 - - - + + - + = 

QAP 80 - - - + + - + = 

Tabla 3.23: Resumen de la comparativa mediante intervalo de confianza al 

95% para la diferencia de medias de número de iteraciones según la 

distribución normal 
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3.3.5.  Análisis de resultados 

Si se contrastan los resultados con las curvas de reducción de la temperatura 

de cada programa de enfriamiento, tomando siempre como referencia la forma 

de la curva del enfriamiento multiplicativo exponencial, es posible establecer las 

siguientes conjeturas explicativas: 

 La mala calidad del objetivo medio obtenido en el enfriamiento 

multiplicativo logarítmico se debe a que la temperatura desciende hasta 

un valor bajo de forma brusca en los ciclos iniciales, para luego 

continuar reduciéndose de forma muy suave. Debido a ello, en la mayor 

parte del proceso las transiciones de estado se realizan a baja 

temperatura. Esta baja temperatura sólo permite aceptar pequeños 

saltos hacia soluciones de peor calidad, lo que reduce notablemente la 

capacidad del algoritmo del recocido simulado para escapar de los 

óptimos locales. Además, como la temperatura llega rápidamente hasta 

un nivel cercano al de alta probabilidad de terminación del algoritmo y se 

mantiene en ese nivel reduciéndose lentamente durante buena parte de 

la ejecución, la terminación puede producirse prematuramente o llegar a 

retrasarse muchos ciclos, lo que explica que este enfriamiento posea 

una gran variabilidad respecto al número total de iteraciones de 

procesamiento. 

 La mala calidad del enfriamiento aditivo lineal puede deberse a que la 

reducción de la temperatura en la parte final del procesamiento es 

demasiado fuerte, pues la pendiente de la curva de descenso es 

constante, mientras que en los restantes modelos de enfriamiento en 

esta fase la pendiente se suaviza notablemente. 

La regularidad de los restantes esquemas de enfriamiento, tanto en el objetivo 

logrado como en el tiempo de ejecución, se debe a que la reducción de la 

temperatura se produce de forma moderada en las partes inicial y central del 

procesamiento, y más suave en la parte final del mismo, lo que permite al 

algoritmo desarrollar plenamente su potencialidad de escape de óptimos 

locales. 
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Las principales conclusiones que pueden extraerse de la comparativa realizada 

entre programas de enfriamiento del algoritmo meta-heurístico del recocido 

simulado son: 

 Con respecto al nivel de calidad del objetivo y su relación con la forma 

de la curva de decrecimiento de la temperatura, puede afirmarse que el 

algoritmo del recocido simulado funciona bien respecto a su capacidad 

de escape de óptimos locales cuando la curva tiene pendiente moderada 

en las partes inicial y central del procesamiento, y más suave en la parte 

final del mismo, tal como sucede en el enfriamiento multiplicativo 

exponencial estándar. La forma concreta (convexa, sigmoidal) de la 

curva en las partes inicial y central no parece relevante, pero en la parte 

final una curva de descenso más suave puede favorecer mejores niveles 

de optimización. 

 Con respecto al tiempo de ejecución, todos los programas de 

enfriamiento estudiados para el recocido simulado presentan un coste 

similar, debido – lógicamente – a que sus parámetros han sido 

configurados para asemejarse en este comportamiento al enfriamiento 

multiplicativo exponencial de referencia. Sin embargo, la desviación 

típica del número de iteraciones efectuadas parece estar en relación con 

la cola de la curva de reducción de la temperatura en la fase final del 

algoritmo. Una cola inversamente logarítmica produce un descenso final 

de la temperatura más suave y de mayor desviación, mientras que las 

colas de tipo inversamente lineal o cuadrático generan menor 

desviación. Precisamente el enfriamiento multiplicativo exponencial y el 

enfriamiento adaptativo – basado en el anterior –, poseen una cola que 

se anula más rápidamente y proporcionan los mejores valores de 

desviación temporal del algoritmo. 
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“No nos atrevemos a muchas cosas 

porque son difíciles, pero son difíciles 

porque no nos atrevemos a hacerlas” 

Lucio Anneo Séneca 
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El recocido simulado se caracteriza por sus propiedades de convergencia hacia 

soluciones de alta calidad pero con un elevado tiempo computacional.  

Con esta premisa, esta investigación se centra en reducir el tiempo de 

ejecución del algoritmo manteniendo el coste del objetivo. En el capítulo 

anterior se realizó un análisis previo de las funciones de actualización de la 

temperatura, llegándose a la conclusión de que el enfriamiento multiplicativo 

exponencial, el estándar propuesto por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83], es 

uno de los mejores, sin diferencias estadísticamente significativas en eficiencia 

respecto a las restantes mejores funciones de enfriamiento contrastadas. 

Teniendo esto en cuenta, a continuación se van a realizar tres estudios 

diferentes sobre la influencia de los parámetros del programa de enfriamiento 

en el comportamiento del algoritmo, utilizando como referencia el enfriamiento 

multiplicativo exponencial, y ejecutando las pruebas con las instancias de los 

problemas TSP y QAP presentadas en el capítulo 3. Estos estudios son: 

1. La influencia de la temperatura inicial en el comportamiento del 

algoritmo. 

2. La influencia del parámetro α cuando éste se modifica 

dinámicamente en la ecuación de reducción exponencial de la 

temperatura.  
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3. La influencia combinada de la temperatura inicial y el parámetro α en 

la eficiencia del algoritmo.  

4.1. INFLUENCIA DE LA TEMPERATURA INICIAL EN LA 

EFICIENCIA DEL ALGORITMO  

El objeto del estudio que se presenta a continuación es analizar la influencia de 

la temperatura inicial en el comportamiento del algoritmo usando como 

referencia el enfriamiento multiplicativo exponencial. En virtud de la analogía 

con el proceso físico del recocido y, de acuerdo con el algoritmo estándar 

propuesto por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83], se sabe que la temperatura 

inicial del sistema debe ser suficientemente elevada como para aceptar 

cualquier transición de estado que suponga una pérdida del coste del objetivo 

en curso. El planteamiento es valorar el comportamiento del algoritmo si se 

inicializa la temperatura con un valor que suponga la ejecución de un 

porcentaje entre el 5% y el 90% del número medio de ciclos de enfriamiento 

que se realizan cuando se parte de la temperatura inicial estándar. 

4.1.1. Elección de parámetros de enfriamiento 

Para obtener el valor inicial de la temperatura 0T  en función del número de 

ciclos que vayan a ejecutarse, emplearemos la siguiente fórmula: 

np

np T
TTT







 00  

donde: 

 T0 es la temperatura inicial a calcular. 

  es el factor constante de decremento de la temperatura tras cada 

ciclo de enfriamiento, 95'0 . 
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 T  es el valor medio de la temperatura final para la instancia del 

problema considerado. 

  es la desviación típica de la temperatura final para la instancia del 

problema considerado. 

 n es el número medio de ciclos de enfriamiento para la instancia del 

problema considerado, partiendo de la temperatura inicial estándar. 

 p es el tanto por uno del número de ciclos de enfriamiento que se 

desean efectuar, siendo 

%)90(9'0 %),...,20(2'0 %),10(1'0 %),5(05'0p . 

En las pruebas realizadas en este estudio se han considerado los valores 

medios de T ,  y n obtenidos en la comparativa del capítulo 3 para el 

enfriamiento multiplicativo exponencial sobre las instancias TSP 47, TSP 80, 

QAP 47, y QAP 80. Sin embargo, con vistas a la implementación práctica de 

programas de enfriamiento con reducción de la temperatura inicial para otros 

problemas y/o instancias, estos valores pueden aproximarse fácilmente (sin 

ejecuciones previas del recocido simulado) de la siguiente forma: 

 La temperatura final T  a la que se llega en el algoritmo del 

recocido simulado está determinada por la función de Boltzmann 

   
T

ff

e

yx 

, donde x e y son dos soluciones candidatas viables en 

comparación, f es la función objetivo y T es la temperatura del 

sistema. Cuando la función de Boltzmann toma valores próximos a 

cero, según el criterio de Metropolis se rechazan todas las soluciones 

de peor calidad a la actual, con lo que el algoritmo se comporta como 

una búsqueda local simple, terminando su ejecución en ese ciclo de 

enfriamiento. Así, la temperatura final T  puede estimarse con un 

algoritmo esencialmente idéntico al presentado en el capítulo 3 para 

el cálculo de la temperatura inicial. En este caso, se repiten ensayos 

de 10 transiciones de estado hacia soluciones de peor calidad, en los 

que en lugar de incrementar la temperatura tras cada ensayo, la 

temperatura se decrementa multiplicándola por un factor  menor 
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que la unidad, siendo usualmente 9'067'0  , y así hasta que 

todas las transiciones de estado de un ensayo sean rechazadas. 

También puede estimarse de acuerdo con la fórmula: 

))(ln(

sup
)(

sup

y
y

P

f
TPe T

f






 

donde P(y) es una probabilidad de aceptación de soluciones peores 

cercana a cero (por ejemplo, 0.01), y sup f es una cota superior del 

incremento medio de coste entre soluciones viables del problema, el 

cual puede obtenerse a partir de un pequeño conjunto de soluciones 

candidatas viables elegidas al azar. 

 El número n de ciclos de enfriamiento para el enfriamiento 

multiplicativo exponencial, conocidas la temperatura inicial estándar 

T0 y la temperatura final T , puede calcularse con la fórmula: 

)ln(

ln
0

0














 


T

T

nTT n  

La tabla 4.1 muestra los valores de la temperatura inicial cuando se consideran 

porcentajes entre el 5% y el 90% del número de ciclos de enfriamiento 

correspondientes a la temperatura inicial estándar. 

 TSP 47 TSP 80 QAP 47 QAP 80 

5% 13,62 9,55 1041,11 3782,74 

10% 19,81 15,19 1573,33 5805,17 

20% 41,89 38,43 3593,11 13671,96 

30% 88,59 97,25 8205,79 32199,3 

40% 187,33 246,1 18740,04 75833,71 

50% 396,14 622,76 42797,7 178598,61 

60% 837,69 1575,89 97739,57 420623,83 

70% 1771,40 3987,76 223213,45 990625,88 

80% 3745,87 10090,96 509765,36 2333057,60 

90% 7921,15 25534,96 1164180,38 5494665,43 

Tabla 4.1: Valor de 0T  según el nº ciclos que se ejecutan 
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4.1.2. Resultados de las pruebas 

Las tablas 4.2 – 4.5, figuras 4.1 – 4.8  muestran los resultados de las pruebas 

para los diferentes porcentajes del número de ciclos de enfriamiento utilizados 

en cada instancia de los problemas TSP y QAP. 

Para cada instancia de los problemas se han realizado 100 ejecuciones con el 

programa de enfriamiento multiplicativo exponencial, obteniéndose el valor 

medio y la desviación típica tanto del objetivo logrado como del número total de 

iteraciones empleadas en cada caso.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Tabla 4.2: Resultados TSP 47 

 

  
MED DESV 

T0 = 5% 
Objetivo 8210,16 617,29 

Iteraciones 46185,08 24720,54 

T0 = 10% 
Objetivo 7983,96 510,31 

Iteraciones 61175,17 22889,61 

T0 = 20% 
Objetivo 7479,11 417,95 

Iteraciones 103836,86 26581,96 

T0 = 30% 
Objetivo 7103,36 329,96 

Iteraciones 152042,16 25813,36 

T0 = 40% 
Objetivo 7040,21 442,63 

Iteraciones 200192,23 22828,81 

T0 = 50% 
Objetivo 7045,54 348,42 

Iteraciones 251902 24670,38 

T0 = 60% 
Objetivo 7005,08 418,25 

Iteraciones 302843,56 25129,52 

T0 = 70% 
Objetivo 7063,76 363,37 

Iteraciones 348378,66 24987,89 

T0 = 80% 
Objetivo 6970,64 392,03 

Iteraciones 397578,08 26025,19 

T0 = 90% 
Objetivo 6964,83 390,59 

Iteraciones 449647,33 23545,22 

T0 = 100% 
Objetivo 7040,17 383,06 

Iteraciones 498561,6 28723,43 
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Figura 4.1: Comparación de resultados (objetivo) TSP 47 

 

Figura 4.2: Comparación de resultados (nº iteraciones) TSP 47 

  
MED DESV 

T0 = 5% 
Objetivo 41710,48 2750,48 

Iteraciones 136325,13 79539,82 

T0 = 10% 
Objetivo 40662,46 2528,46 

Iteraciones 214508,21 94145,59 

T0 = 20% 
Objetivo 39339,81 1881,37 

Iteraciones 401596,45 125630,30 

T0 = 30% 
Objetivo 37686,68 1804,39 

Iteraciones 544036,7 105355,24 

T0 = 40% 
Objetivo 35668,78 1605,24 

Iteraciones 724661,95 111532,25 

T0 = 50% 
Objetivo 35458,71 1618,69 

Iteraciones 919739,93 117770,42 

T0 = 60% 
Objetivo 35389,53 1707,95 

Iteraciones 1102722,29 105368,56 

T0 = 70% 
Objetivo 35400,44 1659,42 

Iteraciones 1260857,94 115740,23 

T0 = 80% 
Objetivo 35297,91 1592,95 

Iteraciones 1458247,74 94025,93 

T0= 90% 
Objetivo 35666,47 1467,09 

Iteraciones 1611305,03 105684,16 

T0 = 100% 
Objetivo 35334,72 1574,20 

Iteraciones 1761604,4 93123,83 

Tabla 4.3: Resultados TSP 80 
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Figura 4.3: Comparación de resultados (objetivo) TSP 80 

 

Figura 4.4: Comparación de resultados (nº iteraciones) TSP 80 

  
MED DESV 

T0 = 5% 
Objetivo 26698708,9 93314,03 

Iteraciones 56104,25 31642,79 

T0 = 10% 
Objetivo 26666354,57 82103,48 

Iteraciones 81298,2 38283,01 

T0 = 20% 
Objetivo 26629803,4 76495,26 

Iteraciones 131972,95 39164,56 

T0 = 30% 
Objetivo 26589921,47 73187,13 

Iteraciones 187025,3 40043,07 

T0 = 40% 
Objetivo 26526871,8 44315,1 

Iteraciones 235992,51 39935,80 

T0 = 50% 
Objetivo 26507920,5 45163,54 

Iteraciones 287133,05 35910,29 

T0 = 60% 
Objetivo 26509624,83 39781,98 

Iteraciones 347275,92 42963,01 

T0 = 70% 
Objetivo 26518716,55 44233,08 

Iteraciones 405089,88 40466,83 

T0 = 80% 
Objetivo 26514036,58 37499,35 

Iteraciones 455730,19 41736,36 

T0 = 90% 
Objetivo 26523177,45 46896,42 

Iteraciones 512481,52 38925,23 

T0 = 100% 
Objetivo 26510487,17 41489,66 

Iteraciones 563650,78 38893,80 

Tabla 4.4: Resultados QAP 47 
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Figura 4.5: Comparación de resultados (objetivo) QAP 47 

 

Figura 4.6: Comparación de resultados (nº iteraciones) QAP 47 

  
MED DESV 

T0 = 5% 
Objetivo 252415960,4 670898,60 

Iteraciones 170431,42 93327,66 

T0 = 10% 
Objetivo 252323083,9 670236,78 

Iteraciones 202831,24 76603,39 

T0 = 20% 
Objetivo 251816859,3 679054,76 

Iteraciones 374184,51 93821,46 

T0 = 30% 
Objetivo 251518934,4 544294,80 

Iteraciones 530403,66 94148,30 

T0 = 40% 
Objetivo 250658076,3 364640,68 

Iteraciones 689628,73 98553,56 

T0 = 50% 
Objetivo 250501889,1 333451,58 

Iteraciones 848364,73 86182,36 

T0 = 60% 
Objetivo 250503326,5 351551,79 

Iteraciones 1017084,1 101138,79 

T0 = 70% 
Objetivo 250580944,8 329969,12 

Iteraciones 1192575,18 100023,27 

T0 = 80% 
Objetivo 250541184,8 325238,13 

Iteraciones 1349386,96 102576,62 

T0 = 90% 
Objetivo 250453507 387819,59 

Iteraciones 1510488,99 121394,56 

T0 = 100% 
Objetivo 250574322,1 335723,84 

Iteraciones 1663308,76 100600,05 

Tabla 4.5: Resultados QAP 80 
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Figura 4.7: Comparación de resultados (objetivo) QAP 80 

 

Figura 4.8: Comparación de resultados (nº iteraciones) QAP 80 

4.1.3. Análisis de los resultados 

A continuación, se va a evaluar el comportamiento del algoritmo en los 

diferentes escenarios planteados – cuando el algoritmo se inicializa con un 

porcentaje entre el 5% y el 90% del número de ciclos de la temperatura inicial 

estándar –.  

Prueba estadística 

Se va a determinar con qué porcentaje (5%, 10%, 20%,..., 90%) la calidad de la 

solución media obtenida (objetivo) no es significativamente diferente (peor) que 

la obtenida con la temperatura inicial estándar. Para ello, se va a realizar una 

estimación estadística por intervalo al 95% de confianza para la diferencia de 

medias, tomando como referencia el objetivo medio obtenido con el 

enfriamiento correspondiente a la temperatura inicial estándar. 
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Para analizar si puede inferirse una diferencia significativa se va a realizar un 

intervalo de confianza para la diferencia de medias, para lo cual se dispone de 

dos muestras aleatorias independientes de tamaño n1 y n2 respectivamente. El 

objetivo es comparar dos medias poblacionales µ1 y µ2. Para ello, lo adecuado 

es basarse en el estimador 21 xx  , diferencia entre ambas medias muestrales. 

La situación que se estudia, en esta comparación, es la de dos muestras 

aleatorias independientes del mismo tamaño y suficientemente grandes, de 

manera que puede asegurarse la normalidad aproximada de ambas medias 

muestrales.  

Se analizará si existe una diferencia significativa entre el objetivo medio 

conseguido con el enfriamiento parcial para cada porcentaje del total de ciclos 

y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial estándar. Como las 

varianzas poblacionales son finitas y desconocidas, las sustituiremos por las 

cuasivarianzas muestrales 
2
1S  y 2

2
S , dando lugar al intervalo: 











22
αα zZz  

Z =

2

2
2

1

2
1

21

n

S

n

S

xx




 

 Si 
2

αzZ  , es mejor el enfriamiento con temperatura inicial estándar 

 Si 
2

αzZ  , es mejor el enfriamiento parcial 

 Si 









22
αα zZz , la prueba no permite afirmar que existan 

diferencias significativas entre ambos casos 
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1x  = media muestral  (100%)  

2x = media muestral  (5%, 10%, 20%,..., 90%) 

1n = tamaño muestra (100%)  

2n = tamaño muestra (5%, 10%, 20%,..., 90%) 

1S  = cuasivarianza muestral (100%) 

2S = cuasivarianza muestral (5%, 10%, 20%,..., 90%) 

Comparación entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al 

90% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

90% Objetivo 6964,83 390,59 

 

 1,96 1,37 1,96   

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

90% Objetivo 35666,47 1467,09 

 

 1,96 1,54 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

90% Objetivo 26523177,45 46896,42 

 

Z  = 2,03 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

90% Objetivo 250453507 387819,59 

 

Z  = 2,35 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.6: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre el 

enfriamiento parcial al 90% del total de ciclos y el enfriamiento con temperatura 

inicial estándar 
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 En TSP 47 y TSP 80 la prueba no permite afirmar que existan 

diferencias significativas en la calidad de las soluciones entre el 

algoritmo con enfriamiento parcial al 90% del total de ciclos y el 

algoritmo con temperatura inicial estándar. 

 En QAP 47 se puede considerar que el algoritmo con temperatura inicial 

estándar proporciona mejores soluciones que el algoritmo con 

enfriamiento parcial al 90% del total de ciclos. 

 En QAP 80 se puede considerar que el algoritmo con enfriamiento 

parcial al 90% del total de ciclos proporciona mejores soluciones que el 

algoritmo con temperatura inicial estándar. 
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Comparación entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al 

80% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

80% Objetivo 6970,64 392,03 

 

 1,961,27 1,96   

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

80% Objetivo 35297,91 1592,95 

 

 1,960,16 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

80% Objetivo 26520680,57 45713,59 

 

 1,96 0,63 1,96   

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

80% Objetivo 250541184,8 325238,13 

 

 1,96 0,71 1,96   

Tabla 4.7: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre el 

enfriamiento parcial al 80% del total de ciclos y el enfriamiento con temperatura 

inicial estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite 

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las 

soluciones entre el algoritmo con enfriamiento parcial al 80% del total de 

ciclos y el algoritmo con temperatura inicial estándar. 
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Comparación entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al 

70% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

70% Objetivo 7063,76 363,37 

 

 1,9644,0 1,96   

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

70% Objetivo 35400,44 1659,42 

 

 1,9628,0 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

70% Objetivo 26518716,55 44233,08 

 

 1,96 1,35 1,96   

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

70% Objetivo 250580944,8 329969,12 

 

 1,9614,0 1,96   

Tabla 4.8: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre el 

enfriamiento parcial al 70% del total de ciclos y el enfriamiento con temperatura 

inicial estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite 

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las 

soluciones entre el algoritmo con enfriamiento parcial al 70% del total de 

ciclos y el algoritmo con temperatura inicial estándar. 
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Comparación entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al 

60% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

60% Objetivo 7005,08 418,25 

 

 1,960,61 1,96   

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

60% Objetivo 35389,53 1707,95 

 

 1,960,23 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

60% Objetivo 26509624,83 39781,98 

 

 1,96 0,15 1,96   

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

60% Objetivo 250503326,5 351551,79 

 

 1,96 1,46 1,96   

Tabla 4.9: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre el 

enfriamiento parcial al 60% del total de ciclos y el enfriamiento con temperatura 

inicial estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite 

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las 

soluciones entre el algoritmo con enfriamiento parcial al 60% del total de 

ciclos y el algoritmo con temperatura inicial estándar. 
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Comparación entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al 

50% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

50% Objetivo 7045,54 348,42 

 

 1,960,1 1,96   

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

50% Objetivo 35458,71 1618,69 

 

 1,960,54 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

50% Objetivo 26507920,5 45163,54 

 

 1,96 0,41 1,96   

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

50% Objetivo 250501889,1 333451,58 

 

 1,96 1,53 1,96   

Tabla 4.10: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento parcial al 50% del total de ciclos y el enfriamiento con 

temperatura inicial estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite 

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las 

soluciones entre el algoritmo con enfriamiento parcial al 50% del total de 

ciclos y el algoritmo con temperatura inicial estándar. 
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Comparación entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al 

40% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

40% Objetivo 7040,21 442,63 

 

 1,960006,0 1,96   

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

40% Objetivo 35668,78 1605,24 

 

 1,9648,1 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

40% Objetivo 26526871,8 44315,1 

 

Z  = 2,7 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

40% Objetivo 250658076,3 364640,68 

 

 1,96 1,69 1,96   

Tabla 4.11: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento parcial al 40% del total de ciclos y el enfriamiento con 

temperatura inicial estándar 

 En las dos instancias de TSP y en QAP 80 la prueba no permite afirmar 

que existan diferencias significativas en la calidad de las soluciones 

entre el algoritmo con enfriamiento parcial al 40% del total de ciclos y el 

algoritmo con temperatura inicial estándar. 

 En QAP 47 se puede considerar que el algoritmo con temperatura inicial 

estándar proporciona mejores soluciones que el algoritmo con 

enfriamiento parcial al 40% del total de ciclos. 

 

 



Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado 

174 

Comparación entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al 

30% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

30% Objetivo 7103,36 329,96 

 

 1,961,25 1,96   

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

30% Objetivo 37686,68 1804,39 

 

Z  = 9,82 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

30% Objetivo 26589921,47 73187,13 

 

Z  = 9,44 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

30% Objetivo 251518934,4 544294,8 

 

Z  = 14,77 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.12: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento parcial al 30% del total de ciclos y el enfriamiento con 

temperatura inicial estándar 

 En TSP 47 la prueba no permite afirmar que existan diferencias 

significativas en la calidad de las soluciones entre el algoritmo con 

enfriamiento parcial al 30% del total de ciclos y el algoritmo con 

temperatura inicial estándar. 

 En las dos instancias de QAP y en TSP 80 se puede considerar que el 

algoritmo con temperatura inicial estándar proporciona mejores 

soluciones que el algoritmo con enfriamiento parcial al 30% del total de 

ciclos. 
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Comparación entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al 

20% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

20% Objetivo 7479,11 417,95 

 

Z  = 7,74 < 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

20% Objetivo 39339,81 1881,37 

 

Z  = 16,32 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

20% Objetivo 26629803,4 76495,26 

 

Z  = 13,71 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

20% Objetivo 251816859,3 679054,76 

 

Z  = 16,4 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.13: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento parcial al 20% del total de ciclos y el enfriamiento con 

temperatura inicial estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo con temperatura inicial estándar proporciona mejores 

soluciones que el algoritmo con enfriamiento parcial al 20% del total de 

ciclos. 
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Comparación entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al 

10% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

10% Objetivo 7983,96 510,31 

 

Z  = 14,8 < 1,96 = 
2

αz  

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

10% Objetivo 40662,46 2528,46 

 

Z  = 17,88 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

10% Objetivo 26666354,57 82103,48 

 

Z  = 16,94 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

10% Objetivo 252323083,9 670236,78 

 

Z  = 23,33 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.14: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento parcial al 10% del total de ciclos y el enfriamiento con 

temperatura inicial estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo con temperatura inicial estándar proporciona mejores 

soluciones que el algoritmo con enfriamiento parcial al 10% del total de 

ciclos.  
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Comparación entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al 

5% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

5% Objetivo 8210,16 617,29 

 

Z  = 16,1< 1,96 = 
2

αz  

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

5% Objetivo 41710,48 2750,48 

 

Z  = 20,11 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

5% Objetivo 26698708,9 93314,03 

 

Z  = 18,43 < 1,96 = 
2

αz  

 

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250505167 323685,34 

 

 
  MED DESV 

5% Objetivo 252415960,4 670898,6 

 

Z  = 24,55 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.15: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento parcial al 5% del total de ciclos y el enfriamiento con 

temperatura inicial estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo con temperatura inicial estándar proporciona mejores 

soluciones que el algoritmo con enfriamiento parcial al 5% del total de 

ciclos.  
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A continuación se recoge en forma resumida la información de la comparativa 

en una tabla de comparación de objetivos. 

En la tabla 4.16, el símbolo '+' significa que el algoritmo con temperatura inicial 

estándar da mejores soluciones, '=' quiere decir que la diferencia no es 

significativa, y '-' significa que el algoritmo con temperatura inicial estándar 

ofrece soluciones de peor calidad. 

Instancia 90% 80% 70% 60% 50% 40% 30% 20% 10% 5% 

TSP 47 = = = = = = = + + + 

TSP 80 = = = = = = + + + + 

QAP 47 + = = = = + + + + + 

QAP 80 - = = = = = + + + + 

Tabla 4.16: Resumen de la comparativa mediante intervalo de confianza al 

95% para la diferencia de medias de objetivos según la distribución normal. 

Conclusiones 

Con respecto al estudio de la influencia de la temperatura inicial en el 

comportamiento del algoritmo, analizando los resultados y gráficas obtenidos, 

puede observarse que cuanto menor es el porcentaje utilizado en el 

enfriamiento parcial, menor es el tiempo de ejecución del algoritmo, y como era 

previsible, cuanto menor es este porcentaje peores son las soluciones 

obtenidas.  

Tras el análisis estadístico realizado, se puede concluir que para un porcentaje 

de ciclos de enfriamiento igual o superior al 50% la calidad de la solución media 

obtenida (objetivo) no es significativamente diferente (peor) a la obtenida por el 

algoritmo con temperatura inicial estándar. 
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4.2. INFLUENCIA DEL PARÁMETRO α EN LA EFICIENCIA DEL 

ALGORITMO 

El objetivo que se persigue con este estudio es valorar el comportamiento del 

algoritmo cuando en el proceso de reducción monótona de la temperatura 

mediante el esquema multiplicativo exponencial, se modifica el factor α 

dinámicamente tras cada ciclo de enfriamiento. 

4.2.1. Elección de parámetros de enfriamiento 

Para realizar el estudio, se va a modificar dinámicamente el parámetro α  de la 

ecuación de reducción de la temperatura del enfriamiento multiplicativo 

exponencial, con valores iniciales más bajos, α = 0,8, y valores finales cercanos 

a 1, α = 0,99, de manera que se pueda establecer una comparación con el 

caso estándar, donde el parámetro es constante con valor α = 0,95, tanto en la 

calidad de las soluciones como en el número de iteraciones efectuadas. 

El resto de los parámetros de enfriamiento, temperatura inicial 0T  y número L 

de transiciones de estado para cada valor de la temperatura, se mantienen 

como en el enfriamiento multiplicativo exponencial estándar estudiado en el 

capítulo 3. 

Se utilizan 6 porcentajes de variación dinámica: 1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10%. 

La fórmula de variación del parámetro α es: 

 








 0 si99,0

0 si8,0

11 kp

k

kk
k  

donde: 

 k es el ciclo de enfriamiento. 

 p es el tanto por uno de incremento del factor α, siendo 

(10%)0'1 ,(5%)0'05 (4%),0'04 (3%),0'03 (2%),0'02 (1%),0'01p . 
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El porcentaje de incremento p del factor α determina directamente la velocidad 

del enfriamiento en el algoritmo del recocido simulado y, por tanto, el tiempo de 

proceso. Un porcentaje de incremento pequeño determina valores de α 

próximos a 0,8 durante buena parte de la ejecución, produciendo un descenso 

rápido de la temperatura y con ello una convergencia rápida del algoritmo, 

mientras que un porcentaje de incremento grande determina valores de α 

próximos a 0,99 ya en los ciclos iniciales de enfriamiento, conllevando un 

descenso lento de la temperatura y una convergencia más lenta. 

4.2.2. Resultados de la pruebas 

Las tablas 4.17 – 4.20, figuras 4.9 – 4.16 muestran los resultados de las 

pruebas para los diferentes porcentajes de variación dinámica del parámetro α 

utilizados en cada instancia de los problemas TSP y QAP. 

Para cada instancia de los problemas se han realizado 100 ejecuciones con el 

programa de enfriamiento exponencial, obteniéndose el valor medio y la 

desviación típica tanto del objetivo logrado como del número total de 

iteraciones empleadas en cada caso. 

  
MED DESV 

variación dinámica α = 1% 
Objetivo 7193,99 347,58 

Iteraciones 152751,09 14250,41 

variación dinámica α = 2% 
Objetivo 7090,46 289,68 

Iteraciones 209237,65 26082,06 

variación dinámica α = 3% 
Objetivo 7078,23 436,71 

Iteraciones 346416,85 56163,80 

variación dinámica α = 4% 
Objetivo 7020,52 401,15 

Iteraciones 764352,82 82349,53 

variación dinámica α = 5% 
Objetivo 7039,88 387,99 

Iteraciones 1117424,93 82569,11 

variación dinámica α = 10% 
Objetivo 7070,77 395,40 

Iteraciones 1785367,91 91763,52 

valor constante α = 0,95% 
Objetivo 7040,17 383,06 

Iteraciones 498561,6 28723,43 

Tabla 4.17: Resultados TSP 47 
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Figura 4.9: Comparación de resultados (objetivo) TSP 47 

 

Figura 4.10: Comparación de resultados (nº iteraciones) TSP 47 

  
MED DESV 

variación dinámica α = 1% 
Objetivo 35582,09 1403,75 

Iteraciones 574305,57 53272,15 

variación dinámica α = 2% 
Objetivo 35392,03 1566,66 

Iteraciones 941989,48 174809,01 

variación dinámica α = 3% 
Objetivo 35930,44 1487,95 

Iteraciones 2252960,9 307245,52 

variación dinámica α = 4% 
Objetivo 36134,55 1803,87 

Iteraciones 3933665,66 372791,11 

variación dinámica α = 5% 
Objetivo 36202,86 1754,11 

Iteraciones 4906738,29 317405,4 

variación dinámica α = 10% 
Objetivo 35608,25 1536,68 

Iteraciones 6856844,13 378071,09 

valor constante α = 0,95% 
Objetivo 35334,72 1574,20 

Iteraciones 1761604,4 93123,83 

Tabla 4.18: Resultados TSP 80 
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Figura 4.11: Comparación de resultados (objetivo) TSP 80 

 

Figura 4.12: Comparación de resultados (nº iteraciones) TSP 80 

  
MED DESV 

variación dinámica α = 1% 
Objetivo 26524996,44 43825,97 

Iteraciones 182271,37 19402,15 

variación dinámica α = 2% 
Objetivo 26523721,21 41960,44 

Iteraciones 254271,04 35192,94 

variación dinámica α = 3% 
Objetivo 26520172,12 45557,83 

Iteraciones 552057,94 105373,46 

variación dinámica α = 4% 
Objetivo 26515980,48 46277,48 

Iteraciones 1047471,7 104567,20 

variación dinámica α = 5% 
Objetivo 26508269,85 40597,08 

Iteraciones 1382269,97 106937,92 

variación dinámica α = 10% 
Objetivo 26502581,24 37814,92 

Iteraciones 2070574,69 132367,76 

valor constante α = 0,95% 
Objetivo 26510487,17 41489,66 

Iteraciones 563650,78 38893,80 

Tabla 4.19: Resultados QAP 47 
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Figura 4.13: Comparación de resultados (objetivo) QAP 47 

 

Figura 4.14: Comparación de resultados (nº iteraciones) QAP 47 

  
MED DESV 

variación dinámica α = 1% 
Objetivo 250715696,7 331074,26 

Iteraciones 536855,97 53289,83 

variación dinámica α = 2% 
Objetivo 250530965,2 325964,64 

Iteraciones 805650,77 104523,56 

variación dinámica α = 3% 
Objetivo 250471603,8 304342,42 

Iteraciones 1718351,52 291503,93 

variación dinámica α = 4% 
Objetivo 250461166,6 320217,87 

Iteraciones 3235493,56 327642,11 

variación dinámica α = 5% 
Objetivo 250421203,3 336469,57 

Iteraciones 4233088,6 305010,60 

variación dinámica α = 10% 
Objetivo 250455210,9 309412,84 

Iteraciones 6183963,78 329347,44 

valor constante α = 0,95% 
Objetivo 250574322,1 335723,84 

Iteraciones 1663308,76 100600,05 

Tabla 4.20: Resultados QAP 80 
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Figura 4.15: Comparación de resultados (objetivo) QAP 80 

 

Figura 4.16: Comparación de resultados (nº iteraciones) QAP 80 

4.2.3.  Análisis de los resultados 

A continuación, se va a evaluar el comportamiento del algoritmo en los 

diferentes escenarios planteados – cuando la variación dinámica de parámetro 

α se produce desde el valor 0,8 al valor 0,99 con diferentes porcentajes de 

incremento del 1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10% –.  

Prueba estadística 

En el estudio se van a realizar sendas estimaciones estadísticas por intervalo al 

95% de confianza, para la diferencia de objetivos medios y la diferencia de 

iteraciones medias respectivamente, tomando como referencia el objetivo 

medio y el número medio de iteraciones obtenidos con el enfriamiento 

correspondiente a la temperatura inicial estándar. Con ello se debe verificar:  
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 Con qué porcentaje (1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10%) el objetivo medio no es 

significativamente diferente (mejor/peor) que el obtenido con el parámetro 

constante α = 0,95. 

 Con qué porcentaje  (1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10%) el número medio de 

iteraciones no es significativamente distinto (menor/mayor) que el 

obtenido con el parámetro constante α = 0,95. 

Para analizar si puede inferirse una diferencia significativa se va a realizar una 

estimación por intervalo de confianza para la diferencia de medias, tanto de 

objetivo como del número de iteraciones. En cada caso se dispone de dos 

muestras aleatorias independientes de tamaño n1 y n2 respectivamente. El 

objetivo es comparar dos medias poblacionales µ1 y µ2. Para ello, lo adecuado 

es basarse en el estimador 21 xx  , diferencia entre ambas medias muestrales. 

La situación que se estudia, en esta comparación, es la de dos muestras 

aleatorias independientes del mismo tamaño y suficientemente grandes, de 

manera que puede asegurarse la normalidad aproximada de ambas medias 

muestrales.  

Se analizará si existe una diferencia significativa entre el objetivo medio 

conseguido con el enfriamiento para cada porcentaje de variación dinámica del 

parámetro α y el objetivo medio obtenido con parámetro constante α = 0,95. 

Igualmente se procederá en el estudio del número medio de iteraciones. Como 

las varianzas poblacionales son finitas y desconocidas, las sustituiremos por 

las cuasivarianzas muestrales 
2
1S  y 2

2
S , dando lugar al intervalo: 











22
αα zZz  

Z =

2

2
2

1

2
1

21

n

S

n

S

xx




 

 Si 
2

αzZ  , es mejor el enfriamiento con parámetro α constante 



Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado 

186 

 Si 
2

αzZ  , es mejor el enfriamiento con parámetro α dinámico 

 Si 









22
αα zZz , la prueba no permite afirmar que existan 

diferencias significativas entre ambos casos 

1x  = media muestral  (100%)  

2x = media muestral  (1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10%) 

1n = tamaño muestra (100%)  

2n = tamaño muestra (1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10%) 

1S  = cuasivarianza muestral (100%) 

2S = cuasivarianza muestral (1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10%) 
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

1% y el enfriamiento con parámetro α constante. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

1% Objetivo 7193,99 347,58 

 

Z  = 2,97 < 1,96 = 
2

αz  

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

1% Objetivo 35582,09 1403,75 

 

 1,96 1,17 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

1% Objetivo 26524996,44 43825,97 

 

Z  = 2,4 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

1% Objetivo 250715696,7 331074,26 

 

Z  = 2,99 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.21: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 1% y el enfriamiento 

con parámetro α constante 

 En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP se puede 

considerar que el enfriamiento con parámetro α constante proporciona 

mejores soluciones que el enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 1%. 

 En TSP 80 la prueba no permite afirmar que existan diferencias 

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos casos. 
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

1% Iteraciones 152751,09 14250,41 

 

Z  = 107,85 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

1% Iteraciones 574305,57 53272,15 

 

Z  = 110,67 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

1% Iteraciones 182271,37 19402,15 

 

Z  = 87,74 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

1% Iteraciones 536855,97 53289,83 

 

Z  = 98,95 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.22: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 1% y el 

enfriamiento con parámetro α constante 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 1% 

converge más rápidamente que el enfriamiento con parámetro α 

constante. 
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

2% y el enfriamiento con parámetro α constante. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

2% Objetivo 7090,46 289,68 

 

 1,96 1,04 1,96   

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

2% Objetivo 35392,03 1566,66 

 

 1,96 0,26 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

2% Objetivo 26523721,21 41960,44 

 

Z  = 2,24 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

2% Objetivo 250530965,2 325964,64 

 

 1,96 0,92 1,96   

Tabla 4.23: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 2% y el enfriamiento 

con parámetro α constante 

 En las dos instancias del problema TSP y en QAP 80, la prueba no 

permite afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las 

soluciones entre ambos casos.  

 En TSP 47 se puede considerar que el enfriamiento con parámetro α 

constante proporciona mejores soluciones que el enfriamiento con 

variación dinámica del parámetro α del 2%.   
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

2% Iteraciones 209237,65 26082,06 

 

Z  = 70,57 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

2% Iteraciones 941989,48 174809,01 

 

Z  = 41,38 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

2% Iteraciones 254271,04 35192,94 

 

Z  = 58,98 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

2% Iteraciones 805650,77 104523,56 

 

Z  = 59,12  > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.24: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 2% y el 

enfriamiento con parámetro α constante 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 2% 

converge más rápidamente que el enfriamiento con parámetro α 

constante. 
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

3% y el enfriamiento con parámetro α constante. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

3% Objetivo 7078,23 436,71 

 

 1,96 0,65 1,96   

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

3% Objetivo 35930,44 1487,95 

 

Z  = 2,75 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

3% Objetivo 26523721,21 41960,44 

 

Z  = 2,24 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

3% Objetivo 250471603,8 304342,42 

 

Z  = 2,26 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.25: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 3% y el enfriamiento 

con parámetro α constante 

 En TSP 47 la prueba no permite afirmar que existan diferencias 

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos casos.  

 En TSP 80 y en QAP 47, se puede considerar que el enfriamiento con 

parámetro α constante proporciona mejores soluciones que el 

enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 3%. 

 En QAP 80 se puede considerar que el enfriamiento con variación 

dinámica del parámetro α del 3% proporciona mejores soluciones que el 

enfriamiento con parámetro α constante.   
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

3% Iteraciones 346416,85 56163,8 

 

Z  = 24,12 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

3% Iteraciones 2252960,9 307245,52 

 

Z  = 15,3 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

3% Iteraciones 552057,94 105373,46 

 

 1,96 1,03 1,96   

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

3% Iteraciones 1718351,52 291503,93 

 

 1,96 1,78 1,96   

Tabla 4.26: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 3% y el 

enfriamiento con parámetro α constante 

 En TSP 47 se puede considerar que el enfriamiento con variación 

dinámica del parámetro α del 3% converge más rápidamente que el 

enfriamiento con parámetro α constante. 

  En TSP 80 se puede considerar que el enfriamiento con parámetro α 

constante converge más rápidamente que el enfriamiento con variación 

dinámica del parámetro α del 3%.  

 En las dos instancias del QAP, la prueba no permite afirmar que existan 

diferencias significativas en velocidad de convergencia entre ambos 

casos. 
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

4% y el enfriamiento con parámetro α constante. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

4% Objetivo 7020,52 401,15 

 

 1,96 0,35 1,96   

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

4% Objetivo 36134,55 1803,87 

 

Z  = 3,34 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

4% Objetivo 26515980,48 46277,48 

 

 1,96 0,88 1,96   

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

4% Objetivo 250461166,6 320217,87 

 

Z  = 2,44 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.27: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 4% y el enfriamiento 

con parámetro α constante 

 En TSP 47 y en QAP 47, la prueba no permite afirmar que existan 

diferencias significativas en la calidad de las soluciones entre ambos 

casos.  

 En TSP 80 se puede considerar que el enfriamiento con parámetro α 

constante proporciona mejores soluciones que el enfriamiento con 

variación dinámica del parámetro α del 4%. 

 En QAP 80 se puede considerar que el enfriamiento con variación 

dinámica del parámetro α del 4% proporciona mejores soluciones que el 

enfriamiento con parámetro α constante. 

 

 



Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado 

194 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

4% Iteraciones 764352,82 82349,53 

 

Z  = 30,47 < 1,96 = 
2

αz  

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

4% Iteraciones 3933665,66 372791,11 

 

Z  = 56,53 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

4% Iteraciones 1047471,7 104567,2 

 

Z  = 43,36 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

4% Iteraciones 3235493,56 327642,11 

 

Z  = 45,87 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.28: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 4%  y el 

enfriamiento con parámetro α constante 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP, se puede considerar 

que el enfriamiento con parámetro α constante converge más 

rápidamente que el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α 

del 4%. 
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

5% y el enfriamiento con parámetro α constante. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

5% Objetivo 7039,88 387,99 

 

 1,96 0,005 1,96   

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

5% Objetivo 36202,86 1754,11 

 

Z  = 3,68 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

5% Objetivo 26508269,85 40597,08 

 

 1,96 0,38 1,96   

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

5% Objetivo 250421203,3 336469,57 

 

Z  = 3,22 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.29: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 5% y el enfriamiento 

con parámetro α constante  

 En TSP 47 y en QAP 47, la prueba no permite afirmar que existan 

diferencias significativas en la calidad de las soluciones entre ambos 

casos.  

 En TSP 80 se puede considerar que el enfriamiento con parámetro α 

constante proporciona mejores soluciones que el enfriamiento con 

variación dinámica del parámetro α del 5%.  

 En QAP 80 se puede considerar que el enfriamiento con variación 

dinámica del parámetro α del 5% proporciona mejores soluciones que el 

enfriamiento con parámetro α constante. 
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

5% Iteraciones 1117424,93 82569,11 

 

Z  = 70,79 < 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

5% Iteraciones 4906738,29 317405,4 

 

Z  = 95,08 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

5% Iteraciones 1382269,97 106937,92 

 

Z  = 43,36 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

5% Iteraciones 4233088,6 305010,6 

 

Z  = 80,01 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.30: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 5% y el 

enfriamiento con parámetro α constante 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP, se puede considerar 

que el enfriamiento con parámetro α constante converge más 

rápidamente que el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α 

del 5%. 
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

10% y el enfriamiento con parámetro α constante. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

10% Objetivo 7070,77 395,4 

 

 1,96 0,55 1,96   

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

10% Objetivo 35608,25 1536,68 

 

 1,96 1,24 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

10% Objetivo 26502581,24 37814,92 

 

 1,96 1,41,96   

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

10% Objetivo 250455210,9 309412,84 

 

Z  = 2,6 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.31: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 10% y el 

enfriamiento con parámetro α constante  

 En las dos instancias del problema TSP y en QAP 47, la prueba no 

permite afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las 

soluciones entre ambos casos.  

 En QAP 80 se puede considerar que el enfriamiento con variación 

dinámica del parámetro α del 10% proporciona mejores soluciones que 

el enfriamiento con parámetro α constante. 
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

10% Iteraciones 1785367,91 91763,52 

 

Z  = 133,83 < 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

10% Iteraciones 6856844,13 378071,09 

 

Z  = 130,85 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

10% Iteraciones 2070574,69 132367,76 

 

Z  = 109,27 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

10% Iteraciones 6183963,78 329347,44 

 

Z  = 131,27 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.32: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 10% y el 

enfriamiento con parámetro α constante 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP, se puede considerar 

que el enfriamiento con parámetro α constante converge más 

rápidamente que el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α 

del 10%.  
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A continuación se recoge en forma resumida la información de la comparativa 

en sendas tablas, una sobre objetivos y otra sobre convergencia temporal. 

En la tabla 4.33, el símbolo '+' significa que el algoritmo con enfriamiento de 

parámetro constante α = 0,95 da mejores soluciones, '=' quiere decir que la 

diferencia no es significativa, y '-' significa que el algoritmo con enfriamiento de 

parámetro constante α = 0,95 ofrece soluciones de peor calidad. 

Instancia 1% 2% 3% 4% 5% 10% 

TSP 47 + = = = = = 

TSP 80 = = + + + = 

QAP 47 + + + = = = 

QAP 80 + = - - - - 

Tabla 4.33: Resumen de la comparativa mediante intervalo de 

confianza al 95% para la diferencia de medias de objetivos 

según la distribución normal 

En la tabla 4.34, '+' significa que el algoritmo con enfriamiento de parámetro 

constante α = 0,95 converge más rápido, '=' quiere decir que la diferencia no es 

significativa, y '-' significa que el algoritmo con enfriamiento de parámetro 

constante α = 0,95 converge más lentamente. 

Instancia 1% 2% 3% 4% 5% 10% 

TSP 47 - - - + + + 

TSP 80 - - + + + + 

QAP 47 - - = + + - 

QAP 80 - - = + + - 

Tabla 4.34: Resumen de la comparativa mediante intervalo de 

confianza al 95% para la diferencia de medias de número de 

iteraciones según la distribución normal 
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Conclusiones 

Con respecto al estudio de la influencia del parámetro α en la eficiencia del 

algoritmo, analizando los resultados y gráficas obtenidos, puede observarse 

que cuanto mayor es el porcentaje de incremento de α, mayor es el tiempo de 

ejecución del algoritmo, ya que la temperatura desciende más lentamente.  

Tras el análisis estadístico realizado, se puede concluir que cuando el 

enfriamiento se produce con un mayor porcentaje de incremento del parámetro 

α, el objetivo conseguido no es significativamente diferente (mejor) que el 

obtenido con el enfriamiento de parámetro α constante. Hay un gran aumento 

en cuanto al tiempo de ejecución pero no hay mejoras del objetivo. 

Con respecto al tiempo de ejecución, en las dos instancias de los problemas 

TSP y QAP se puede observar que el enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 1% o 2% converge más rápidamente que el enfriamiento con 

parámetro constante α = 0,95. El caso opuesto se presenta cuando el 

porcentaje de variación dinámica de α es 4%, 5% o 10%, en cuyo caso el 

tiempo de ejecución aumenta considerablemente. Cuando el porcentaje de 

variación dinámica de α es del 3%, el tiempo de ejecución es similar al del caso 

estándar. 

También puede observarse que la desviación típica del objetivo obtenida en el 

caso de variación dinámica del parámetro α del 2% es mejor que la del caso 

estándar en las dos instancias del problema TSP y es similar en las dos 

instancias del problema QAP. Por tanto, puede afirmarse que la variante 

dinámica con porcentaje del 2% constituye un algoritmo más robusto que el del 

enfriamiento estándar.  

La principal conclusión que puede extraerse de la comparativa realizada es que 

el algoritmo con enfriamiento basado en la variación dinámica del parámetro α 

del 2% proporciona un objetivo estadísticamente similar al del enfriamiento 

estándar con una mayor reducción del tiempo de ejecución (iteraciones). 
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4.3. INFLUENCIA COMBINADA DE LA TEMPERATURA INICIAL 

Y EL PARÁMETRO  α  EN LA EFICIENCIA DEL 

ALGORITMO 

Para valorar la eficiencia del algoritmo en la calidad de las soluciones obtenidas 

respecto al tiempo de ejecución, se va a proceder a un tercer estudio en donde 

se combinan los dos planteamientos analizados en los apartados 4.1 y 4.2. 

4.3.1. Elección de parámetros de enfriamiento 

El estudio va a consistir en analizar la influencia de la temperatura inicial y el 

parámetro α en la eficiencia del algoritmo. En este caso y teniendo en cuenta el 

análisis de resultados realizado por separado para cada parámetro en los 

apartados anteriores, se ha decidido considerar los siguientes casos: 

 La temperatura inicial 0T  tomará valores relativos a porcentajes del 50%, 

60%, 70% y 80% del número de ciclos de enfriamiento correspondientes 

a la temperatura inicial estándar. 

 El parámetro α de reducción de la temperatura variará con porcentajes 

de incremento del 2%, 3%, y 4%. 

La fórmula de cálculo de la temperatura inicial en función del porcentaje de 

ciclos de enfriamiento a realizar y la fórmula de variación del parámetro α  en 

función del porcentaje de incremento son las mismas que se han utilizado en 

los estudios de los apartados 4.1 y 4.2. Asimismo, el número L de transiciones 

de estado para cada valor de la temperatura se mantiene como en el 

enfriamiento multiplicativo exponencial estándar estudiado en el capítulo 3. 
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4.3.2. Resultados de la pruebas 

Las tablas 4.35 – 4.38, figuras 4.17 – 4.24 muestran los resultados de las 

pruebas para los diferentes casos combinados del porcentaje de número de 

ciclos de enfriamiento y del porcentaje de incremento dinámico del parámetro α 

utilizados en cada instancia de los problemas TSP y QAP. 

Para cada instancia de los problemas se han realizado 100 ejecuciones con el 

programa de enfriamiento exponencial, obteniéndose el valor medio y la 

desviación típica tanto del objetivo logrado como del número total de 

iteraciones empleadas en cada caso. 

α 0T  
 

MED DESV 

2% 

50% 
Objetivo 7160,86 329,58 

Iteraciones 85263,6 14869,27 

60% 
Objetivo 7182,15 386,27 

Iteraciones 103296,05 14083,15 

70% 
Objetivo 7101,99 352,66 

Iteraciones 123405,22 13866,41 

80% 
Objetivo 7116,13 347,319 

Iteraciones 144518,15 15252,51 

3% 

50% 
Objetivo 7082,8 363,31 

Iteraciones 94147,07 17670,41 

60% 
Objetivo 7076,37 338,31 

Iteraciones 120736,86 20801,18 

70% 
Objetivo 7045,66 293,32 

Iteraciones 155209,37 23034,48 

80% 
Objetivo 7087,48 352,33 

Iteraciones 202519,2 31268,65 

4% 

50% 
Objetivo 7113,98 359,79 

Iteraciones 112386,92 21081,71 

60% 
Objetivo 7129,09 354,93 

Iteraciones 156160,98 28824,83 

70% 
Objetivo 7109,48 396,59 

Iteraciones 226892,92 50520,61 

80% 
Objetivo 7068,74 384,24 

Iteraciones 343455,28 62687,19 

0.95% 100% 
Objetivo 7040,17 383,06 

Iteraciones 498561,6 28723,43 

Tabla 4.35: Resultados TSP 47 con los diferentes valores del parámetro α 
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Figura 4.17: Comparación de resultados (objetivo) TSP 47 

 

Figura 4.18: Comparación de resultados (nº iteraciones) TSP 47 
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α 0T  
 

MED DESV 

2% 

50% 
Objetivo 35322,18 1548,06 

Iteraciones 317300,31 60728,38 

60% 
Objetivo 35609,04 1432,79 

Iteraciones 407841,97 82278,72 

70% 
Objetivo 35381,77 1507,14 

Iteraciones 492320,94 75096,85 

80% 
Objetivo 35254,95 1567,55 

Iteraciones 601318,09 92365,27 

3% 

50% 
Objetivo 35466,55 1516,0 

Iteraciones 386736,41 91062,19 

60% 
Objetivo 35250,82 1492,81 

Iteraciones 504103,8 101378,57 

70% 
Objetivo 35569,71 1539,51 

Iteraciones 686269,19 117545,95 

80% 
Objetivo 35883,19 1670,77 

Iteraciones 984062,77 236338,04 

4% 

50% 
Objetivo 35900,67 1668,19 

Iteraciones 533943,92 183432,23 

60% 
Objetivo 35507,61 1646,57 

Iteraciones 800911,16 232461,12 

70% 
Objetivo 35805,83 1527,68 

Iteraciones 1343796,5 339716,66 

80% 
Objetivo 35996,34 1803,34 

Iteraciones 2142448,5 297859,62 

0,95% 100% 
Objetivo 35334,72 1574,20 

Iteraciones 1761604,4 93123,83 

Tabla 4.36: Resultados TSP 80 con los diferentes valores del parámetro α 

 

Figura 4.19: Comparación de resultados (objetivo) TSP 80 
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Figura 4.20: Comparación de resultados (nº iteraciones) TSP 80 

α 0T  
 

MED DESV 

2% 

50% 
Objetivo 26533714 54019,71 

Iteraciones 100409,47 19488,76 

60% 
Objetivo 26536665 52746,71 

Iteraciones 123206,16 22438,56 

70% 
Objetivo 26527046 46819,24 

Iteraciones 149331,18 26519,91 

80% 
Objetivo 26530536 46846,33 

Iteraciones 182145,71 25363,06 

3% 

50% 
Objetivo 26537054 48008,02 

Iteraciones 123200,96 28136,52 

60% 
Objetivo 26520634 48570,62 

Iteraciones 154990,16 35562,9 

70% 
Objetivo 26527358 49654,78 

Iteraciones 201693,74 46989,12 

80% 
Objetivo 26526850 47194,62 

Iteraciones 267612,43 60211,27 

4% 

50% 
Objetivo 26535772 51233,42 

Iteraciones 143296,17 41657,77 

60% 
Objetivo 26521725 51988,64 

Iteraciones 205491,96 55262,08 

70% 
Objetivo 26524852 48578,17 

Iteraciones 303450,15 71597,87 

80% 
Objetivo 26524470 52923,73 

Iteraciones 518908,9 109670,15 

0,95% 100% 
Objetivo 26510487,17 41489,66 

Iteraciones 563650,78 38893,80 

Tabla 4.37: Resultados QAP 47 con los diferentes valores del parámetro α 
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Figura 4.21: Comparación de resultados (objetivo) QAP 47 

 

Figura 4.22: Comparación de resultados (nº iteraciones) QAP 47 
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α 0T  
 

MED DESV 

2% 

50% 
Objetivo 250771702 333069,44 

Iteraciones 293557,53 48569,93 

60% 
Objetivo 250700410 342584,86 

Iteraciones 432107,22 42287,57 

70% 
Objetivo 250690324 356043,96 

Iteraciones 444331,99 58282,20 

80% 
Objetivo 250676638 372644,25 

Iteraciones 542629,24 65429,78 

3% 

50% 
Objetivo 250750833 390452,76 

Iteraciones 349686,11 76558,72 

60% 
Objetivo 250604631 351909,83 

Iteraciones 454004,4 89624,66 

70% 
Objetivo 250661039 379075,09 

Iteraciones 592162,09 112452,62 

80% 
Objetivo 250639704 387407,99 

Iteraciones 808311,64 150395,21 

4% 

50% 
Objetivo 250673195 358630,69 

Iteraciones 433985,18 103053,04 

60% 
Objetivo 250655350 377946,99 

Iteraciones 624125,01 135797,41 

70% 
Objetivo 250596614 330386,1 

Iteraciones 995925,57 223978,59 

80% 
Objetivo 250519437 274385,22 

Iteraciones 1599538,5 285546,93 

0,95% 100% 
Objetivo 250574322,1 335723,84 

Iteraciones 1663308,76 100600,05 

Tabla 4.38: Resultados QAP 80 con los diferentes valores del parámetro α  

 

Figura 4.23: Comparación de resultados (objetivo) QAP 80 
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Figura 4.24: Comparación de resultados (nº iteraciones) QAP 80 
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 Cuál es la combinación de parámetros para los que el objetivo medio no 

es significativamente diferente (mejor/peor) que el obtenido en el caso 

estándar. 

 Cuál es la combinación de parámetros para los que el número medio de 

iteraciones no es significativamente distinto (menor/mayor) que el 

obtenido en el caso estándar. 

Para analizar si puede inferirse una diferencia significativa se va a realizar una 

estimación por intervalo de confianza para la diferencia de medias, tanto de 

objetivo como del número de iteraciones. En cada caso se dispone de dos 

muestras aleatorias independientes de tamaño n1 y n2 respectivamente. El 

objetivo es comparar dos medias poblacionales µ1 y µ2. Para ello, lo adecuado 

es basarse en el estimador 21 xx  , diferencia entre ambas medias muestrales. 

La situación que se estudia, en esta comparación, es la de dos muestras 

aleatorias independientes del mismo tamaño y suficientemente grandes, de 

manera que puede asegurarse la normalidad aproximada de ambas medias 

muestrales.  

Se analizará si existe una diferencia significativa entre el objetivo medio 

conseguido con el enfriamiento para cada porcentaje de variación dinámica del 

parámetro α y de número de ciclos de temperatura y el objetivo medio obtenido 

con el enfriamiento estándar. Igualmente se procederá en el estudio del 

número medio de iteraciones. Como las varianzas poblacionales son finitas y 

desconocidas, las sustituiremos por las cuasivarianzas muestrales 
2
1S  y 2

2
S , 

dando lugar al intervalo: 











22
αα zZz  

Z =

2

2
2

1

2
1

21

n

S

n

S

xx




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 Si 
2

αzZ  , es mejor el caso estándar   

 Si 
2

αzZ  , el caso estándar ofrece soluciones de peor calidad  

 Si 









22
αα zZz , la prueba no permite afirmar que existan 

diferencias significativas entre ambos casos 

1x  = media muestral  (caso estándar)  

2x = media muestral  (caso estándar)c 

1n = tamaño muestra (caso estándar) 

2n = tamaño muestra (caso estándar)c 

1S  = cuasivarianza muestral (caso estándar) 

2S = cuasivarianza muestral (caso estándar)c 
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

2% en combinación con el 50% de ciclos de temperatura y el enfriamiento 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=50% 

Objetivo 7160,86 329,58 

 

Z  = 2,39 < 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=50% 

Objetivo 35322,18 1548,06 

 

 1,96 0,05 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=50% 

Objetivo 26533714 54019,71 

 

Z  = 3,41 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=50% 

Objetivo 250771702 333069,44 

 

 Z  = 4,17 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.39: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 2% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 50%) y el enfriamiento 

estándar 

 En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP se puede 

considerar que el enfriamiento estándar proporciona mejores soluciones 

que el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 2% en 

combinación con un porcentaje del número de ciclos de temperatura del 

50%.  

 En TSP 80 la prueba no permite afirmar que existan diferencias 

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos casos. 
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=50% 

Iteraciones 85263,6 14869,27 

 

Z  = 127,78 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=50% 

Iteraciones 317300,31 60728,38 

 

Z  = 129,91 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=50% 

Iteraciones 100409,47 19488,76 

 

Z  = 106,48 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=50% 

Iteraciones 293557,53 48569,93 

 

Z  = 122,61 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.40: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 2% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 50%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo basado en enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 2% en combinación con un porcentaje del número de 

ciclos de temperatura del 50% converge más rápido que el algoritmo con 

enfriamiento estándar. 
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

2% en combinación con el 60% de ciclos de temperatura y el enfriamiento 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=60% 

Objetivo 7182,15 386,27 

 

Z  = 2,61 < 1,96 = 
2

αz  

 

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=60% 

Objetivo 35609,04 1432,79 

 

 1,961,29 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=60% 

Objetivo 26536665 52746,71 

 

Z  = 3,9 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=60% 

Objetivo 250700410 342584,86 

 

Z  = 2,63 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.41: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 2% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 60%) y el enfriamiento 

estándar 

 En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP se puede 

considerar que el enfriamiento estándar proporciona mejores soluciones 

que el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 2% en 

combinación con un porcentaje del número de ciclos de temperatura del 

60%.  

 En TSP 80 la prueba no permite afirmar que existan diferencias 

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos casos. 
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=60% 

Iteraciones 103296,05 14083,15 

 

Z  = 123,56 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=60% 

Iteraciones 407841,97 82278,72 

 

Z  = 108,94 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=60% 

Iteraciones 123206,16 22438,56 

 

Z  = 98,09 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=60% 

Iteraciones 432107,22 42287,57 

 

Z  = 112,82 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.42: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 2% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 60%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo basado en enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 2% en combinación con un porcentaje del número de 

ciclos de temperatura del 60% converge más rápido que el algoritmo con 

enfriamiento estándar. 
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

2% en combinación con el 70% de ciclos de temperatura y el enfriamiento 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=70% 

Objetivo 7101,99 352,66 

 

 1,96 1,18 1,96   

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=70% 

Objetivo 35381,77 1507,14 

 

 1,96 0,21 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=70% 

Objetivo 26527046 46819,24 

 

Z  = 2,64 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=70% 

Objetivo 250690324 356043,96 

 

Z  = 2,37 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.43: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 2% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 70%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias del problema TSP la prueba no permite afirmar 

que existan diferencias significativas en la calidad de las soluciones 

entre ambos casos. 

 En las dos instancias del problema QAP se puede considerar que el 

enfriamiento estándar proporciona mejores soluciones que el 

enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 2% en 

combinación con un porcentaje del número de ciclos de temperatura del 

70%.  
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=70% 

Iteraciones 123405,22 13866,41 

 

Z  = 117,62 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=70% 

Iteraciones 492320,94 75096,85 

 

Z  = 106,09 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=70% 

Iteraciones 149331,18 26519,91 

 

Z  = 88,01 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=70% 

Iteraciones 444331,99 58282,2 

 

Z  = 104,84 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.44: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 2% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 70%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo basado en enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 2% en combinación con un porcentaje del número de 

ciclos de temperatura del 70% converge más rápido que el algoritmo con 

enfriamiento estándar.  
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

2% en combinación con el 80% de ciclos de temperatura y el enfriamiento 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=80% 

Objetivo 7116,13 347,319 

 

 1,96 1,47 1,96   

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=80% 

Objetivo 35254,95 1567,55 

 

 1,96 0,35 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=80% 

Objetivo 26530536 46846,33 

 

Z  = 3,2 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=80% 

Objetivo 250676638 372644,25 

 

Z  = 2,03 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.45: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 2% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 80%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias del problema QAP se puede considerar que el 

enfriamiento estándar proporciona mejores soluciones que el 

enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 2% en 

combinación con un porcentaje del número de ciclos de temperatura del 

80%. 

 En las dos instancias del problema TSP la prueba no permite afirmar 

que existan diferencias significativas en la calidad de las soluciones 

entre ambos casos. 
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=80% 

Iteraciones 144518,15 15252,51 

 

Z  = 108,86 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=80% 

Iteraciones 601318,09 92365,27 

 

Z  = 88,46 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=80% 

Iteraciones 182145,71 25363,06 

 

Z  = 82,16 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

Α=2% 
T0=80% 

Iteraciones 542629,24 65429,78 

 

Z  = 93,38 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.46: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 2% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 80%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo basado en enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 2% en combinación con un porcentaje del número de 

ciclos de temperatura del 80% converge más rápido que el algoritmo con 

enfriamiento estándar. 

 

 

 

 



4. Enfriamiento Adaptativo 

219 

Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

3% en combinación con el 50% de ciclos de temperatura y el enfriamiento 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=50% 

Objetivo 7082,8 363,31 

 

 1,96 0,8 1,96   

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=50% 

Objetivo 35466,55 1516 

 

 1,96 0,6 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=50% 

Objetivo 26537054 48008,02 

 

Z  = 4,18 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=50% 

Objetivo 250750833 390452,76 

 

Z  = 3,04 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.47: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 3% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 50%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias del problema TSP la prueba no permite afirmar 

que existan diferencias significativas en la calidad de las soluciones 

entre ambos casos. 

 En las dos instancias del problema QAP se puede considerar que el 

enfriamiento estándar proporciona mejores soluciones que el 

enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 3% en 

combinación con un porcentaje del número de ciclos de temperatura del 

50%. 
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=50% 

Iteraciones 94147,07 17670,41 

 

Z  = 119,92 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=50% 

Iteraciones 386736,41 91062,19 

 

Z  = 105,56 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=50% 

Iteraciones 123200,96 28136,52 

 

Z  = 91,75 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=50% 

Iteraciones 349686,11 76558,72 

 

Z  = 103,91 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.48: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 3% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 50%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo basado en enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 3% en combinación con un porcentaje del número de 

ciclos de temperatura del 50% converge más rápido que el algoritmo con 

enfriamiento estándar.  
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

3% en combinación con el 60% de ciclos de temperatura y el enfriamiento 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=60% 

Objetivo 7076,37 338,31 

 

 1,960,71 1,96   

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=60% 

Objetivo 35250,82 1492,81 

 

 1,960,38 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=60% 

Objetivo 26520634 48570,62 

 

 1,9658,1 1,96   

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=60% 

Objetivo 250604631 351909,83 

 

 1,9662,0 1,96   

Tabla 4.49: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 3% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 60%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite 

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las 

soluciones entre ambos casos. 
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=60% 

Iteraciones 120736,86 20801,18 

 

Z  = 106,53 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=60% 

Iteraciones 504103,8 101378,57 

 

Z  = 91,35 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=60% 

Iteraciones 154990,16 35562,9 

 

Z  = 77,54 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=60% 

Iteraciones 454004,4 89624,66 

 

Z  = 89,75 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.50: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 3% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 60%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo basado en enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 3% en combinación con un porcentaje del número de 

ciclos de temperatura del 60% converge más rápido que el algoritmo con 

enfriamiento estándar. 
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

3% en combinación con el 70% de ciclos de temperatura y el enfriamiento 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=70% 

Objetivo 7045,66 293,32 

 

 1,96 0,11 1,96   

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=70% 

Objetivo 35569,71 1539,51 

 

 1,96 1,06 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=70% 

Objetivo 26527358 49654,78 

 

Z  = 2,61 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=70% 

Objetivo 250661039 379075,09 

 

 1,96 1,71 1,96   

Tabla 4.51: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 3% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 70%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite 

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las 

soluciones entre ambos casos. 
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=70% 

Iteraciones 155209,37 23034,48 

 

Z  = 93,25 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=70% 

Iteraciones 686269,19 117545,95 

 

Z  = 71,71 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=70% 

Iteraciones 201693,74 46989,12 

 

Z  = 59,34 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=70% 

Iteraciones 592162,09 112452,62 

 

Z  = 70,99 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.52: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 3% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 70%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo basado en enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 3% en combinación con un porcentaje del número de 

ciclos de temperatura del 70% converge más rápido que el algoritmo con 

enfriamiento estándar. 
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

3% en combinación con el 80% de ciclos de temperatura y el enfriamiento 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=80% 

Objetivo 7087,48 352,33 

 

 1,96 0,91 1,96   

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=80% 

Objetivo 35883,19 1670,77 

 

Z  = 2,39 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=80% 

Objetivo 26526850 47194,62 

 

Z  = 2,61 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=80% 

Objetivo 250639704 387407,99 

 

 1,96 1,27 1,96   

Tabla 4.53: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 3% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 80%) y el enfriamiento 

estándar 

 En TSP 47 y QAP 80 la prueba no permite afirmar que existan 

diferencias significativas en la calidad de las soluciones entre ambos 

casos. 

 En TSP 80 y QAP 47 se puede considerar que el enfriamiento estándar 

proporciona mejores soluciones que el enfriamiento con variación 

dinámica del parámetro α del 3% en combinación con un porcentaje del 

número de ciclos de temperatura del 80%.  
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=80% 

Iteraciones 202519,2 31268,65 

 

Z  = 69,72 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=80% 

Iteraciones 984062,77 236338,04 

 

Z  = 30,61 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=80% 

Iteraciones 267612,43 60211,27 

 

Z  = 41,3 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

Α=3% 
T0=80% 

Iteraciones 808311,64 150395,21 

 

Z  = 47,25 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.54: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 3% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 80%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo basado en enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 3% en combinación con un porcentaje del número de 

ciclos de temperatura del 80% converge más rápido que el algoritmo con 

enfriamiento estándar. 
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

4% en combinación con el 50% de ciclos de temperatura y el enfriamiento 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=50% 

Objetivo 7113,98 359,79 

 

 1,96 1,4 1,96   

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=50% 

Objetivo 35900,67 1668,19 

 

Z  = 2,46 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=50% 

Objetivo 26535772 51233,42 

 

Z  = 3,83 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=50% 

Objetivo 250673195 358630,69 

 

Z  = 2,01 < 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.55: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 4% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 50%) y el enfriamiento 

estándar 

 En TSP 47 la prueba no permite afirmar que existan diferencias 

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos casos. 

 En TSP 80 y en las dos instancias del problema QAP se puede 

considerar que el enfriamiento estándar proporciona mejores soluciones 

que el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 4% en 

combinación con un porcentaje del número de ciclos de temperatura del 

50%. 
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=50% 

Iteraciones 112386,92 21081,71 

 

Z  = 108,38 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=50% 

Iteraciones 533943,92 183432,23 

 

Z  = 59,67 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=50% 

Iteraciones 143296,17 41657,77 

 

Z  = 73,75 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=50% 

Iteraciones 433985,18 103053,04 

 

Z  = 85,36 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.56: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 4% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 50%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo basado en enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 4% en combinación con un porcentaje del número de 

ciclos de temperatura del 50% converge más rápido que el algoritmo con 

enfriamiento estándar.  
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

4% en combinación con el 60% de ciclos de temperatura y el enfriamiento 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=60% 

Objetivo 7129,09 354,93 

 

 1,961,7 1,96   

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=60% 

Objetivo 35507,61 1646,57 

 

 1,960,75 1,96   

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=60% 

Objetivo 26521725 51988,64 

 

 1,9669,1 1,96   

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=60% 

Objetivo 250655350 377946,99 

 

 1,966,1 1,96   

Tabla 4.57: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 4% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 60%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite 

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las 

soluciones entre ambos casos. 
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=60% 

Iteraciones 156160,98 28824,83 

 

Z  = 84,14 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=60% 

Iteraciones 800911,16 232461,12 

 

Z  = 38,36 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=60% 

Iteraciones 205491,96 55262,08 

 

Z  = 53 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=60% 

Iteraciones 624125,01 135797,41 

 

Z  = 61,49 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.58: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 4% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 60%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo basado en enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 4% en combinación con un porcentaje del número de 

ciclos de temperatura del 60% converge más rápido que el algoritmo con 

enfriamiento estándar.  
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

4% en combinación con el 70% de ciclos de temperatura y el enfriamiento 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=70% 

Objetivo 7109,48 396,59 

 

 1,961,26 1,96   

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=70% 

Objetivo 35805,83 1527,68 

 

Z  = 2,14 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=70% 

Objetivo 26524852 48578,17 

 

Z  = 2,24 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=70% 

Objetivo 250596614 330386,1 

 

 1,96 0,47 1,96   

Tabla 4.59: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 4% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 70%) y el enfriamiento 

estándar 

 En TSP 47 y en QAP 80 la prueba no permite afirmar que existan 

diferencias significativas en la calidad de las soluciones entre ambos 

casos. 

 En TSP 80 y en QAP 47 se puede considerar que el enfriamiento 

estándar proporciona mejores soluciones que el enfriamiento con 

variación dinámica del parámetro α del 4% en combinación con un 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 70%.  
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=70% 

Iteraciones 226892,92 50520,61 

 

Z  = 46,74 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=70% 

Iteraciones 1343796,5 339716,66 

 

Z  = 11,86 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=70% 

Iteraciones 303450,15 71597,87 

 

Z  = 31,93 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=70% 

Iteraciones 995925,57 223978,59 

 

Z  = 27,18 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.60: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 4% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 70%) y el enfriamiento 

estándar 

 En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar 

que el algoritmo basado en enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 4% en combinación con un porcentaje del número de 

ciclos de temperatura del 70% converge más rápido que el algoritmo con 

enfriamiento estándar.  
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Comparación entre el enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

4% en combinación con el 80% de ciclos de temperatura y el enfriamiento 

estándar. 

TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Objetivo 7040,17 383,07 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=80% 

Objetivo 7068,74 384,24 

 

 1,96 0,52 1,96   

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 35334,72 1574,21 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=80% 

Objetivo 35996,34 1803,34 

 

Z  = 2,76 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=80% 

Objetivo 26524470 52923,73 

 

Z  = 2,07 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Objetivo 250574322,1 335723,84 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=80% 

Objetivo 250519437 274385,22 

 

 1,96 1,26 1,96   

Tabla 4.61: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre 

el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 4% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 80%) y el enfriamiento 

estándar 

 En TSP 80 QAP 47 se puede considerar que el enfriamiento estándar 

proporciona mejores soluciones que el enfriamiento con variación 

dinámica del parámetro α del 4% en combinación con un porcentaje del 

número de ciclos de temperatura del 80%. 

 En TSP 47 y QAP 80 la prueba no permite afirmar que existan 

diferencias significativas en la calidad de las soluciones entre ambos 

casos. 
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TSP 47: 
 

  
MED DESV 

100% Iteraciones 498561,6 28723,43 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=80% 

Iteraciones 343455,28 62687,19 

 

Z  = 22,49 > 1,96 = 
2

αz  

TSP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1761604,4 93123,83 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=80% 

Iteraciones 2142448,5 297859,62 

 

Z  = 12,2 < 1,96 = 
2

αz  

QAP 47: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 563650,78 38893,8 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=80% 

Iteraciones 518908,9 109670,15 

 

Z  = 3,84 > 1,96 = 
2

αz  

QAP 80: 
 
    MED DESV 

100% Iteraciones 1663308,76 100600,05 

 

 
  MED DESV 

Α=4% 
T0=80% 

Iteraciones 1599538,5 285546,93 

 

Z  = 2,1 > 1,96 = 
2

αz  

Tabla 4.62: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones 

entre el enfriamiento adaptativo (variación dinámica del parámetro α del 4% y 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 80%) y el enfriamiento 

estándar 

 En TSP 47 y las dos instancias del problema QAP se puede considerar 

que el algoritmo basado en enfriamiento con variación dinámica del 

parámetro α del 4% en combinación con un porcentaje del número de 

ciclos de temperatura del 80% converge más rápido que el algoritmo con 

enfriamiento estándar. 

 En TSP 80 se puede considerar que el algoritmo con enfriamiento 

estándar converge más rápido que el de enfriamiento con variación 

dinámica del parámetro α del 4% en combinación con un porcentaje del 

número de ciclos de temperatura del 80%. 
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A continuación, se recoge en forma resumida la información de la comparativa 

en sendas tablas, una sobre objetivos y otra sobre convergencia temporal. 

En la tabla 4.63, el símbolo '+' significa que el algoritmo con enfriamiento 

estándar da mejores soluciones, '=' quiere decir que la diferencia no es 

significativa, y '-' significa que el algoritmo con enfriamiento estándar ofrece 

soluciones de peor calidad. 

 2% 3% 

Instancia 50% 60% 70% 80% 50% 60% 70% 80% 

TSP 47 + + = = = = = = 

TSP 80 = = = = = = = + 

QAP 47 + + + + + = + + 

QAP 80 + + + + + = = = 

Tabla 4.63: Resumen de la comparativa mediante intervalo de confianza al 

95% para la diferencia de medias de objetivos según la distribución normal. 

 4% 

Instancia 50% 60% 70% 80% 

TSP 47 = = = = 

TSP 80 + = + + 

QAP 47 + = + + 

QAP 80 + = = = 

Tabla 4.63 (cont): Resumen de la comparativa 

mediante intervalo de confianza al 95% para la 

diferencia de medias de objetivos según la 

distribución normal. 
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En la tabla 4.64, '+' significa que el algoritmo con enfriamiento estándar 

converge más rápido, '=' quiere decir que la diferencia no es significativa, y '-' 

significa que el algoritmo con enfriamiento estándar converge más lentamente. 

 2% 3% 

Instancia 50% 60% 70% 80% 50% 60% 70% 80% 

TSP 47 - - - - - - - - 

TSP 80 - - - - - - - - 

QAP 47 - - - - - - - - 

QAP 80 - - - - - - - - 

Tabla 4.64: Resumen de la comparativa mediante intervalo de confianza al 95% 

para la diferencia de medias de número de iteraciones según la distribución 

normal 

 4% 

Instancia 50% 60% 70% 80% 

TSP 47 - - - - 

TSP 80 - - - + 

QAP 47 - - - - 

QAP 80 - - - - 

Tabla 4.64 (cont): Resumen de la comparativa 

mediante intervalo de confianza al 95% para la 

diferencia de medias de número de iteraciones 

según la distribución normal 
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Conclusiones 

Con respecto al estudio combinado de la influencia de la temperatura inicial y el 

parámetro  α en la eficiencia del algoritmo, analizando los resultados y gráficas 

obtenidos, puede observarse que cuanto mayor es el porcentaje de incremento 

de α y mayor es el porcentaje del número de ciclos de enfriamiento respecto al 

total de ciclos para la temperatura inicial estándar, mayor es el tiempo de 

ejecución del algoritmo, ya que la temperatura desciende más lentamente, y 

como era previsible, cuanto menor es el porcentaje del número de ciclos de 

enfriamiento respecto al total de ciclos para la temperatura inicial estándar 

peores son las soluciones obtenidas. 

Tras el análisis estadístico realizado, se puede concluir con respecto al tiempo 

de ejecución que, para las dos instancias de los problemas TSP y QAP, el 

algoritmo con enfriamiento adaptativo en todas sus combinaciones converge 

más rápidamente que el algoritmo con enfriamiento estándar, exceptuando el 

caso del TSP 80 con porcentaje de incremento de α del 4% y porcentaje del 

número de ciclos de temperatura del 80%. 

Con respecto a la calidad del objetivo, la combinación de parámetros para los 

que el objetivo medio no es significativamente diferente (peor) que el obtenido 

en el caso estándar, se produce en dos casos: 

 Porcentaje de incremento de α del 3% y porcentaje del número de ciclos 

de temperatura del 60%. 

 Porcentaje de incremento de α del 4% y porcentaje del número de ciclos 

de temperatura del 60%. 

Si bien, en el primer caso la convergencia es más rápida. 

En cuanto a la desviación típica del objetivo, la obtenida con el enfriamiento 

adaptativo combinado no es significativamente diferente (peor) que la obtenida 

con el enfriamiento estándar en ninguno de los problemas tratados. En las dos 

instancias del problema TSP la desviación del objetivo mejora con respecto al 

caso estándar y en las dos instancias del problema QAP es similar. Por tanto, 

puede afirmarse que la variante adaptativa con porcentaje del 2% de 
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incremento del parámetro α combinado con porcentaje del 60% del número de 

ciclos de temperatura constituye un algoritmo más robusto que el del 

enfriamiento estándar. 

La principal conclusión que puede extraerse de la comparativa realizada es que 

el algoritmo con enfriamiento adaptativo basado en la variación dinámica del 

parámetro α del 3% en combinación con un porcentaje del número de ciclos de 

temperatura del 60% proporciona un objetivo medio y una desviación típica del 

objetivo estadísticamente similares a los del enfriamiento estándar, con una 

mayor reducción del tiempo de ejecución (iteraciones).  

4.4. ANÁLISIS CONJUNTO DE LAS PRUEBAS REALIZADAS 

El recocido simulado, como se ha mencionado previamente, es una de las más 

importantes meta-heurísticas, siendo bien conocidas sus propiedades de 

convergencia hacia soluciones de alta calidad aunque con un elevado tiempo 

computacional.  

Tras el análisis estadístico realizado en los tres estudios, las conclusiones 

extraídas son: 

1. En la influencia de la temperatura inicial en el comportamiento del 

algoritmo, se puede concluir que para un porcentaje de ciclos de 

enfriamiento igual o superior al 50% la calidad de la solución media 

obtenida (objetivo) no es significativamente diferente (peor) con 

respecto a la obtenida con la temperatura inicial estándar. 

2. En la influencia del parámetro α cuando éste se modifica 

dinámicamente en la ecuación de reducción exponencial de la 

temperatura, se puede concluir que el comportamiento del algoritmo 

con un porcentaje de variación dinámica del 2%, proporciona un 

objetivo estadísticamente similar con una mayor reducción del tiempo 

de ejecución (iteraciones) respecto al caso estándar. 
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3. En la influencia combinada de la temperatura inicial y el parámetro α 

en la eficiencia del algoritmo, se puede concluir que el algoritmo 

basado en enfriamiento con variación dinámica del parámetro α del 

3% en combinación con un porcentaje del número de ciclos de 

temperatura del 60% mantiene un objetivo medio y una desviación 

típica del objetivo estadísticamente similares a los del algoritmo 

estándar reduciendo el tiempo de ejecución (iteraciones). 

El objetivo de los tres estudios es determinar la combinación de parámetros 

que, manteniendo un objetivo medio y una desviación típica del objetivo 

estadísticamente similares a los del algoritmo estándar, consigan reducir al 

máximo el tiempo de ejecución (iteraciones). 

A la vista de los resultados obtenidos, se concluye que la mejor solución 

corresponde al estudio tercero, consistente en la evaluación combinada de la 

influencia de la temperatura inicial y el parámetro α en la eficiencia del 

algoritmo. Es decir, el algoritmo basado en enfriamiento con variación dinámica 

del parámetro α del 3% en combinación con un porcentaje del número de ciclos 

de temperatura del 60% mantiene un objetivo medio y una desviación típica del 

objetivo estadísticamente similares a los del algoritmo estándar reduciendo al 

máximo el tiempo de ejecución (iteraciones). De hecho, la reducción del tiempo 

de ejecución es muy notable: el enfriamiento adaptativo óptimo requiere el 30% 

del tiempo medio que emplea el enfriamiento estándar con los valores usuales 

de los parámetros. 
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Capítulo 5: Una aplicación práctica 

de la Estrategia de Enfriamiento 

Adaptativo: Problema de Selección 

de Carteras de Inversión 

 

 

“Innovar es encontrar nuevos o 

mejorados usos a los recursos 

de que ya disponemos” 

Peter Drucker 
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5.1. EL PROBLEMA DE LA SELECCIÓN DE CARTERAS DE 

INVERSIÓN  

En este capítulo, se presentan los fundamentos en el mundo financiero del 

Modelo de Markowitz [MARK52] y, que hoy en día, suponen la base teórica 

moderna de la selección de carteras de inversión. Markowitz inició una 

revolución al sugerir que la mejor manera de evaluar un activo es mediante el 

cálculo de la media y varianza de sus rendimientos, así como su correlación 

con respecto a otros activos de la cartera. Explica que el inversor, en su 

empeño por elegir aquellos activos que sean más prometedores, va a invertir 

en distintos activos financieros cuyos comportamientos son inciertos. Por esta 

razón, propone abordar la cartera como un único elemento del cual deben 

estudiarse las características de riesgo y de rendimiento global en lugar de 

tratarse por separado. 

Las carteras de inversión ofrecen la posibilidad de obtener mayores 

rendimientos que los logrados invirtiendo en instrumentos financieros de forma 

individual. Las carteras son un conjunto de valores financieros, en donde cada 

valor tiene asociado un riesgo y un beneficio. La teoría de selección de 

instrumentos financieros para la creación de carteras de inversión desarrolla la 

idea de la diversificación de los instrumentos financieros [MARK70] partiendo 
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del hecho de que si se combinan diferentes riesgos y beneficios se obtiene en 

suma un equilibrio de las pérdidas y ganancias, lo que sería complicado de 

obtener si solamente se invirtiera en un sólo valor. La combinación de los 

diferentes activos  de inversión da como resultado una gran variedad de 

posibilidades, obteniéndose diferentes carteras. El problema de Optimización 

de Carteras de Inversión se ha seleccionado como aplicación práctica en esta 

tesis y, establece la proporción que debe ser invertida en cada tipo de activo, 

de manera que se maximice el rendimiento para un cierto riesgo dado o bien 

que minimice el riesgo para un rendimiento esperado. 

En el ámbito financiero surgen problemas para cuya resolución es necesario 

realizar un proceso de optimización. Problemas que requieren determinadas 

restricciones que nacen a partir de los propios mercados financieros, los 

inversores, las transacciones, factores externos que pueden afectar al mercado 

en general como es el entorno económico nacional e internacional, etc.. 

Además, cada inversor tendrá su propia valoración de lo que desea obtener, 

del riesgo que está dispuesto a asumir, el plazo de la inversión, los dividendos, 

etc. La mayoría de estos problemas de optimización son difíciles de resolver en 

la práctica, entendiéndose por problema de optimización difícil de resolver 

aquel para el que no se puede encontrar la solución óptima en un tiempo 

razonable.  

La complejidad para resolver este problema de optimización, Problema de la 

Selección de Carteras de Inversión (Portfolio Investment Problem, PIP), se 

encuentra en el tipo de limitaciones que contiene y de los activos a incluir en la 

cartera. Este problema ha servido como referencia en sus versiones más 

simplificadas o académicas para el estudio de nuevas técnicas de optimización 

en las últimas décadas, por lo que se considera un problema fundamental de la 

optimización combinatoria. 

Diferentes investigadores han buscado fabricar modelos más objetivos que 

reflejen la complejidad de los mercados financieros, como es el problema 

planteado por los investigadores Crama y Schyns [CRAM01] que utilizaron 

heurísticas para encontrar soluciones al Modelo extendido de Markowitz.  
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5.1.1.  Teoría Moderna de Carteras 

El Problema de la Selección de Carteras de Inversión consiste en construir una 

cartera formada por un conjunto de activos financieros en que se divide la 

inversión de un individuo o una institución. 

La construcción de una cartera de inversión [REIL97] equivale a realizar la 

selección adecuada de los activos de inversión que la integrarán, así como 

también determinar la proporción de dicha inversión que se destinará a cada 

uno de estos activos. 

Como ejemplo, en la figura 5.1, se muestra una cartera de inversión formada 

por seis activos y el porcentaje de la cartera invertida en cada activo. 

 

Figura 5.1: Ejemplo de una cartera de inversión 

Cuando se construye una cartera hay que analizar dos conceptos básicos – la 

rentabilidad y el riesgo –. Expresado de otra manera, beneficios que se 

obtienen en función de la inversión y el riesgo que supone la inversión con 

respecto al resultado de la inversión. Una cartera de inversión de valores se 

define como la distribución de un capital en diferentes opciones de inversión. 

Una combinación de activos o títulos individuales ofrecen un riesgo menor con 

respecto a un activo o título individual. La determinación de la estrategia óptima 

de inversión para maximizar los beneficios de su capital final en un periodo, se 

conoce como Optimización de una cartera de valores de inversión. 
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El proceso de seleccionar activos financieros entre la gran variedad existente y 

establecer la proporción de la inversión a cada uno los seleccionados con el 

objetivo de optimizar los beneficios, no es un proceso simple.  

Los fundamentos básicos más utilizados para tomar decisiones en el diseño de 

las carteras se encuentran en el Modelo de Markowitz [MARK52] y, que hoy en 

día, suponen la base teórica moderna de la selección de carteras de inversión. 

A partir de la publicación de estos fundamentos, el problema de selección de 

carteras [MARK59] se ha convertido en uno de las líneas más extendidas de 

investigación en el mundo financiero.  

Harry Markowitz, premio Nobel de Economía en el año 1990, planteó que la 

manera de caracterizar un activo financiero es mediante el cálculo de la media 

y la varianza de sus rendimientos, así como su comportamiento con respecto a 

otros activos incluidos en la cartera. Bajo esta premisa, plantea estudiar la 

cartera como un único elemento del cual deben analizarse el riesgo y el 

rendimiento global en lugar de tratarse por separado. 

El proceder racional de un inversor se caracteriza por componer una cartera 

que genere la máxima rentabilidad para un cierto riesgo, o bien, minimizar el 

riesgo para una rentabilidad dada. Las investigaciones de Markowitz se 

centraron en la construcción óptima de carteras y cómo se puede reducir el 

riesgo de las rentabilidades optando por activos de diferente comportamiento. 

La idea central del modelo es reducir el riesgo en la inversión a través de dividir 

el capital en diferentes activos. Un inversor puede obtener un mayor beneficio 

de su cartera por medio de la diversificación. Gracias a este concepto, se 

puede seleccionar un número de activos que por sí solos serían catalogados 

como de mayor riesgo, pero que, formando parte de una combinación de 

activos, obtienen un mayor potencial de rentabilidad. Si bien existen beneficios 

en la diversificación, el riesgo de una cartera no puede eliminarse totalmente, 

sólo se puede minimizar.  

En el planteamiento del Modelo de Markowitz, se trabaja con carteras basadas 

en un sólo periodo, donde únicamente en el inicio se decide sobre la 

distribución del capital entre los diferentes activos.  
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Se establecen otras premisas tales como: 

 La inversión es integral. 

 Los inversores tienen la misma información. 

 Los activos son infinitamente divisibles. 

 Las decisiones de compra y venta de valores no afectan el mercado. 

 No existen impuestos ni costes de transacción. 

 Las decisiones se basan exclusivamente en los rendimientos esperados 

y el riesgo. 

 Aversión al riesgo, significa que para un nivel de rendimiento esperado, 

los inversores prefieren el mínimo riesgo posible y ante un nivel de 

riesgo dado, se decantarán por un mayor rendimiento. 

La teoría de Markowitz se sustenta en dos hipótesis: 

 La rentabilidad de una cartera, es una variable aleatoria cuya 

distribución de probabilidad para un sólo periodo es conocida 

(únicamente en el inicio se decide sobre la distribución del capital en los 

diferentes valores). El beneficio en la inversión se caracteriza por la 

esperanza matemática de la variable aleatoria. 

 El riesgo en la inversión se caracteriza por la varianza, o por la 

desviación típica de la variable aleatoria que describe la rentabilidad de 

una cartera. La mínima varianza se obtiene con carteras bien 

diversificadas. 

La relación existente entre rentabilidad y riesgo, y cómo esta correlación afecta 

la composición de una cartera, es el principal concepto que todo inversor debe 

conocer. Los esfuerzos en la construcción de una cartera de valores se deben 

centrar en distribuir óptimamente la inversión entre diferentes activos con la 

idea esencial de diversificación. La diversificación es la mejor herramienta 
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contra el riesgo. Esto se consigue combinando activos que maximicen la 

rentabilidad para un riesgo esperado, o bien, minimizan el  riesgo para una 

rentabilidad determinada. A este modelo, planteado por Markowitz, se le 

conoce como Teoría Media-Varianza o Teoría Moderna de Carteras (Modern 

Portfolio Theory).  

5.1.2.  Rendimiento y Riesgo de una Cartera 

El rendimiento esperado de una cartera p es una media ponderada de las 

rentabilidades esperadas para los distintos activos individuales que 

comprenden la cartera.  

A continuación, se van a definir la rentabilidad de un activo en un periodo de 

tiempo; la rentabilidad media de un activo en un periodo de un tiempo; y la 

rentabilidad de una cartera formada por un conjunto de activos. 

Rentabilidad de un activo en un periodo 

La rentabilidad individual ib (en tanto por uno) de un activo i en un período de 

tiempo t se define por: 

1

1






it

itit
i

P

PP
b   

i tP  es el precio del activo i al final del período t , y  

1itP  es el precio del activo i al final del periodo t–1, o lo que es lo 

mismo, el precio del activo i al comienzo del período t.  
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Rentabilidad media de un activo en un periodo 

La rentabilidad media ib de un activo i en un período de tiempo t se define por: 





T

t
iti b

T
b

1

1
 

T indica el número de períodos de tiempo con el histórico de 

inversiones,  

La varianza media de un activo i en un período de tiempo t se define por: 
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Como una cartera está compuesta por diferentes activos, la varianza de la 

cartera no depende sólo de cada una de las varianzas individuales, sino 

también de la covarianza de los rendimientos entre cada par de activos, es 

decir, el riesgo de una cartera no es la suma de los riesgos de los valores que 

la componen, sino que existe otra variable relacionada al riesgo total y esta es 

la covarianza de los rendimientos. La covarianza indica cuál será el 

comportamiento de un activo al producirse una variación en el valor de otro 

activo. Se define como:  
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El valor de la covarianza puede ser:  

 Positivo; cuando una acción sube, la otra también tiende a subir  

 Negativo; cuando uno sube, el otro tiende a bajar  

 Próximo a cero; probablemente ambos activos no estén relacionados  
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De la misma forma que existe un vector de rendimientos esperados 

),b,(b n1b , respecto al riesgo de una cartera, existe una matriz de 

covarianzas:  
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Rentabilidad de una cartera formada por n activos  

La rentabilidad de una cartera o rendimiento esperado formada por n activos 

 pRE , se obtiene como la suma de rentabilidades por la proporción de cada 

activo i contenido en la cartera: 

  



n

i
iinnp xb x b   xbRE

1
11   

donde ib  y ix  representan el rendimiento y el porcentaje (en tanto 

por uno) de la cartera invertida en el activo i. 

El riesgo se representa a través de la varianza o con la desviación típica y 

representa el grado de dispersión en torno a la media del rendimiento del 

activo. Una distribución con rendimientos sumamente volátiles de un período 

indica una elevada incertidumbre (riesgo) sobre el rendimiento posible de la 

inversión realizada. Por consiguiente, cuanto mayor sea la varianza de la 

distribución de probabilidades de los posibles rendimientos de una inversión, 

menos interesante resultará la cartera. 

La varianza de una cartera se calcula como:  
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donde n es el número de activos que constituyen la cartera, ix  es el porcentaje 

(en tanto por uno) de la cartera invertida en el i, iσ  la desviación típica del 

rendimiento del activo i y i jσ

 

es la covarianza del rendimiento del activo i con el 

rendimiento del activo j. 

5.1.3.  Frontera Eficiente 

En función de la variación de la proporción ix  de la cartera invertida en el 

activo i, se pueden obtener infinitas carteras. Si el conjunto de pares  pR(E ,

))(Rp
2σ  o combinaciones rentabilidad/riesgo se colocan en una gráfica (ver 

figura 5.1) donde el eje de abscisas es el riesgo de la cartera y el eje de 

ordenadas su rendimiento, se obtiene una nube de puntos en las que se 

podrán observar carteras con mejor relación rendimiento/riesgo que otras.  

El conjunto de estas carteras eficientes – aquellas que dan menor riesgo para 

una determinada rentabilidad media – se denomina Frontera Eficiente. Una vez 

conocida ésta, el inversor elegirá su cartera óptima, en función de sus 

preferencias. 

Se define Frontera Eficiente como el subconjunto de puntos que representan la 

mínima varianza y por lo tanto caracterizan el conjunto de carteras con menor 

riesgo para una determinada rentabilidad media. 

El problema que se plantea es la de decidir entre los diferentes puntos del 

mapa de oportunidades posibles [GOME91]. 
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Figura 5.2: Frontera eficiente 

5.2. CASO DE ESTUDIO: PROBLEMA DE SELECCIÓN DE 

CARTERAS DE INVERSIÓN 

Es posible considerar muchas variantes del problema de la selección de 

carteras de inversión, de diferentes niveles de complejidad. El modelo 

planteado, asume que el objetivo del inversor es construir una cartera que 

minimice el riesgo para alcanzar una rentabilidad esperada. El problema 

específico que vamos a tratar presenta las siguientes características generales:  

 El 100% del presupuesto tiene que ser invertido en la cartera, 

 se limitan las operaciones a crédito, y 

 se establecen el número máximo de activos que pueden ser incluidos en 

la cartera de inversión. Esta condición es interesante por razones de 

diversificación. 

La selección de una cartera en el que desea minimizar el riesgo para alcanzar 

una rentabilidad esperada requiere la optimización del siguiente problema 

[CRAM01]: 
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Minimizar el riesgo de la cartera: 
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donde n es el número de activos que pueden incluirse en la cartera, ix  es el 

tanto por uno de la cartera invertida en el activo i, iσ  la desviación típica del 

rendimiento del activo i y i jσ

 

es la covarianza del rendimiento del activo i con el 

rendimiento del activo j, i es una variable binaria que toma valor 1 cuando 

0ix  y toma valor 0 cuando 0ix , y K es el número máximo de activos 

seleccionables para la cartera. 

5.2.1.  Técnicas para la Optimización de Carteras  

El problema de optimización de carteras ha sido tratado lo largo del tiempo por 

diversas técnicas que, en su mayoría, están basadas en el Modelo de 

Markowitz. La complejidad para resolver el problema de optimización de 

carteras se encuentra en el tipo de restricciones que contiene y de los activos a 

incluir en la cartera.  
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En el Modelo básico de Markowitz descrito anteriormente, la solución más 

simple del problema se obtiene cuando se prescinde de la restricción de no-

negatividad (posibilidad de venta de activos a corto plazo). Para este 

planteamiento, el método clásico de Lagrange resulta muy efectivo para 

encontrar soluciones de manera sencilla. Si incluimos, la restricción de no-

negatividad,  el problema se vuelve más complejo pudiendo resolverse 

mediante algoritmos de Programación Cuadrática (adaptación de Wolfe al 

método Simplex) [WOLF59].  

El mundo real financiero requiere determinadas exigencias, restricciones de 

comercio, número máximo de activos en las carteras, etc.. Estas nuevas 

premisas conllevan  que el problema se convierta en entero mixto no-lineal 

haciendo que los algoritmos clásicos sean incapaces de resolverlo [CRAM01], 

[CRAM03]. Diferentes investigadores, en las últimas décadas, han tratado de 

resolver este tipo de problemas como es el caso de Perold [PERO84] que 

amplió el número de restricciones del modelo de Markowitz pero sin 

limitaciones en el número de activos. Si a este planteamiento, se incorporan, 

restricciones de porcentaje de activo, de comercio, de cardinalidad, la 

complejidad se acrecienta excesivamente en donde los métodos tradicionales 

no son eficaces. 

La aplicación de algoritmos meta-heurísticos en la optimización de carteras de 

inversión ha sido tratada por diferentes investigadores. Loraschi, Tettamanzi, 

Tomassini y Verdarajan [LORA95] propusieron utilizar Algoritmos Evolutivos al 

igual que Vedarajan, Chan y Goldberg [VEDA97], Bauer y Fitz-Gerald 

[BAUE00]  y Korczak [KORC03] entre otros. Bauer y Fitz-Gerald [BAUE00] 

demostraron algunos de los potenciales de usar procesos evolutivos en la 

búsqueda de reglas atractivas de comercio. Chang, Meade, Beasley y Sharaiha 

[CHAN00] trabajaron con diferentes meta-heurísticas, incluyendo el Recocido 

Simulado, en un modelo en el que no incluyeron restricciones de comercio. 

Maringer y Kellerer [MARI03] obtuvieron resultados de alta calidad al problema 

de optimización de carteras con restricciones de cardinalidad utilizando un 

algoritmo híbrido de búsqueda local que combina los principios del Recocido 

Simulado con estrategias evolutivas. Mansini y Speranza [MANS99], 



5. Una aplicación práctica de la Estrategia de Enfriamiento Adaptativo:  

Problema de Selección de Carteras de Inversión 

255 

[MANS03], Chiodi [CHIO03], kellerer [KELE00] han realizado diferentes 

trabajos sobre el problema de optimización de carteras con restricciones de 

cardinalidad y teniendo en cuenta costes mínimos de transacción aplicando 

técnicas heurísticas. 

Uno de los trabajos de optimización con un elevado número de restricciones – 

limitaciones de comercio y el número máximo de activos – es el presentado por 

Crama y Schyns [CRAM01], [CRAM03] en el que utilizan el algoritmo Recocido 

Simulado para la solución del problema de optimización.  

Schlottmann y Seese [SCHL04] realizan una justificación acerca del porqué las 

aplicaciones financieras se clasifican dentro de los problemas NP y del hecho 

de que casi todos los problemas con valor práctico y específicamente los de 

finanzas, caen dentro de la clase de problemas NP-completos, debido a que 

tienen una estructura combinatoria la cual es equivalente – con respecto a las 

reducciones en tiempo polinomial – a dichos problemas NP-completos. Por 

ejemplo, la selección de carteras es equivalente al conocido problema NP-

completo del Problema de la Mochila (Knapsack Problem). 

Estos investigadores consideran que desde el punto de vista de la complejidad 

computacional, el Modelo planteado por Markowitz es equivalente a resolver un 

problema semejante al Problema de la Mochila usando variables de decisión 

con valores reales. En la formulación del Problema de la Mochila se consideran 

variables de decisión binarias, por lo tanto la complejidad es menor, si bien 

aquí, la función objetivo no es lineal. Schlottmann y Seese hacen referencia a 

varias publicaciones donde se ha implementado un Algoritmo Evolutivo con una 

restricción para la supervisión del presupuesto de capital. 

Fieldsend, Matatko y Peng [FIEL04] realizan una implementación del Modelo 

de Markowitz con restricción de cardinalidad utilizando un algoritmo evolutivo, 

donde sin nombrar específicamente el estilo de la representación como 

Problema de la Mochila, utilizan un procedimiento similar de generación de los 

individuos. 
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5.3. FORMULACIÓN MATEMÁTICA DEL PROBLEMA DE 

SELECCIÓN DE CARTERAS DE INVERSIÓN 

Para poder determinar la mejor solución al problema de optimización de la 

Selección de Carteras de Inversión lo vamos a formular en términos 

matemáticos. Puede definirse en sus aspectos fundamentales de la siguiente 

forma: 

El problema de optimización de cartera implica la asignación de 

inversiones a un número de diferentes activos para minimizar el riesgo 

para alcanzar una rentabilidad esperada, en un período de inversión 

dado. 

Como ya hemos comentado anteriormente, las carteras de inversión se 

componen de un conjunto de activos financieros, cada uno de los cuales tiene 

un riesgo y una rentabilidad. Estos activos, considerados en conjunto, ofrecen 

la posibilidad de obtener mejores relaciones rentabilidad/riesgo a las logradas 

invirtiendo en instrumentos financieros de forma individual. 

Para seleccionar óptimamente una cartera de inversión sobre n activos, se 

plantea de la siguiente manera: 

 Cada activo es caracterizado por un rendimiento que varía 

aleatoriamente con el tiempo. El riesgo de cada activo es medido por la 

variación de su rendimiento. Si cada ix  – incógnita del problema – del 

vector ),x,(x n1x  representa la proporción del presupuesto del 

inversor destinado al activo financiero i en la cartera, entonces el 

rendimiento total de la cartera está dado por el producto escalar del 

vector x por el vector de rendimiento de los activos individuales 

),b,(b n1b . Cada ib  representa el rendimiento esperado del activo i. 
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 Si tenemos la matriz nxnC , de las covarianzas de los n rendimientos, se 

puede obtener el rendimiento medio (rendimiento esperado de la 

cartera) por la expresión 


n

i
ii xb

1

y su riesgo definido por 
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n

i
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j
jii j xx
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es la covarianza entre los rendimientos de los valores i y j 

El Problema de optimización de una cartera p de inversión (Modelo Markowitz) 

requiere definir previamente los parámetros del problema: 

 Definir el nº de activos (productos financieros) disponibles. 

 Calcular los rendimientos de cada activo. 

 Calcular la matriz de covarianza nxnC . 

 Calcular el rendimiento o rentabilidad de la cartera p:   



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i
iip xbRE
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 Calcular el riesgo de la cartera p: 
 


n

i
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j
jii jp xx)(R

1 1

2 σσ  

)(Rp
2σ  es la varianza de la cartera p.  pRE  es la rentabilidad o 

rendimiento de la cartera p, que son el conjunto de proporciones 

que minimizan el riesgo de la cartera.  

 Definir función objetivo y restricciones. La teoría de Markowitz 

presenta un modelo simplificado de la realidad. El mundo real 

financiero requiere determinadas exigencias y limitaciones. Estos 

factores, que el modelo de Markowitz no contempla, se convierten en 

restricciones de carácter realista que deben ser tenidas en cuenta por 

los gestores de cartera. Una de las principales es establecer la 

cardinalidad de la cartera, es decir, limitar el número de productos 

distintos que pueden incluirse en la cartera de inversión de modo que 

sea posible establecer un máximo y mínimo número de activos a 
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invertir. Conviene establecer la cardinalidad de una cartera por 

razones de diversificación.  

A continuación, se va a realizar una definición matemática formal del problema 

de la selección de carteras de inversión como problema de optimización 

combinatoria. Para ello es necesario considerar una discretización de las 

variables del problema, las cuales representan el tanto por uno seleccionado en 

la cartera de inversión para cada uno de los activos financieros disponibles. 

Teóricamente, estas variables toman valores reales en el intervalo [0,1], por lo 

que en el dominio discreto a considerar se tomarán m+1 valores 

uniformemente distribuidos en dicho intervalo (incluyendo obviamente los 

valores 0 y 1). El valor usual de m empleado en la práctica es m = 100, lo que 

supone como dominio para las variables el conjunto 

D={0,0'01,0'02,0'03,...,0'99,1}. 

Definición (Problema de la Selección de Carteras de Inversión). El 

Problema de la Selección de Carteras de Inversión (Portfolio Investment 

Problem, PIP) consiste en diseñar una cartera p que minimice el riesgo para 

alcanzar una rentabilidad esperada mínima a partir de un conjunto de n activos 

financieros infinitamente divisibles. Formalmente, el problema puede 

describirse mediante la cuádrupla (X,S,f,R): 

  nxxX ,...,1 , es el conjunto de variables del problema, en el que cada 

variable ix  representa la proporción (tanto por uno) del presupuesto del 

inversor destinado al activo i en la cartera p. El dominio finito para cada 

una de las n variables es un conjunto de m+1 valores reales 

uniformemente distribuidos en el intervalo [0,1] (incluyendo los valores 0 

y 1).  

 n DS  , es el espacio de soluciones del problema, de tamaño 

 nm #S 1 . Una solución arbitraria del problema se representa 

mediante un vector   S,x,x n  1x . La estructura de la solución se 

codificada en un vector  n,x,x 1 , donde cada variable ix  representa la 
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proporción del activo i en la cartera p. Si  0 xi  , el activo i no está 

incluido en la cartera.  

  0 f:S , es la función objetivo a minimizar, función  determinada 

por la expresión: 

)(Rxxf p
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1 1
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La restricción r1 es la restricción de rentabilidad esperada mínima, y 

expresa la condición de alcanzar la rentabilidad esperada de la 

inversión; r2 es la restricción de presupuesto, e indica que el 100% del 

presupuesto sea invertido en la cartera p; ri+2, con ni ,...,1 , son las 

restricciones de no negatividad, e indican que no se permiten ventas a 

crédito; finalmente, rn+3 es la restricción de cardinalidad, que limita a K el 

número máximo de activos distintos que pueden incluirse en la cartera. 

El objetivo del problema consiste en encontrar una solución, 

Sss n  ),...,( 1opts , que minimice globalmente la función objetivo f, de tal 

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables. 
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El espacio de soluciones viables es el conjunto 

  SrrxxS nn  311
* ,...,|),...,(x , formado por las variaciones con repetición 

de orden n de m+1 valores discretos en el intervalo [0,1] que suman 1 con al 

menos nK ceros. El tamaño de dicho espacio de soluciones viables no puede 

determinarse directamente, pero está acotado por 













)!1(!

)!1(
# *

nm

mn
S . 

Esta definición constituye un modelo matemático que incluye los aspectos 

principales del problema. Perold enriqueció el Modelo de Markowitz 

introduciendo ciertas restricciones que reflejan mejor el mundo financiero real 

[PERO84]. En esta tesis se han planteado algunas de las restricciones 

propuestas en su Modelo. 

El mundo real financiero posee algunas exigencias y requisitos adicionales 

propios de la selección de carteras de inversión reales que deben tenerse en 

cuenta por los gestores. Entre las principales restricciones, pueden enumerarse 

brevemente: 

 Restricciones – Máximo y Mínimo – para la inversión de un activo: 

definen los límites superiores e inferiores de la proporción de cada activo 

permitido incluir en la cartera. Estas limitaciones pueden derivarse de la 

política de diversificación de la cartera o para descartar inversiones en 

donde los costes de gestión superen a los posibles beneficios.  

 Restricciones de Volumen de Compra y Venta: define los límites en la 

variación de compra o venta de productos financieros respecto a la 

cartera inicial. 

 Restricciones Mínimas de Comercio: define la variación mínima de los 

diferentes activos respecto a la cartera inicial. Para un activo, en un 

periodo de tiempo, se tienen tres opciones respecto de la cartera inicial – 

las proporciones del activo permanecen igual o una mínima cantidad 

debe ser vendida o una mínima cantidad debe ser comprada.  
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 Restricción de round-lot que obliga a que los porcentajes de inversión 

por activo equivalgan a acciones divisibles por el tamaño del lote. 

 Restricciones de capitalización del mercado que mide la tendencia a 

invertir en sectores con mayor valor de capitalización con el objetivo de 

reducir el riesgo. 

 Existen otras restricciones como, por ejemplo, las derivadas de un 

mercado concreto, de los impuestos, costes de transacciones, etc. 

5.4. RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE LA CARTERA DE 

VALORES MEDIANTE RECOCIDO SIMULADO CON LA 

ESTRATEGIA DE ENFRIAMIENTO ADAPTATIVO ÓPTIMO  

A continuación, se presentan las pruebas realizadas en la resolución del 

problema de la cartera de valores mediante la meta-heurística del recocido 

simulado. Respecto al programa de enfriamiento, se ha utilizado la 

combinación óptima de parámetros determinada en el capítulo anterior: La 

temperatura inicial corresponde al 60% del número de ciclos de enfriamiento 

apropiado para la temperatura inicial estándar, y el parámetro α de reducción 

de la temperatura varía con porcentaje de incremento del 3%, con lo que se 

mantiene un objetivo medio y una desviación típica del objetivo 

estadísticamente similares a los del algoritmo estándar, reduciendo al máximo 

el tiempo de ejecución. Se han realizado un total de 100 ejecuciones tomando 

como base la misma instancia del problema de la cartera de valores, 

obteniéndose la media, y la desviación típica del objetivo y del número de 

iteraciones. La instancia utilizada en las pruebas es una muestra de 46 activos 

del índice EURO STOXX 50 sobre un periodo total de 12 años. El software 

desarrollado para soportar el algoritmo del recocido simulado con la estrategia 

de enfriamiento adaptativo y su aplicación al problema de selección de carteras 

de inversión, se ha realizado mediante una metodología de diseño y 

programación orientada a objetos en el lenguaje de programación C++. Las 
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pruebas se han ejecutado en un computador personal con unos tiempos que 

oscilan entre 17 y 49 segundos para el algoritmo con enfriamiento adaptativo 

óptimo, y entre 82 y 117 segundos para el algoritmo con enfriamiento estándar. 

La proporción entre el número total de iteraciones y el tiempo de ejecución es 

constante en ambos casos, aproximadamente igual a 35000 iteraciones por 

segundo. Por ello, en la tabla de resultados se proporciona como información 

de convergencia solo la relativa al número total de iteraciones efectuadas. 

La tabla 5.1 muestra los valores promedios de rentabilidades y desviaciones 

típicas semanales calculados en base a datos semanales de 12 años para una 

muestra de 46 activos del Índice EURO STOXX 50, utilizados en la aplicación 

del problema de selección de carteras de inversión. 

Activos Acrónimo 
Rentabilidad 

media 

Desviación típica 

de la rentabilidad 

AIR LIQUIDE SA AI 0,17% 3,35% 

ALLIANZ SE-REG ALV -0,04% 5,44% 

ALSTOM ALO 0,01% 8,24% 

ARCELORMITTAL MT 0,42% 7,99% 

AXA SA CS 0,06% 6,12% 

BANCO SANTANDER SA SAN 0,09% 4,89% 

BASF SE BAS 0,23% 4,38% 

BAYER AG-REG BAYN 0,15% 4,82% 

BAYERISCHE MOTOREN WERKE AG BMW 0,22% 4,71% 

BANCO BILBAO VIZCAYA ARGENTA BBVA 0,05% 4,84% 

BNP PARIBAS BNP 0,19% 5,56% 

CARREFOUR SA CA -0,08% 4,16% 

CRH PLC CRH 0,10% 4,85% 

DAIMLER AG-REGISTERED SHARES DAI 0,08% 5,21% 

DANONE BN 0,14% 3,36% 

DEUTSCHE BANK AG-REGISTERED DBK 0,08% 5,94% 

DEUTSCHE TELEKOM AG-REG DTE -0,22% 4,88% 

E.ON SE EOAN 0,16% 4,09% 

ENEL SPA ENEL -0,02% 3,34% 

ENI SPA ENI 0,15% 3,82% 

FRANCE TELECOM SA FTE -0,15% 6,24% 

ASSICURAZIONI GENERALI G -0,04% 3,79% 

IBERDROLA SA IBE 0,17% 3,66% 

ING GROEP NV-CVA INGA 0,07% 6,88% 

INTESA SANPAOLO ISP 0,06% 5,27% 
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KONINKLIJKE PHILIPS NV PHIA 0,09% 5,65% 

L'OREAL OR 0,07% 3,40% 

LVMH MOET HENNESSY LOUIS VUI MC 0,15% 4,66% 

MUENCHENER RUECKVER AG-REG MUV2 -0,01% 4,87% 

NOKIA OYJ NOK1V -0,11% 6,18% 

REPSOL SA REP 0,08% 3,97% 

RWE AG RWE 0,13% 3,94% 

COMPAGNIE DE SAINT-GOBAIN SGO 0,14% 5,22% 

SANOFI SAN 0,11% 4,06% 

SAP AG SAP 0,19% 6,06% 

SCHNEIDER ELECTRIC SA SU 0,18% 4,71% 

SIEMENS AG-REG SIE 0,16% 5,31% 

SOCIETE GENERALE GLE 0,17% 5,90% 

TELECOM ITALIA SPA TIT -0,15% 5,09% 

TELEFONICA SA TEF 0,07% 4,13% 

TOTAL SA FP 0,11% 3,61% 

UNIBAIL-RODAMCO SE UL 0,35% 3,56% 

UNICREDIT SPA UCG 0,02% 5,53% 

UNILEVER NV-CVA UNA 0,09% 3,45% 

VINCI SA DG 0,30% 3,93% 

VIVENDI VIV -0,09% 5,61% 

Tabla 5.1: Promedios de rentabilidades y desviaciones típicas semanales 

Fuente: Elaboración propia a partir de Bloomberg. 

A continuación, se muestran los parámetros del problema de la selección de 

carteras de inversión que se han utilizado para las pruebas: 

 Número de activos n = 46 

 Número máximo de activos en la cartera K = 15 

 Número de valores de discretización m = 100 

 Rentabilidad mínima  0.002 
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La tabla 5.2, muestra los parámetros de los programas de enfriamiento 

estándar y enfriamiento adaptativo óptimo utilizados en el problema de 

selección de carteras de inversión: 

Enfriamiento estándar Enfriamiento adaptativo óptimo 

- Temperatura inicial (100%) 

0007580744,00 T  

- Alfa 0.95 

- Nº de iteraciones para cada ciclo 

de temperatura: 13917 

- Criterio de fin (nº de iteraciones 

sin mejoras) 21393 

- Temperatura inicial (60%)

0000128155,00 T  

- Alfa inicial 0.8 

- Nº de iteraciones para cada ciclo 

de temperatura: 13917 

- Factor de incremento de alfa 0.03 

- Criterio de fin (nº de iteraciones sin 

mejoras) 21393 

Tabla 5.2: Parámetros de los programas de enfriamiento 
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En la tabla 5.3, están recogidos los datos de número de iteraciones, 

temperatura inicial, temperatura final y objetivo, junto con la media, desviación, 

valor máximo y valor mínimo, para cada una de las 100 ejecuciones con los 

dos programas de enfriamiento – enfriamiento multiplicativo exponencial 

estándar y enfriamiento adaptativo óptimo – tomando como base la misma 

instancia del problema de la selección de cartera de valores.  

Enfriamiento multiplicativo exponencial estándar 

 Iteraciones 0T  nT  Objetivo (%) 

Media 2934367,17 0,0007580744 0,0000000188 0,0582% 

Desviación 197662,64 0,0000000000 0,0000000098 0,0005% 

Máximo 4078132 0,0007580744 0,0000000467 0,0602% 

Mínimo 2631928 0,0007580744 0,0000000002 0,0576% 

Enfriamiento adaptativo óptimo 

 Iteraciones 0T  nT  Objetivo (%) 

Media 1022164,15 0,0000128155 0,0000000207 0,0582% 

Desviación 210026,14 0,0000000000 0,0000000091 0,0007% 

Máximo 1727303 0,0000128155 0,0000000625 0,0627% 

Mínimo 616783 0,0000128155 0,0000000062 0,0576% 

Tabla 5.3: Resultados programas de enfriamiento estándar y adaptativo óptimo 
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Cartera óptima 

En las figuras 5.3 y 5.4, se muestran las carteras óptimas de inversión 

formadas por los diferentes activos y el porcentaje de la inversión destinado a 

dicho valor con el  programa de enfriamiento estándar y con el programa de 

enfriamiento adaptativo óptimo. 

 

Figura 5.3: Cartera de inversión con el programa de enfriamiento 

estándar (solución óptima) 

 

Figura 5.4: Cartera de inversión con el programa de enfriamiento 

adaptativo óptimo (solución óptima) 

AI 
6% 

CRH 
1% BN 

9% IBE 
5% 

OR 
6% 

SAN 
5% 

TEF 
12% 

FP 
1% 

UL 
29% 

UNA 
15% 

DG 
11% 

Cartera óptima con enfriamiento 
estándar 

AI 
6% 

CRH 
1% BN 

9% IBE 
6% 

OR 
6% 

RWE 
1% 

SAN 
4% 

SAP 
1% 

TEF 
11% 

FP 
1% 

UL 
29% 

UNA 
15% 

DG 
10% 

Cartera óptima con enfriamiento adaptativo 
óptimo 



267 

 

 

Capítulo 6: Conclusiones y Líneas 

Futuras 

 

 

 

“No hay secretos para el éxito. Este se 

alcanza preparándose, trabajando 

arduamente y aprendiendo del fracaso”  

Colin Powell 



 



6. Conclusiones y Líneas Futuras 

269 

6.1. CONCLUSIONES SOBRE EL TRABAJO REALIZADO 

El objetivo principal de esta tesis doctoral, enmarcada dentro del área de la 

optimización combinatoria, ha sido el desarrollo de una estrategia de 

enfriamiento adaptativo para el algoritmo del recocido simulado.  

Con este fin, se ha realizado un trabajo de investigación que ha obtenido los 

siguientes resultados: 

 Se ha realizado una revisión general del campo de la optimización 

combinatoria, de los problemas fundamentales que surgen en este 

campo, y de los principales algoritmos meta-heurísticos de resolución. 

Para ello, en primer lugar se han expuesto las definiciones, terminología 

y notación de los conceptos fundamentales de la optimización 

combinatoria: definición formal del problema genérico de optimización 

combinatoria, soluciones y sus tipos, complejidad algorítmica de los 

problemas de optimización combinatoria. A continuación, se ha realizado 

una descripción formal de los problemas fundamentales de optimización 

combinatoria: el problema del viajante comercial, el problema de la 

planificación de rutas de distribución, el problema del empaquetado, el 

problema de la partición, el problema de la asignación cuadrática, el 

problema de la mochila, el problema de la máxima diversidad y el 

problema de la programación de operaciones de producción. Estos 
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problemas han servido como referencia para el estudio de nuevas 

técnicas de optimización combinatoria durante las últimas décadas, por 

lo que se consideran problemas fundamentales de la optimización 

combinatoria. Finalmente, dado que la presente tesis se centra en el 

análisis detallado y la mejora de una de las técnicas de resolución más 

relevantes, el recocido simulado, y con el fin de comprender mejor y 

enmarcar este algoritmo, se ha realizado una breve descripción de las 

técnicas meta-heurísticas más importantes que pueden encontrarse en 

la literatura científica: búsqueda tabú, algoritmos evolutivos y genéticos, 

optimización por enjambre de partículas inteligentes, búsqueda dispersa, 

algoritmo GRASP, optimización por colonia de hormigas, etc., 

estableciéndose una completa taxonomía o clasificación básica de las 

meta-heurísticas de acuerdo con diversos criterios. 

 Para el estudio del algoritmo meta-heurístico del recocido simulado, se 

han presentado los fundamentos físicos en que está basado y se ha 

descrito detalladamente este algoritmo. Con el objetivo de diseñar una 

estrategia de enfriamiento adaptativo para el algoritmo del recocido 

simulado, se ha realizado un primer estudio comparativo riguroso entre 

las principales funciones de reducción de la temperatura aplicables al 

programa de enfriamiento característico del recocido simulado. Para ello 

se ha evaluado un conjunto representativo de programas con diferentes 

funciones de enfriamiento de la literatura: cuatro de enfriamiento 

monótono multiplicativo, cuatro de enfriamiento monótono aditivo, y uno 

de enfriamiento no monótono adaptativo [DIAZ08]. Todos ellos se 

componen al menos de los tres parámetros planteados en el programa 

de enfriamiento original de Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83]: 

temperatura inicial T0, función de decremento de la temperatura 

(característica objeto de la comparativa), y número L de transiciones de 

estado para cada valor de la temperatura. Precisamente, como 

conclusión de este estudio puede afirmarse que el enfriamiento 

multiplicativo exponencial, el estándar propuesto por Kirkpatrick, Gelatt y 

Vecchi, es uno de los mejores, sin diferencias estadísticamente 



6. Conclusiones y Líneas Futuras 

271 

significativas en eficiencia respecto a las restantes mejores funciones de 

enfriamiento contrastadas. 

 El recocido simulado se caracteriza por sus propiedades de 

convergencia hacia soluciones de alta calidad pero con un elevado 

tiempo computacional. Con esta premisa, esta investigación se ha 

centrado en reducir el tiempo de ejecución del algoritmo manteniendo la 

calidad de las soluciones. Teniendo esto en cuenta, se han realizado 

tres estudios originales sobre la influencia de los parámetros del 

programa de enfriamiento en el comportamiento del algoritmo, utilizando 

como referencia el enfriamiento multiplicativo exponencial, y ejecutando 

las pruebas sobre dos casos concretos (instancias) de dos problemas 

clásicos de optimización combinatoria: el problema del viajante 

comercial (TSP), y el problema de la asignación cuadrática (QAP). Estos 

estudios son: la influencia de la temperatura inicial en el comportamiento 

del algoritmo; la influencia del parámetro α cuando éste se modifica 

dinámicamente en la ecuación de reducción exponencial de la 

temperatura, y la influencia combinada de la temperatura inicial y el 

parámetro α en la eficiencia del algoritmo.  

 Finalmente, se ha desarrollado una aplicación práctica sobre una 

importante área de gran interés en la economía: El problema de 

Optimización de Carteras de Inversión. Se ha realizado una definición 

matemática formal del problema de la selección de carteras de inversión 

como problema de optimización combinatoria. Se ha implementado una 

aplicación informática que resuelve dicho problema mediante la meta-

heurística del recocido simulado, y se ha realizado un conjunto de 

pruebas utilizando en el programa de enfriamiento la combinación 

óptima de parámetros determinada como consecuencia de los tres 

estudios previos. 
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Los resultados de los estudios anteriormente citados permiten extraer las 

siguientes conclusiones generales:  

 En el estudio comparativo entre funciones de decremento de la 

temperatura aplicables al programa de enfriamiento del algoritmo meta-

heurístico del recocido simulado, con respecto al nivel de la calidad del 

objetivo y su relación con la forma de la curva de decrecimiento de la 

temperatura, puede afirmarse que el algoritmo del recocido simulado 

funciona bien respecto a su capacidad de escape de óptimos locales 

cuando la curva tiene pendiente moderada en las partes inicial y central 

del procesamiento, y más suave en la parte final del mismo, tal como 

sucede en el enfriamiento multiplicativo exponencial estándar. La forma 

concreta (convexa, sigmoidal) de la curva en las partes inicial y central 

no parece relevante, pero en la parte final una curva de descenso más 

suave puede favorecer mejores niveles de optimización. Con respecto al 

tiempo de ejecución, todos los programas de enfriamiento estudiados 

para el recocido simulado presentan un coste similar, debido – 

lógicamente – a que sus parámetros han sido configurados para 

asemejarse en este comportamiento al enfriamiento multiplicativo 

exponencial de referencia. Sin embargo, la desviación típica del número 

de iteraciones efectuadas parece estar en relación con la cola de la 

curva de reducción de la temperatura en la fase final del algoritmo. Una 

cola inversamente logarítmica produce un descenso final de la 

temperatura más suave y de mayor desviación, mientras que las colas 

de tipo inversamente lineal o cuadrático generan menor desviación. 

Precisamente el enfriamiento multiplicativo exponencial y el enfriamiento 

adaptativo, basado en el anterior, poseen una cola que se anula más 

rápidamente y proporcionan los mejores valores de desviación temporal 

del algoritmo. 

 La conclusión del estudio de la influencia de la temperatura inicial en la 

eficiencia del recocido simulado es que para un porcentaje de ciclos de 

enfriamiento igual o superior al 50% la calidad de la solución media 

obtenida (objetivo) no es significativamente diferente (peor) que la 

obtenida con la temperatura inicial estándar. 
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 La conclusión del estudio de la influencia de la variación dinámica del 

parámetro α en la eficiencia del recocido simulado es que el enfriamiento 

con un porcentaje de variación dinámica del parámetro α del 2% 

proporciona un objetivo estadísticamente similar al enfriamiento 

estándar, con reducción del tiempo de ejecución (iteraciones). 

 La conclusión del estudio combinado de la influencia del parámetro α 

dinámico y la temperatura inicial en la eficiencia del recocido simulado 

es que el algoritmo con enfriamiento adaptativo basado en la variación 

dinámica del parámetro α del 3% en combinación con un porcentaje del 

número de ciclos de temperatura del 60% proporciona un objetivo medio 

y una desviación típica del objetivo estadísticamente similares a los del 

enfriamiento estándar, reduciendo el tiempo de ejecución (iteraciones). 

 La principal conclusión del análisis conjunto de los tres estudios 

realizados es que el algoritmo con enfriamiento adaptativo basado en la 

variación dinámica del parámetro α del 3% en combinación con un 

porcentaje del número de ciclos de temperatura del 60% mantiene un 

objetivo medio y una desviación típica del objetivo estadísticamente 

similares a los del algoritmo estándar, reduciendo al máximo el tiempo 

de ejecución (iteraciones) respecto a todos los casos contemplados 

(enfriamiento adaptativo óptimo). De hecho, la reducción del tiempo de 

ejecución es muy notable: el enfriamiento adaptativo óptimo requiere el 

30% del tiempo medio que emplea el enfriamiento estándar con los 

valores usuales de los parámetros. 

 Finalmente, el buen comportamiento presentado por la estrategia de 

enfriamiento adaptativo del algoritmo del recocido simulado en la 

implementación del problema de optimización de carteras de inversión, 

tanto en la calidad de las soluciones obtenidas como en el tiempo medio 

de ejecución, ha demostrado la adecuación de dicha estrategia para la 

resolución de problemas de optimización combinatoria de interés 

práctico. 
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6.2. LÍNEAS FUTURAS DE INVESTIGACIÓN 

Las líneas futuras de investigación que pueden desarrollarse como extensión 

del trabajo realizado resultan en su mayor parte evidentes a partir de la lectura 

de esta memoria.  

Las líneas de investigación básica se centran en los siguientes aspectos: 

 En la tesis se han realizado diversos estudios dirigidos a determinar la 

influencia de determinados parámetros del programa de enfriamiento en 

la eficiencia de recocido simulado, concretamente la función de 

reducción de la temperatura en un primer estudio básico, y en los 

estudios originales posteriores la temperatura inicial y la variación 

dinámica del parámetro α para el enfriamiento multiplicativo exponencial, 

más la influencia combinada de ambos. Sin embargo, no se ha realizado 

ninguna comprobación de la influencia del tercer parámetro que aparece 

en el programa de enfriamiento original de Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi: el 

número L de transiciones de estado en cada ciclo de temperatura. De 

acuerdo con el fundamento físico teórico del recocido simulado, este 

parámetro debe asegurar con probabilidad próxima a la unidad que en 

cada valor de la temperatura se alcanza el equilibrio térmico, lo que 

trasladado al ámbito de los problemas de optimización combinatoria 

supone que en cada temperatura debe poderse explorar completamente 

la vecindad de la solución en curso. Teniendo en cuenta esto, el valor de 

L se ha calculado siempre a partir del tamaño m de la vecindad de las 

soluciones como el número de transformaciones necesarias para 

explorar la vecindad de la solución en curso con una probabilidad de 

0,95. Resultaría interesante conocer la influencia de este parámetro L en 

la eficiencia del recocido simulado con diferentes probabilidades de 

exploración de la vecindad. 

 Estudiar nuevos métodos de reducción adaptativa de la temperatura, 

combinados con el enfriamiento multiplicativo exponencial. Estos 

métodos podrían basarse, como el de Locatelli utilizado en la 

comparativa realizada en el capítulo 2 de esta tesis, en modificar la 
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temperatura en función de la distancia del objetivo en curso a un mejor 

objetivo de referencia. Este objetivo de referencia podría ser el mejor 

objetivo conseguido hasta el momento, una cota inferior del óptimo 

global, etc. 

 Estudiar la utilidad del enfriamiento adaptativo óptimo en otras meta-

heurísticas trayectoriales y poblacionales que han sido combinadas con 

el recocido simulado, tales como la búsqueda tabú con recocido 

simulado, o los algoritmos genéticos y evolutivos estocásticos. 

Por otra parte, las líneas de investigación aplicada a desarrollar son: 

 Desarrollar un modelo del problema de optimización de carteras de 

inversión que incorpore todas las características del mundo real 

financiero, es decir, que tenga en cuenta las restricciones realistas 

asociadas. 

 Finalmente, estudiar la utilidad de la estrategia de enfriamiento 

adaptativo en la implementación de otros problemas prácticos de 

optimización  combinatoria tales como el problema de la asignación de 

rutas a vehículos en el ámbito del transporte y la distribución, el 

problema de la planificación de turnos de trabajo en el ámbito laboral, el 

problema de la programación de producción en la organización 

industrial, etc. 
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