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ABSTRACT

Simulated Annealing (SA) is one of the most important present meta-heuristics
or general algorithms of combinatorial optimization. In spite of its high
computational cost, its features of convergence towards high quality solutions
are well known. Thus, numerous research works on the convergence
acceleration of the algorithm especially concerning the treatment of the
temperature parameter have been produced, by means of what is known as
chilling programs or strategies. This Thesis aims at designing an adaptive
chilling strategy for the algorithm of Simulated Annealing in order to reduce its
computational cost, but respecting the quality of the solutions. In this sense a
comparative study of the performance of the Simulated Annealing has been
produced including the traditional proposal by Kirkpatrick, Gelatt and Vecchi
[KIRK 83], as well as more recent ones. The new proposed chilling strategy is
based on the dynamic optimal adjustment of two parameters of the algorithm:
the initial value of the temperature and the temperature decrease factor after
every chilling cycle. Two traditional problems of combinatorial optimization have
been used: the Traveling Salesman Problem (TSP) and the Quadratic
Assignment Problem (QAP), analysing the performance of the chilling strategy
related to both the time efficiency and the quality of the solutions. In addition, a
business field optimization problem is proposed as an example of the practical

application of the new algorithm: The optimal selection of investment portfolios.

Keywords: Combinatorial Optimization, Simulated Annealing, Chilling

Programs, Investment Portfolios Optimization.






RESUMEN

El Recocido Simulado es una de las mas importantes meta-heuristicas o
algoritmos generales de optimizacion combinatoria existentes, siendo bien
conocidas sus propiedades de convergencia hacia soluciones de alta calidad,
aunqgue con un elevado coste computacional. Esto ha dado origen a numerosos
trabajos de investigacion sobre aceleracion de la convergencia del algoritmo,
especialmente en el tratamiento del pardmetro de temperatura, mediante lo que
Se conoce como programas o estrategias de enfriamiento. Esta tesis tiene
como objetivo disefiar una estrategia de enfriamiento adaptativo para el
algoritmo del recocido simulado con el fin de reducir su coste computacional
manteniendo la calidad de las soluciones. Para ello, en primer lugar se ha
elaborado un estudio comparativo del comportamiento del recocido simulado
respecto a varias estrategias de enfriamiento distintas, incluyendo la clasica
propuesta por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83], asi como otras mas
recientes. La nueva estrategia de enfriamiento propuesta se basa en el ajuste
dindmico éptimo de dos parametros de control del algoritmo: el valor inicial de
la temperatura y el factor de decremento de la temperatura tras cada ciclo de
enfriamiento. En el analisis practico del nuevo algoritmo se usan dos problemas
clasicos de optimizacion combinatoria: el problema del viajante comercial y el
problema de la asignacion cuadréatica, evaluando el comportamiento de la
estrategia de enfriamiento tanto respecto a la eficiencia temporal, como a la
calidad de las soluciones. Adicionalmente, se propone como ejemplo de
aplicacion préactica del nuevo algoritmo un problema de optimizacién de ambito

empresarial: La seleccion 6ptima de carteras de inversion.

Palabras clave: Optimizacion Combinatoria, Recocido Simulado, Programas

de Enfriamiento, Optimizacion de Carteras de Inversion.






LABURPENA

Simulatutako suberaketa meta-heuristika edo konbinazio optimizazio algoritmo
orokor garrantzitsuenetakoa da eta kalitate goreneko soluzioak ahalbidetzen
dituzten bere konbergentzia ezaugarriak aski ezagunak dira kostu
konputazional handia izan arren. Honek algoritmoaren konbergentzia
azelerazioari buruzko ikerketa ugari sorrarazi ditu, batez ere, tenperaturaren
parametroaren tratamendu arloan, hozte estrategia edo programa izenaz
ezaguna dena. Tesi honen helburua simulatutako suberaketaren algoritmorako
hozte moldatzaile estrategia diseinatzea da, bere koste konputazionala
murrizteaz gain, soluzioen Kkalitatea mantentzea lortzen dela. Horretarako,
lehenik eta behin, simulatutako suberaketaren portaeraren konparazio ikerketa
egin da hozte estrategia ezberdinekin alderatuta, Kirkpatrick, Gelatt eta Vechi
(KIRK83) eta beste berriago batzuk barne daudela. Proposatutako hozte
estrategia berria algoritmoaren kontrolaren parametro biren doikuntza dinamiko
hoberenean oinarritzen da: tenperaturaren hasierako balioa eta hozte ziklo
bakoitzaren ondorengo tenperaturaren gutxitze faktorea: Algoritmo berriaren
analisi praktikoan konbinazio optimizazioaren gaineko problema klasiko bi
erabiltzen dira: merkataritza bidaiariaren problema eta esleipen koadratikoaren
problema, bietan hozte estrategiaren portaera aztertzen da denbora efizientzia
eta soluzioen kalitatea kontuan hartuta. Horrez gain, enpresa arloko optimizazio
problema bat proposatzen da algoritmo berriaren aplikazio praktiko bezala:

inbertsio zorroen hautapen hoberena.

Hitz gakoak: konbinazio optimizazioa, simulatutako suberaketa, hozte

programak, inbertsio zorroen optimizazioa.
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Capitulo 1: Introduccion

“Si lo puedes sonar,

lo puedes lograr”

Walt Disney






1. Introduccién

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Una de las cuestiones de mayor interés en las sociedades humanas modernas
es la mejora de resultados en el desarrollo de tareas dentro de practicamente
cualguier ambito (ciencia y tecnologia, gestion empresarial, economia,
administracion, banca, etc.). Este proceso de mejora de resultados se conoce
también como proceso de optimizacion. Desde un punto de vista cientifico, los
procesos de optimizacién se concretan en la busqueda de la mejor solucién a
un problema entre un conjunto de soluciones posibles con un objetivo concreto,

optimizar — minimizar o maximizar — una determinada funcion.

Dentro de la ingenieria puede encontrarse un gran numero de problemas
relacionados con la optimizacion, tales como los problemas de planificacion de
la produccion y de la distribucion propios de la organizacion industrial y la
logistica, el disefio de circuitos electronicos, el disefio de redes de
telecomunicaciones, o el control de procesos industriales. Algunos problemas
de optimizacibn de complejidad reducida pueden ser resueltos facilmente
mediante técnicas clasicas de optimizacibn matematica, tales como las
técnicas de programacion matematica (lineal, entera, no lineal, dinamica, etc.),
mientras que otros problemas son dificiles de resolver en la practica,
entendiéndose por problema de optimizacién dificil de resolver aquel para el

gue no se puede encontrar la solucién dptima en un tiempo razonable.
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En funcion de las variables que intervienen en el problema, el estudio de la
optimizacién se divide en optimizacidon continua y optimizacion discreta o

combinatoria.

La optimizacidn continua se caracteriza por el estudio y resolucion exacta de
problemas con o sin restricciones en los que las variables que intervienen son

de tipo continuo.

La optimizacibn combinatoria tiene por objeto el estudio y la resolucion
algoritmica de problemas de optimizacion con o sin restricciones en los que las
variables constituyentes son de tipo discreto o finito. La complejidad de los
problemas de optimizacion combinatoria se mide en funcion del coste
computacional del algoritmo que obtiene la solucion o6ptima global del
problema, siendo de especial relevancia aquellos que precisan algoritmos de
complejidad temporal superior a la potencial (exponencial, factorial o potencial-
exponencial) con respecto al tamafio del problema, denominados también

problemas NP-completos.

En la préactica, los problemas NP-completos de optimizacibn no pueden
resolverse de forma exacta, es decir, asegurando que el resultado obtenido
corresponde a la solucion optima global del problema, ya que ello conlleva un
tiempo inviable incluso para los mas potentes computadores. Por lo tanto, el
objetivo en este tipo de problemas es hallar una solucién casi-Optima en un
tiempo factible (optimizacion aproximada). Como consecuencia de la necesidad
de algoritmos cada vez mas eficientes, estos problemas han sido objeto de
extenso estudio en las areas de Matemética Discreta, y de Computacion e
Inteligencia Artificial, especialmente a partir del desarrollo de la teoria de la NP-

completud en los afios setenta [GARE79].

La resolucion de problemas NP-completos de optimizacién discreta es un area

de gran interés cientifico en la actualidad, y puede orientarse de dos formas:

= Resolucibn mediante algoritmos adaptados al problema a resolver,
también llamados algoritmos heuristicos o simplemente heuristicas, que

usan conocimiento especifico del problema para facilitar o acelerar la
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busqueda de Ila solucion o6ptima o casi-Optima. Los algoritmos
heuristicos suelen ser muy potentes y Utiles en su aplicacion practica,
pero para su disefio se requiere tener un conocimiento muy preciso de
las caracteristicas del problema. Por ello, las heuristicas son comunes
en problemas de optimizacion muy simplificados o de ambito académico,
pero mucho menos frecuentes en problemas del mundo real de

complejidad notable.

= Resolucién mediante algoritmos generales independientes del problema
a resolver, también Illamados algoritmos meta-heuristicos o meta-
heuristicas. Estos algoritmos se basan en caracteristicas generales o
comunes a todos los problemas de optimizacién combinatoria, por lo que
para su disefio no se precisa del conocimiento especifico de los
problemas, al menos en lo que se refiere a la técnica concreta de
optimizacién utilizada. Se trata de algoritmos comparativamente menos
eficientes que los heuristicos, pero que pueden aplicarse con poco
esfuerzo a problemas complejos para los que no existan 0 no se
conozcan heuristicas apropiadas. Obviamente, en su aplicacion a
problemas concretos de optimizacidn es necesario adaptar de alguna
forma el algoritmo meta-heuristico al problema, pero dicha adaptacién se
reduce normalmente a garantizar la viabilidad de la solucién obtenida
respecto al conjunto de restricciones del problema, no al método de

optimizacién en que se fundamenta el algoritmo.

Estas dos orientaciones pueden también combinarse para formar algoritmos
hibridos en los que bajo una estructura general de resolucién o meta-heuristica,
se utilizan heuristicas especificas de optimizacion con el objetivo de mejorar la

eficiencia del algoritmo en conjunto.

Las meta-heuristicas o técnicas generales de resolucion de problemas NP-
completos de optimizacion combinatoria pueden clasificarse en diferentes tipos
importantes. En primer lugar, estan los algoritmos trayectoriales, en los que se
parte de soluciones candidatas del problema, completas y viables respecto a

las restricciones, que van modificAndose parcialmente segun avanza el proceso
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de optimizacion, formando "trayectorias" por el espacio de soluciones del
problema. Los algoritmos trayectoriales se subdividen a su vez en algoritmos
de busqueda simple, cuando se considera una Unica solucion candidata que se
transforma en el tiempo, y algoritmos de busqueda multiple o poblacionales, en
los que se contemplan simultaneamente varias soluciones candidatas que
evolucionan en el tiempo con una cierta interaccion. Entre las meta-heuristicas
de busqueda simple estan los algoritmos deterministas de busqueda local
(Local Search) [AART97], el algoritmo estocastico del recocido simulado
(Simulated Annealing) [KIRK83], y la busqueda tabu (Tabu Search) [GLOV86].
Los principales algoritmos trayectoriales poblacionales son los algoritmos
genéticos (Genetic Algorithms) [HOLL73], [GOLD89], inspirados en la genética
y la teoria de la evolucion de las especies, los algoritmos meméticos (Memetic
Algorithms) [MOSC99], variante de los algoritmos genéticos que incorpora el
denominado aprendizaje cultural propio de las sociedades humanas, asi como
la optimizacién por enjambre de particulas inteligentes (Intelligent Particle
Swarm Optimization) [KENN95], basada en el comportamiento de ciertos
grupos de animales (bancos de peces, bandadas de pajaros, enjambres de
abejas) cuando realizan actividades de migracion, busqueda de alimentos, o

defensa colectiva.

En segundo lugar, estan los algoritmos constructivos, en los que la solucion del
problema se "construye" paso a paso asignando secuencialmente valores a las
variables de acuerdo con algun criterio de optimizacion. En cada paso se
comprueban las restricciones del problema con respecto a las variables ya
asignadas, y si alguna restriccion no se cumple se vuelve atras. Estos
algoritmos también se subdividen en algoritmos constructivos simples, cuando
el algoritmo construye una unica solucion del problema en cada ejecucion, y
algoritmos constructivos multiples o poblacionales, en los que se construyen
simultdneamente varias soluciones con una cierta interaccion. Entre las meta-
heuristicas constructivas simples estan los algoritmos voraces o golosos
(Greedy Algorithms) [CORMO1], y el algoritmo GRASP (Greedy Randomized
Adaptive Search Procedures) [FEO95]. Por otra parte, la mas conocida de las
meta-heuristicas constructivas poblacionales es la optimizacién por colonia de
hormigas (Ant Colony Optimization) [DORI99].
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Como se ha mencionado, el recocido simulado es una de las mas importantes
meta-heuristicas de busqueda simple existentes, siendo bien conocidas sus
propiedades de convergencia hacia soluciones de alta calidad, aunque con un
elevado coste computacional. Esto ha dado origen a numerosos trabajos de
investigacibn sobre aceleracion de la convergencia del algoritmo,
especialmente en el tratamiento del parametro de temperatura, mediante lo que

Se conoce como programas o estrategias de enfriamiento.

La hipétesis de la investigacion es la siguiente: Puede determinarse una
estrategia de enfriamiento para el recocido simulado que consiga acelerar su
convergencia, esto es, reducir el elevado tiempo de ejecucion caracteristico de
esta meta-heuristica, sin que ello suponga un detrimento en la calidad media
de la soluciones obtenidas. Para validar esta hipotesis, se realiza un riguroso
estudio comparativo del comportamiento del recocido simulado respecto a
varias estrategias de enfriamiento distintas, tomando como referencia la clasica

propuesta por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83].

Por tanto, el objetivo general de esta tesis es el desarrollo de una estrategia de
enfriamiento adaptativo Optimo para el algoritmo del recocido simulado, es
decir, una configuracibn de parametros de enfriamiento que mantenga un
objetivo medio y una desviacién tipica estadisticamente similares a los del
enfriamiento estandar, pero que consiga reducir significativamente el tiempo de
ejecucion. En el analisis practico se usan como entornos de prueba
(benchmarking) dos problemas clasicos de optimizacion combinatoria: el
problema del viajante comercial y el problema de la asignacion cuadrética,
evaluando el comportamiento de la estrategia de enfriamiento adaptativo tanto

respecto a la eficiencia temporal, como al coste de las soluciones.

Adicionalmente, como ejemplo de aplicacibn practica sobre el estudio
realizado, se ha elegido el Problema de Seleccién de Carteras de Inversion

enmarcado en la Economia, especificamente en la rama de las Finanzas.
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1.2. DESCRIPCION GENERAL DE LA ESTRATEGIA DE
ENFRIAMIENTO ADAPTATIVO

Para la implementacion practica del algoritmo del recocido simulado debe
especificarse un programa de enfriamiento, o conjunto de parametros cuyo
objetivo es controlar la evolucion del algoritmo. El programa de enfriamiento
propuesto por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83] esta compuesto por tres
parametros: valor inicial de la temperatura Ty, funcion de decremento de la

temperatura y nimero de transiciones de estado.

Los dos primeros parametros especifican la secuencia finita de valores de la
temperatura, y es en ellos, en donde se fundamenta la estrategia de
enfriamiento adaptativo planteada en esta tesis. El Ultimo parametro indica el

namero finito de transiciones de estado para cada valor de la temperatura.

El recocido simulado con enfriamiento en su version estandar [KIRK83] toma
como premisa que el valor inicial de la temperatura debe ser suficientemente
elevado como para que se acepte con una cierta probabilidad cercana a 1
cualquier nueva solucion generada en una transicion de estado. El
planteamiento que se hace en esta investigacion es reducir la temperatura
inicial To hasta un valor que suponga la ejecucion de una fraccion porcentual
del numero medio de ciclos de temperatura efectuados por el algoritmo
utilizando la temperatura inicial estandar, sin que ello perjudique la calidad de
las soluciones obtenidas.

En la estrategia de enfriamiento disefiada, conjuntamente a la temperatura
inicial, interviene la funcion de decremento de la temperatura. Normalmente, se
utiliza una funcion de decremento exponencial de la forma Ty =Ty .o, donde

a es una constante un poco menor que la unidad. Por lo general, los valores
asignados habitualmente a la constante a estan entre 0,8 y 0,99. El segundo
objetivo de la investigacion es determinar una curva Optima de reduccion

monotona de la temperatura, y para ello se plantea transformar la constante a

de la ecuacion exponencial de reduccion de la temperatura, Ty =Ty -aX, enun

parametro que se modifica dinamicamente durante la ejecucion, tomando
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valores iniciales bajos, a = 0,8, y valores finales cercanos a 1, a = 0,99, de
manera que el numero medio de ciclos de temperatura efectuados por el
algoritmo se mantenga igual que en el caso estandar con parametro a = 0,95

constante.

En resumen, la caracteristica principal de la estrategia de enfriamiento
adaptativo disefiada en la tesis para el algoritmo del recocido simulado es la
integracion de ambas ideas — la reduccion de la temperatura inicial, y el disefio
de la curva 6ptima de reduccién monétona de la temperatura en funcién del
cambio dinamico del parametro a — con el fin de conseguir un programa de
enfriamiento que obtenga soluciones finales de calidad equivalente a la del

enfriamiento estandar en un tiempo sensiblemente menor.

1.3. PRINCIPALES APORTACIONES

Las principales aportaciones del trabajo realizado a la optimizacion

combinatoria se resumen a continuacion:

= Estudio comparativo riguroso entre programas de enfriamiento del
algoritmo meta-heuristico del recocido simulado. Para ello se evalia un
conjunto representativo de programas de enfriamiento de la literatura:
cuatro de enfriamiento mon6tono multiplicativo, cuatro de enfriamiento
monodtono aditivo, y uno de enfriamiento no mondétono adaptativo
[DIAZ08]. Todos ellos se componen al menos de los tres parametros
planteados en el programa de Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi: temperatura
inicial To, funcidbn de decremento de la temperatura, y niamero L de

transiciones de estado para cada valor de la temperatura.

= Desarrollo de una estrategia de enfriamiento adaptativo para el algoritmo
del recocido simulado. Son numerosas las investigaciones que han
demostrado las propiedades de convergencia hacia soluciones de alta
calidad del recocido simulado aunque, también es conocido el elevado

tiempo computacional que presenta este algoritmo. Esta investigacion se
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ha centrado en reducir el tiempo de ejecucion del algoritmo manteniendo
el la calidad de las soluciones. Para ello se ha analizado la influencia de
la temperatura inicial en el comportamiento del algoritmo usando como
referencia el enfriamiento multiplicativo exponencial, y se ha
determinado la influencia del pardmetro a cuando se modifica
dinAmicamente en la ecuacion de reduccion exponencial de la
temperatura. Para realizar las pruebas de evaluacion, se han utilizado
dos problemas clasicos como entornos de prueba o "benchmarking" (el
objetivo de las pruebas no es la resolucion Optima de estos problemas,
sino establecer una comparacion rigurosa entre las distintas estrategias
de enfriamiento), el problema del viajante sobre un recorrido de 47/80
ciudades y el problema de la asignacion cuadratica sobre un total de
47/80 plantas de produccién a ubicar sobre 47/80 localizaciones

distintas.

Desarrollo de una aplicacion practica sobre una importante area de gran
interés en la economia: El problema de Optimizaciéon de Carteras de
Inversion. La complejidad para resolver este problema de optimizacion
se encuentra en el tipo de limitaciones que contiene y de los activos a
incluir en la cartera. Diferentes investigadores han tratado de disefiar
modelos mas objetivos que reflejen la complejidad de los mercados
financieros, como es el problema planteado por los investigadores
Crama y Schyns [CRAMO1] que utilizaron el recocido simulado para
encontrar soluciones al Modelo extendido de Markowitz. Es posible
considerar muchas variantes del problema de la seleccion de carteras de
inversion, de diferentes niveles de complejidad. El problema planteado
como aplicacién practica en esta investigacién es el de construir una
cartera que minimice el riesgo para alcanzar una rentabilidad esperada
considerando restricciones de cardinalidad, es decir, un problema de
optimizacién combinatoria en el que el espacio de busqueda aumenta
exponencialmente respecto al tamafio del problema, por lo que se hace
necesario el uso de algoritmos de optimizacion aproximada para su
resolucion. La ejecucion del problema se ha realizado sobre 15/50

activos.
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1.4. ESQUEMA DE LOS RESTANTES CAPITULOS

Esta tesis se ha estructurado en un total de seis capitulos, incluyendo el
presente capitulo de introduccion. El capitulo dos de la tesis esta dedicado a
describir el estado actual de las técnicas de resolucion de problemas en el area
de la optimizacidbn combinatoria. El capitulo tres analiza especificamente el
recocido simulado debido a que es el algoritmo en el que se centra esta
investigacion. Asimismo, en este capitulo se realiza un estudio comparativo del
comportamiento del recocido simulado respecto a diferentes estrategias de
enfriamiento de la literatura. El capitulo cuatro constituye el cuerpo principal de
la tesis, en donde se desarrolla la nueva estrategia de enfriamiento adaptativo
para el algoritmo del recocido simulado. El capitulo cinco presenta el problema
de la seleccion de carteras de inversion como aplicacién practica al modelo
disefiado en la investigacion. Finalmente, el capitulo seis incluye las
conclusiones sobre el trabajo realizado, asi como las lineas futuras de

investigacion.

El contenido de los restantes cinco capitulos se expone mas detalladamente a

continuacion:

= El capitulo dos introduce el area de la optimizacion combinatoria,
comenzando por la definicion formal del problema genérico de
optimizacién combinatoria. Se detallan conceptos basicos que se utilizan
como base en determinadas técnicas de resolucién de problemas y se
presentan algunas de las meta-heuristicas mas representativas y que
han demostrado su eficacia en la resolucion de problemas de
optimizacién combinatoria: algoritmos de busqueda simple, algoritmos
trayectoriales poblacionales o de buasqueda multiple, algoritmos

constructivos simples, y algoritmos constructivos poblacionales.

» En el capitulo tres se describe detalladamente el algoritmo meta-
heuristico del recocido simulado. Se detallan los diferentes programas
de enfriamiento utilizados en la comparativa: cuatro de enfriamiento
mondtono multiplicativo, cuatro de enfriamiento monotono aditivo, y uno

de enfriamiento no mondétono adaptativo y se expone el analisis de las

11
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pruebas del algoritmo, realizadas sobre dos problemas clasicos de
optimizacibn combinatoria: el problema del viajante comercial y el
problema de la asignacion cuadratica. El andlisis practico de las distintas
estrategias de enfriamiento se realiza considerando valores medios y
desviaciones tipicas de la calidad de las soluciones sobre el marco
cualitativo y temporal de referencia establecido por el enfriamiento
exponencial de Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi. Finalmente, se exponen las

conclusiones del estudio realizado.

El capitulo cuatro presenta tres estudios comparativos: el analisis de la
influencia de la temperatura inicial en el comportamiento del algoritmo
usando como referencia el enfriamiento multiplicativo exponencial, el
analisis de la influencia del pardmetro a cuando se modifica
dinAmicamente en la ecuacion de reduccion exponencial de la
temperatura, y un tercer andlisis en el que se combina la temperatura
inicial y el parametro a para determinar su influencia en la eficiencia del
algoritmo. Estos estudios comparativos consisten en la evaluacion
estadistica de la eficiencia de cada método en la resolucion del
problema del viajante y el problema de la asignacion cuadratica. Como
consecuencia de estos estudios, se define la estrategia 6ptima de
enfriamiento adaptativo para la meta-heuristica de recocido simulado.

El capitulo cinco describe en detalle el problema de optimizacion de
carteras de inversion seleccionado como aplicacién practica de esta
tesis. En primer lugar, se introducen las caracteristicas generales del
modelo de Markowitz y, que hoy en dia, suponen la base tedrica
moderna de la selecciéon de carteras de inversion, y se muestran las
particularidades y complejidad del problema. En segundo lugar, se hace
un breve repaso de los métodos algoritmicos que han sido utilizados
para resolver este tipo de problemas. A continuacion, se describe
detalladamente el modelo de carteras de inversion a utilizar en la
aplicaciéon practica de la estrategia de enfriamiento adaptativo disefiada
en la tesis. Finalmente, se realiza un analisis de las pruebas realizadas

con el modelo.
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El capitulo seis incluye las conclusiones sobre el trabajo realizado, asi
como las lineas futuras de investigacion que pueden desarrollarse como

continuacién del mismo.
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Capitulo 2: Optimizacion

Combinatoria

“Nunca consideres el estudio como
una obligacion, sino como una
oportunidad para penetrar en el bello

y maravilloso mundo del saber”

Albert Einstein
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2. Optimizacion Combinatoria

2.1. OPTIMIZACION COMBINATORIA: CONCEPTOS BASICOS

En este primer apartado del capitulo se van a exponer las definiciones,
terminologia y notacion de los conceptos fundamentales de la optimizaciéon
combinatoria, los cuales constituyen la base necesaria para exponer
claramente el estado actual de esta rama de la ciencia. Para este desarrollo
conceptual se han tomado como base los trabajos previos de [DIAZ96] y
[DIAZ11].

2.1.1. Introduccidn a la optimizacion combinatoria

Ambito de la optimizacién combinatoria

A lo largo de la historia, el ser humano siempre ha buscado la manera mas
eficiente de realizar sus actividades diarias haciendo un mejor uso de los
recursos, con el objetivo de maximizar su rendimiento y/o minimizar los costes
asociados, lo cual es especialmente necesario cuando la disponibilidad de tales
recursos es limitada. Desde un punto de vista cientifico, el proceso de

bisqueda de la forma mas eficiente de realizar una tarea con el fin de
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maximizar o minimizar un objetivo 0 conjunto de objetivos se conoce como

optimizacion.

En el ambito de la ciencia y la tecnologia surgen con frecuencia problemas de
optimizacién, es decir, problemas para cuya resolucion es necesario realizar un
proceso de optimizacion, tales como los problemas de programacion de
operaciones de produccion, los de planificacion de rutas en logistica y
transporte, o los de disefio y configuracion optima de circuitos electronicos y
redes de telecomunicaciones. La mayoria de estos problemas de optimizacion
son no triviales, es decir, son dificiles de resolver en la practica, entendiéndose
por problema de optimizacién dificil de resolver aquel para el que no se puede

encontrar la solucidon optima en un tiempo razonable.

Para poder determinar la mejor solucibn a un problema de optimizacion
normalmente es conveniente formularlo en términos matematicos. En general,

todo problema de optimizacion tiene un objetivo (simple o multiple)

representado mediante una funcién numérica de n variables, fD cR" >R,y
un conjunto opcional de restricciones R ={ry,..., 'y}, que expresan relaciones

de compatibilidad entre las variables y que deben cumplirse para que la
solucion del problema sea valida. Asi, el problema formulado matematicamente

resulta:

Objetivo: max/min{f (x4,....xp )}

ri(Xg,..., Xn ) =0
Restricciones: R = :

Fm (Xq,eey X )= 0

Una vez modelizado mateméaticamente, es preciso disponer de métodos y
técnicas que permitan resolverlo en un tiempo factible. La teoria que
proporciona los métodos y técnicas precisos para estudiar estos problemas es
la optimizacion matematica. Atendiendo al caracter de las variables que
intervienen en el problema, el estudio de la optimizacion se divide en
optimizacion continua (las variables que lo componen son de tipo continuo) y

optimizacion combinatoria (las variables toman valores discretos y finitos).
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Concretamente, la optimizaciébn combinatoria tiene por objeto el estudio y la
resolucidon algoritmica de problemas de optimizacion con restricciones en los
que las variables constituyentes son de tipo discreto y finito. Por ello, este tipo
de problemas se caracterizan por la existencia de un conjunto finito, aunque
muy grande, de soluciones posibles entre las que se debe encontrar aquella

gue optimice globalmente la funcion objetivo.

En el resto del apartado se introducen formalmente los conceptos basicos de la
optimizacién combinatoria: problema de optimizacién combinatoria, soluciones
y sus tipos, complejidad algoritmica, tipos notables de problemas, resolucion

exacta y resolucion aproximada mediante heuristicas y meta-heuristicas.

Definiciobn formal del problema genérico de optimizacion

combinatoria

Definicién (Problema de optimizacion combinatoria). Formalmente, un

problema de optimizacidbn combinatoria es una cuadrupla (X,S,f,R), donde:

X = {X1,., X}, €s el conjunto de variables del problema, de dominios
discretos y finitos Dy, ... , Dy . Habitualmente las variables son binarias o

toman valores dentro de un subconjunto finito de nidmeros naturales, es
decir, D; ={0,} o bien D; ={12,..., p}.

= S=D;x---xDp, es el espacio de soluciones del problema, formado por

todas las asignaciones posibles de valores a las variables dentro de sus
respectivos dominios. Asi, una solucién arbitraria se representa

mediante un vector x = (xq,...,Xp)€S.

» f:S >R, eslafuncién objetivo a optimizar, que asigna un namero real
a cada posible solucion del problema,

X = (Xg,...Xn) €S >y =f(Xq,....X, ) € R.

= R={,.'m}, es el conjunto de restricciones, cada una de las cuales

determina una relacion de compatibilidad entre las variables del

problema. Generalmente, las restricciones se expresan mediante
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igualdades o desigualdades numéricas, como en la programacion

matematica clasica: i (Xy,....Xp)=0, rj(Xg,.... X )= 0.

El objetivo del problema consiste en encontrar una asignacion simultanea de

valores de las variables, soptz(sl,...,sn)es, gue optimice (minimice o

maximice) globalmente la funcién objetivo f, de tal forma que se satisfagan
todas las restricciones impuestas entre las variables. Tal solucion sq, se
denomina solucion optima global, siendo f(Sq) €l objetivo 6éptimo a conseguir.

Asimismo, el conjunto de soluciones que verifican todas las restricciones R del

- - . - *
problema, se denomina espacio de soluciones viables, y se denota S < S.

2.1.2. Soluciones de un problema de optimizacién combinatoria

En la definicion del problema genérico de optimizacion combinatoria como una
cuadrupla (X,S,f,R), se ha utilizado el término soluciéon del problema para
referirse a toda asignacion de valores a las variables dentro de sus respectivos
dominios, y el término solucion 6ptima global para referirse a la solucién que
verifica el conjunto de restricciones R y optimiza globalmente la funcion objetivo
f. Ademas de estas dos acepciones, es posible considerar otros tipos de
soluciones de un problema de optimizaciébn combinatoria cuya terminologia es
habitual en la descripcion de las técnicas de resolucion. A continuacion se

definen formalmente los diferentes tipos de soluciones.

Soluciones candidatas

Definicion (Solucion candidata). Dado un problema de optimizacion
combinatoria (X,S,f,R), se denomina solucién candidata a una asignacion
concreta de valores a todas las variables del problema,
S =(X1 =51, Xn =Sp) €S. Si la solucion candidata verifica el conjunto de
restricciones R se llama solucién candidata viable, y en caso contrario solucién

candidata inviable.
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Observacion. En lo sucesivo, el término solucion candidata se interpretara por

defecto como solucidon candidata viable.

Soluciones candidatas vecinas

Definicion (Soluciéon candidata vecina). Sean un problema de optimizacion
combinatoria (X,S,f,R), una solucion candidata s =(sy,...,S) €S, Yy una funcion
de distancia d : SxS — R . Se denomina solucion candidata vecina o proxima a
s respecto a una distancia 6 >0 a toda solucién candidata x =(Xy,..., X3) €S
que verifique d(x,s)<3. Si la solucion candidata vecina verifica el conjunto de

restricciones R se llama solucién candidata vecina viable, y en caso contrario

solucién candidata vecina inviable.

Observacion. En lo sucesivo, el término solucibn candidata vecina se

interpretaré por defecto como solucién candidata vecina viable.

En la definicibn de las soluciones candidatas vecinas es especialmente
relevante la funcion de distancia considerada d : SxS — R, la cual obviamente
dependera del problema a resolver. Los casos habituales de distancias entre

soluciones son la distancia euclidea, y la distancia de Hamming generalizada.

Definicion (Distancia euclidea). Dado un problema de optimizacion
combinatoria (X,S,f,R), se define la distancia euclidea entre dos soluciones

candidatas X =(Xg,..., Xp),¥Y = (Y1, Yn) €S como el numero real dado por:

d 2
d(x,y) =2 (Xi = Vi)
i—1

Por ejemplo, la distancia euclidea entre los vectores de enteros positivos

X =(2121),y =(1115) eN* es:

d(x,y)={2-D2 +(1-2 +(2-12 + (1-5)% = /18

Definicion (Distancia de Hamming generalizada). Dado un problema de

optimizacibn combinatoria (X,S,f,R), se define la distancia de Hamming
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generalizada entre dos soluciones candidatas X =(Xq,..., Xp),Y =(Y1,--2Yn) €S

como el nimero natural dado por:

n
d(x,y)= > &(Xi,yi)
i=1
donde ¢ es un valor binario que indica la existencia de error o diferencia en el

valor de las variables argumento:

0 sixi=yi
1 sixj #VY;j

S(Xi’yi):{

Por ejemplo, la distancia de Hamming entre los vectores de enteros positivos

x =(2151),y =(1111) e N* es:
d(x,y)=1+0+1+0=2

La distancia euclidea se utiliza en problemas en los que las soluciones pueden
interpretarse como puntos de un espacio euclideo, lo que es mas habitual en la
optimizacién continua. En este caso, también pueden utilizarse otras distancias
métricas como la distancia Manhattan (suma de las diferencias en valor
absoluto entre coordenadas correspondientes) o la distancia del méaximo
(médximo de las diferencias en valor absoluto entre coordenadas
correspondientes). Sin embargo, esto no es muy habitual en problemas de
optimizacion combinatoria, en los que las variables son enteras y representan
objetos o lugares, estableciéndose una asociacién arbitraria entre el objeto
representado y el niumero natural que lo representa, por lo que la distancia
euclidea y sus variantes métricas pueden resultar inapropiadas. En estos casos
las medidas de distancia mas convenientes son las que se basan en el nUmero

de diferencias entre ambas soluciones, tal como la distancia de Hamming.

Definicion (Vecindad). Dados un problema de optimizacion combinatoria
(X,S,f,R), una solucion candidata s =(sy,..., Sp) €S, Yy una funcion de distancia
d:SxS —R, el conjunto de soluciones candidatas vecinas a una solucion
S =(Sy,...Sp) €S respecto a una distancia 6>0, denotado S(s,8), se llama

vecindad o proximidad de s:
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S(s,8) = {X = (Xq,.-y Xn) €S| d(X,8) < 8}

Asimismo, el conjunto de soluciones candidatas vecinas a s que verifican todas

las restricciones R del problema, se denomina vecindad viable, y se denota

S'(s,8), verificandose que S’ (s,8) = S(s, ).

Debido a su importancia practica en la optimizacién combinatoria, la vecindad
de soluciones candidatas basada en la distancia de Hamming recibe el nombre

de k-proximidad.

Definicion (k-proximidad). Dados un problema de optimizacion combinatoria

(X,S,f,R), una solucion candidata s =(sy,..., Sp) €S, Yy la funcion de distancia de

Hamming generalizada, el conjunto de soluciones candidatas vecinas a una

soluciéon s =(sy,..., Sy) €S respecto a una distancia k, es decir, el conjunto de

soluciones candidatas que difieren de s como maximo en el valor de k

variables, se llama k-proximidad de s.

Las definiciones anteriores de vecindad de una solucion candidata se basan en
el concepto de funcién de distancia, ya sea la distancia euclidea, la distancia de
Hamming (k-proximidad), o cualquier otra distancia métrica que pudiera
establecerse. Sin embargo, una forma adicional de considerar la vecindad de
una solucién candidata, muy habitual en los problemas de optimizacion
combinatoria, es la vecindad respecto a una funcion transformativa simple. Las
funciones transformativas simples convierten una solucion candidata en otra
solucion vecina, también denominada solucion sucesora, alterando los valores
de los variables de una forma simple y aleatoria, pero adaptada al problema
concreto de optimizacién, es decir, a los dominios de las variables y a las

restricciones del problema.
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Definicion (Vecindad respecto a una funcion transformativa simple).
Dados un problema de optimizacibn combinatoria (X,S,f,R), una solucion
candidata s =(sq,..., Sp) €S, Y una funcion transformativa simple g:S — S, el
conjunto de soluciones candidatas que pueden obtenerse a partir de s
aplicando la funcién de transformacién simple g, denotado S(s,g), se llama

vecindad respecto a la funcion transformativa simple g de s:
S(s.9) = {x = (X1, Xn) €S| x =g(s)}

Por ejemplo, si se considera el vector de enteros positivos x =(2121) € N4 y se

toma como funcién de transformacion simple g el intercambio de valores de dos

variables tomadas al azar, se observa que el vector y =(2112) N* pertenece

a la vecindad de x respecto a g, ya que basta un intercambio de valores entre

las variables x3 y X4 para que el vector x se convierta en el vector y.

Las soluciones candidatas y su vecindad se utilizan mas propiamente en los
métodos de resolucién aproximada de tipo transformativo, explicados mas

adelante en el apartado 2.1.6 de técnicas de resolucion.

Soluciones parciales

Definicion  (Solucion parcial). Dado wun problema de optimizacion
combinatoria (X,S,f,R), se denomina solucion parcial a una asignacion concreta
de valores a k variables del problema, s =(X; =Sq,..., Xk =Sk, Xk+1r- Xn) €S,
siendo k <n, quedando libres (sin asignar) las restantes n—k variables. Si la
solucién parcial verifica el subconjunto de restricciones que afectan sélo a las k
variables asignadas se llama solucion parcial viable, y en caso contrario

solucion parcial inviable.

Observacion. En lo sucesivo, el término solucion parcial se interpretara por

defecto como solucién parcial viable.

Las soluciones parciales se utilizan mas propiamente en los métodos de
resolucion aproximada de tipo constructivo, explicados mas adelante en el

apartado 2.1.6 de técnicas de resolucion.
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Soluciones Optimas

Definicion (Solucién oOptima global). Dado un problema de optimizacion
combinatoria (X,S,f,R), se dice que una solucibn candidata viable

S =(sl,...,sn)eS* es un optimo global de f si y soOlo si para toda solucion

candidata viable x =(x1,...,xn)eS* se cumple que f(s)<f(x) en caso de

minimizacion, o f(s)>f(x) en caso de maximizacion.

Definicion (Solucién 6ptima local). Dados un problema de optimizacion

combinatoria (X,S,f,R), y una funcion de distancia d:SxS —R, se dice que
una solucion candidata viable s :(sl,...,sn)es* es un optimo local de f con
respecto a la vecindad S*(s,é‘)):{x:(xl,...,xn)es* |d(x,s)$8} si y sblo si
para toda solucion candidata vecina viable x =(Xy,..., Xp) eS*(s,S) se cumple
que f(s)<f(x) en caso de minimizacion, o f(s)>f(x) en caso de
maximizacion.

Observacion. La definicién de solucion éptima local es igualmente valida para

vecindades definidas respecto a una funcion de transformacion simple

g:S—S.

2.1.3. Complejidad algoritmica

Ordenes de complejidad de un algoritmo

El andlisis de algoritmos es una parte fundamental de la algoritmia matematica
cuyo objetivo es determinar el coste computacional de la ejecucién de cada
algoritmo, en los casos medio y peor, en funcion del tamafio del problema que
el algoritmo resuelve (por ejemplo, en funcion del niumero n de datos de

entrada del algoritmo).

En general, el coste computacional de un algoritmo se determina mediante

funciones de variable discreta n (sucesiones) que miden diversas magnitudes
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como la cantidad de memoria o el tiempo de ejecucion utilizados, de acuerdo
con el tamafo del problema, representado por dicha variable n. Precisamente,
el analisis temporal es especialmente interesante cuando el algoritmo se aplica
a problemas de gran tamafio. Formalmente, el analisis temporal consiste en
estudiar el comportamiento temporal asintético de un algoritmo, cuando el

tamafo n del problema tiende a infinito.

Del analisis matematico real se sabe que un conjunto de sucesiones que
comparten un mismo comportamiento asintotico tienen el mismo orden de
complejidad, existiendo cinco ordenes fundamentales de complejidad de las

sucesiones infinitas u 6rdenes fundamentales del infinito:

Orden de las sucesiones logaritmicas: ord (Ioga(n)), con a>1.
Nn—+o0

= Orden de las sucesiones potenciales: ord (nb), con b>0.
n—-+o0

»= Orden de las sucesiones exponenciales: ord (c”), con c >1.
Nn—-+o0

= Orden de las sucesiones factoriales: ord (n!).
N—+co

= Orden de las sucesiones potenciales-exponenciales: ord (nd”), con
n—-+o0

d>0.

Los 6rdenes fundamentales establecen categorias en la velocidad de
crecimiento hacia el infinito de las sucesiones infinitas (comportamiento

asintotico), estableciéndose la siguiente relacion entre los O6rdenes

fundamentales:
( b) ( ) ord (n!)< ord (nd”) d>1
d d d n Nn—+oo n—+oo
ngr%(oga(n))« nosseo ) ot 1) ord (nd” <« ord () 0<d<1

n—+o0 n—+o0

Asi, las sucesiones que mas lentamente crecen hacia el infinito son las
logaritmicas, mientras que las sucesiones que mas rapidamente crecen hacia

el infinito son las factoriales y las potenciales-exponenciales.
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Respecto al andlisis de algoritmos, los de complejidad temporal potencial
(polinémica) o inferior pueden utilizarse en la practica para resolver problemas
de tamafo grande o muy grande, mientras que los algoritmos de complejidad
temporal exponencial o superior sélo pueden aplicarse en la préactica para
resolucién de problemas de tamafio pequefio, ya que el crecimiento del tiempo

de ejecucion es explosivo. Como ejemplo ilustrativo se ofrece la tabla de

valores de la sucesion exponencial a, =2":

n 2"
1 2
2 4
3 8
10 1024
20 1048576
30 1073741824
50 1125899906842624
100 1267650600228229401496703205376

Tabla 2.1: Crecimiento de la sucesion exponencial a,, = 2"

Obsérvese que para un valor aun bastante reducido como n=50, y
suponiendo como unidad de tiempo el milisegundo, el tiempo de ejecucion de
un algoritmo de complejidad exponencial de base 2, O(2") en notacién de
Landau, es superior a mil billones de milisegundos, es decir, mas de treinta y

cinco mil anos de calculo.

Clasificacion de los problemas segun su complejidad

algoritmica

Los problemas de optimizacion combinatoria se clasifican de acuerdo con el
coste computacional (recursos necesarios) del mejor algoritmo que resuelve el
problema. Como se ha mencionado, aunque se utilizan diversas magnitudes
para medir el coste computacional de un algoritmo, la mas usual es el tiempo

de ejecucion. Por ello, lo que se plantea especificamente en el andlisis y
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clasificacion de los problemas de optimizacidon combinatoria es determinar el

orden de complejidad temporal de:

a. El mejor algoritmo conocido que verifica si una solucién concreta del

problema es la solucién 6ptima global (algoritmo de verificacion).

b. El mejor algoritmo conocido que obtiene la solucién éptima global del

problema (algoritmo de resolucion).

De acuerdo con lo anterior, los problemas de optimizacién combinatoria se

dividen en las siguientes clases segun su complejidad temporal, es decir,

segun el tiempo computacional que emplea el mejor algoritmo conocido para su

verificacion y/o resolucion en funcion del tamafio del problema:

Problemas de complejidad temporal potencial determinista, o problemas
P (Deterministic Polynomial Time Problems): Clase de problemas para
los que existe un algoritmo de resoluciébn de complejidad temporal
potencial o inferior, es decir, un algoritmo que en un tiempo potencial

encuentra la solucion éptima global del problema.

Problemas de complejidad temporal potencial no determinista, o
problemas NP (Nondeterministic Polynomial Time Problems): Clase de
problemas para los que existe un algoritmo de verificacion de
complejidad temporal potencial o inferior, es decir, un algoritmo que en
un tiempo potencial verifica si una solucién arbitraria es la solucién
optima global del problema. Se verifica que la clase P esta contenida en
la clase NP, ya que si existe un algoritmo resolutivo del problema de
complejidad temporal potencial (clase P), puede ejecutarse ese mismo
algoritmo para obtener la solucion 6ptima y compararla con la solucién a
verificar, es decir, el propio algoritmo resolutivo es un algoritmo de

verificacion de complejidad temporal potencial (clase NP).

Problemas completos de complejidad temporal potencial no
determinista, o problemas NP-completos (Nondeterministic Polynomial
Time Complete Problems): Clase de problemas para los que si se

conoce un algoritmo de verificacion de complejidad temporal potencial
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(son por ello una subclase de la clase NP), pero para los que no se ha
podido obtener aun un algoritmo de resoluciéon de complejidad temporal
potencial, con la conjetura de que estos problemas sélo pueden
resolverse mediante algoritmos de complejidad superior a la potencial.
Esto quiere decir que no se ha podido demostrar formalmente que no
exista un algoritmo resolutivo de complejidad potencial, pero se
conjetura que realmente no existe. Durante los afios setenta, el
desarrollo de la teoria de la computacion ha proporcionado una
formulacién rigurosa a esta conjetura, resultando la llamada teoria de la
NP-completud [GARE79]. En la practica, la resolucion exacta de este

tipo de problemas es imposible en tiempos de ejecucién razonables.

*» Problemas duros de complejidad temporal potencial no determinista, o
problemas NP-duros (Nondeterministic Polynomial Time Hard Problems):
Clase de problemas para los que no se conoce siquiera un algoritmo de
verificacion de complejidad temporal potencial o inferior. Son por ello
problemas independientes de los anteriores grupos (no forman una
subclase de la clase NP), y se supone que son tan dificiles o incluso

mas que los problemas NP-completos.

En resumen, los problemas P poseen algoritmos de resolucién de complejidad
temporal potencial, los problemas NP poseen algoritmos de verificacion de
complejidad temporal potencial, los problemas NP-completos poseen
algoritmos de verificacion de complejidad temporal potencial, pero se conjetura
que soOlo pueden resolverse mediante algoritmos de complejidad temporal
superior a la potencial, y finalmente los problemas NP-duros no poseen
algoritmos conocidos de verificacidbn (ni por supuesto de resolucién) de
complejidad temporal potencial o inferior. La relacién entre estas clases de

problemas puede expresarse con el siguiente diagrama de Venn:
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NP-completo
NP

Figura 2.1: Relacion entre las clases P, NP, NP-completo, NP-duro

Con respecto a los problemas de optimizacibn combinatoria, la gran mayoria
son problemas NP-completos o NP-duros, es decir, no se conoce ningun
algoritmo de resolucion de complejidad temporal potencial o inferior y se
conjetura que tal algoritmo no existe. En estos casos, para obtener la solucion
Optima global del problema es necesario considerar algoritmos de complejidad
superior a la potencial, generalmente basados en la enumeracién sisteméatica
de soluciones, imposibles de usar en la practica cuando el tamafio del
problema no es reducido. Por otra parte, un problema de optimizacion
combinatoria de esta clase (sin algoritmo de resolucion de complejidad
potencial o inferior) es NP-completo si se conoce el valor éptimo global de la
funcién objetivo (y obviamente ésta se evalia mediante un algoritmo de
complejidad potencial o inferior), ya que entonces resulta trivial verificar una
solucion: basta evaluar la funcion objetivo para esa solucion y comprobar si el
resultado es igual al 6ptimo global. Por el contrario si no se conoce el valor
optimo global de la funcidn objetivo y la verificacion sélo es posible a través del
propio algoritmo exacto de resolucion, cosa mucho mas habitual, el problema

serd NP-duro.

30



2. Optimizaciéon Combinatoria

2.1.4. Tipos notables de problemas de optimizacion

combinatoria

Los problemas mas importantes de optimizacion combinatoria se originan en
diversas areas de la ingenieria y sobre todo en el &mbito de la organizacion
industrial y logistica. Pueden clasificarse en los siguientes tipos:

= Problemas de planificacion de rutas, en los que se trata de encontrar
una ruta que visite un conjunto de lugares predeterminados con el
objetivo de minimizar la distancia recorrida o el tiempo empleado, tales
como el problema del viajante comercial, o el problema de la

planificacion de rutas de distribucion.

= Problemas de configuracién, en los que se trata de disponer una serie
de objetos en una determinada forma o estructura con el objetivo de
optimizar el espacio o los recursos utilizados, tales como el problema del
empaquetado, el problema de la particion, o el problema de la

asignacioén cuadratica.

»= Problemas de seleccion, en los que se deben elegir varios objetos de un
conjunto de modo que se optimice algun criterio de selecciébn o
relevancia, tales como el problema de la mochila, o el problema de la

maxima diversidad.

*= Problemas de planificacion de tareas, en los que se debe asignar a una
serie de tareas o0 actividades los recursos (personas, maquinas)
necesarios para su realizacion 6ptima respecto al tiempo o al coste,
tales como el problema de la programacion de operaciones de

produccion.

Los problemas mencionados en las cuatro categorias anteriores han servido
como referencia en sus versiones mas simplificadas o académicas para el
estudio de nuevas técnicas de optimizacion combinatoria durante las dltimas
décadas, por lo que se consideran problemas fundamentales de la optimizacion
combinatoria. Ademas, sus multiples generalizaciones y variantes constituyen

la gran mayoria de los problemas reales de optimizacién que aparecen en las
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aplicaciones practicas. Por ello, se realiza a continuacion una descripcion

formal de cada uno de estos problemas fundamentales.
1. Problema del viajante comercial.

Definicion (Problema del viajante comercial). El problema del viajante
comercial (Travelling Salesman Problem, TSP) consiste en encontrar la ruta
mas corta de recorrido ciclico de n ciudades de forma que cada ciudad se visite
una sola vez. En general, el problema puede modelizarse mediante un grafo

etiquetado completo no dirigido K, =(V,Apw) de #V =n vértices vy
#A= % n(n —1) aristas, en el que los vértices representan las ciudades a visitar,

las aristas representan las carreteras entre las ciudades, y los pesos de las
aristas las distancias entre cada par de ciudades. De acuerdo con esta
modelizacion, la ruta 6ptima a determinar viene dada por el ciclo hamiltoniano
de longitud minima del grafo K,. Desde el punto de vista de la optimizacion
combinatoria, el problema del viajante comercial es formalmente una cuadrupla
(X,S,f,R), donde:

= X = {xl,..., xn}, es el conjunto de variables del problema, en el que cada

variable x; representa la posicion i de la ruta a recorrer. El dominio finito

comun para las n variables es D ={1,2,..., n}, que representa al conjunto

de las n ciudades a visitar.

» S=D", es el espacio de soluciones del problema, de tamafio

#S =#D" =n". Una solucién arbitraria del problema se representa

mediante un vector x = (xy,...,x,)€S.

» f:S—>R, es la funcién objetivo a minimizar, o distancia de recorrido

ciclico de las n ciudades, determinada por:

n

f(x)=f(Xq,...Xp )= Zd(xi1x(imodn)+l)

i=1
donde d(xi ,xj) es la distancia existente entre las ciudades x; y X;.

= R={n,..,r'y}, es el conjunto de restricciones:
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rn:xp=1
ovie{l.,i-:x #x; (=2..n)

La circularidad de la ruta buscada permite fijar la primera variable x; con
la ciudad 1 (restriccidn ry), y asignar libremente las restantes ciudades 2
a n a las variables x, a xp, teniendo en cuenta que no puede repetirse
ninguna ciudad en la ruta (restricciones r, a rp). Por tanto, las soluciones
viables son permutaciones de las n ciudades con la ciudad 1 como
primera ciudad a visitar. Asi, dada una ruta X que verifique las
restricciones, cualquier otra ruta ciclica que pase por las n ciudades en
igual orden (y por tanto con igual valor objetivo asociado) sera una
rotacion de x. Nota: La rutas correspondientes en orden inverso se
consideran aqui diferentes, aunque el valor objetivo asociado sea el

mismo.

El objetivo del problema consiste en encontrar una solucién,

sopt:(sl,...,sn)eS, gue minimice globalmente la funcién objetivo f, de tal

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables.

El espacio de soluciones viables es el conjunto de las permutaciones circulares

de n ciudades: S” = {x =1 X2,... Xp) €S| Vie{2...,n},Vje{l.., i =L Xj #X; }

de tamario #S~ = (n-D!.

El problema del viajante comercial es un problema NP-duro [KARP72], y ha
sido extensamente estudiado en las Ultimas décadas. Existen diversas
variantes del problema, tales como: TSP euclideo, en el que la distancia entre
las ciudades de la ruta es la distancia euclidea en el plano; TSP rectilineo, en el
qgue la distancia entre las ciudades de la ruta es la distancia Manhattan en el
plano; TSP méximo, en el que la distancia entre las ciudades de la ruta es la
métrica del maximo en el plano; TSP no euclideo, en el que la distancia entre
las ciudades de la ruta no cumple la propiedad de desigualdad triangular, es
decir, cuando el trayecto directo entre dos ciudades puede ser mas largo que
un trayecto indirecto a través de una ciudad intermedia, lo que puede ocurrir

por ejemplo cuando la distancia utilizada se mide en tiempo en vez de en
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unidades lineales; TSP asimétrico, en el que la distancia entre las ciudades de
la ruta no cumple la propiedad de simetria, es decir, cuando el trayecto directo
entre dos ciudades en un sentido puede ser mas largo que el trayecto en
sentido contrario, lo que puede ocurrir por ejemplo cuando en el trayecto se
recorren caminos de un solo sentido; TSP mudltiple, en el que las n ciudades

son visitadas por m viajantes, con m<n.
2. Problema de la planificacion de rutas de distribucion.

Definicion (Problema de la planificacion de rutas de distribucion). El
problema de la planificacion de rutas de distribucion (Vehicle Routing Problem,
VRP) consiste en encontrar el conjunto de rutas ciclicas de reparto para m
vehiculos iguales de capacidad Q con inicio y fin en un almacén o depdsito
comun, que supongan el coste minimo de abastecimiento de n clientes con
sendos pedidos de cantidades p;, de forma que cada cliente se visite una sola
vez. Obviamente, en este problema se debe tomar como hipétesis que la

capacidad total de la flota de vehiculos es igual o superior a la demanda total

n
de los clientes, > p; <mQ, ya que de lo contrario el reparto no serfa posible.
i=1

En general, el problema puede modelizarse mediante un grafo etiquetado

completo no dirigido K,,1=(V,A p,w) de #V =n+1 vérticesy #A= %n(n +1)

aristas, en el que el primer vértice es el almacén y los restantes vértices
representan los clientes a visitar, las aristas representan las carreteras entre los
lugares donde estan el almacén y los clientes, y los pesos de las aristas las
distancias entre cada par de lugares. Por tanto, el VRP puede verse como una
generalizacion del TSP con mdltiples rutas con la particularidad de que las
rutas convergen en un punto comun (almacén). Desde el punto de vista de la
optimizacién combinatoria, el problema de la planificacién de rutas de vehiculos

es formalmente una cuadrupla (X,S,f,R), donde:

= X ={Xq,.., Xn+m |, €S €l conjunto de variables del problema, en el que
cada variable x;, con i €{1...,n}, representa la posicién i de la secuencia
general de clientes a visitar, y cada variable Xn., con je{l..,m},

representa el nimero de clientes consecutivos de dicha secuencia que
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debe visitar el vehiculo j (contados a partir del siguiente cliente al dltimo
visitado por el vehiculo j-1). EI dominio finito comdn para las variables x;

a X, es el conjunto de los n clientes a visitar D; ={12,...,n}, y el dominio

finito comun para las variables Xn+1 @ Xn+m €s €l conjunto D, ={01...,n}.

S=Df xD}", es el espacio de soluciones del problema, de tamafio
#S =#(D{‘ xD&“):n”(n +1)™. Una solucién arbitraria del problema se
representa mediante un vector x = (xl,...,xn+m)es.

f:S —>R, es la funcién objetivo a minimizar, o distancia total recorrida

por los m vehiculos para visitar los n clientes, determinada por:

m kj+Xn+j—2

) = (g Xem) = 2| A0 )+ _de(xi,xi+1)+d(xkj+xn+,._1,0)
1= I=Kj

donde d(xi,xj) es la distancia existente entre los lugares x; y X, O

representa al almacén, y la variable k; indica la posicion de comienzo de

la ruta asociada al vehiculo j en la secuencia general de clientes, la cual

se define:
1 sij=1
k=4, 11 .
P+ D Xk sij>1
k=1

R ={ry,... fnem}. €S el conjunto de restricciones:

m
DD Xpsj =N

j=1
evie{l..i-:x #x; (=2..,n)

kj+xn+j_1

M+j - pri <Q (j=21..m)
i=k;

De acuerdo con el significado y el dominio de las variables Xq+1 @ Xp+m, la
restriccién r; asegura que cada pedido de cliente es servido por un Unico

vehiculo de la flota. Asimismo, las restricciones r, a r, que relacionan las
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variables x; a X, aseguran que cada cliente se visita una sola vez.
Finalmente, las restricciones ry:+1 a r.+m, establecen que cada vehiculo
transporta una cantidad de pedidos no superior a su capacidad, donde k;
indica la posicidon de comienzo de la ruta asociada al vehiculo j en la

secuencia general de clientes.

El objetivo del problema consiste en encontrar una solucion,

Sopt = (S Sn+m) €S, que minimice globalmente la funcién objetivo f, de tal
forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables.

El espacio de soluciones viables es el conjunto S = {X = (Xqpor Xnem)} S S,
formado por las permutaciones de los n clientes para las variables x; a xp, y las
variaciones con repeticibn con m elementos que suman n del conjunto
D, ={01...,n} para las variables xn:+1 a Xn+m, Siendo el tamafio de dicho espacio

(m+n-=-1!

de soluciones viables #S" =nl
n!(m-1)!

j. Asi, dada una solucion viable

*
X :(Xl,...,xn+m)eS se pueden obtener las m rutas ciclicas de reparto de la
siguiente forma: Si para un je{l..,m} se cumple que Xn,j #0 y kj es la
posicion de comienzo de la ruta asociada al vehiculo j en la secuencia general

de clientes, la ruta correspondiente es rj = (O,xkj e Xk +Xn+j_1)'

= Como el TSP, y precisamente por ser una generalizaciéon de éste, el
problema de la planificacion de rutas de distribucion es un problema NP-
duro. Ha sido muy estudiado en las Ultimas décadas, debido
especialmente a su frecuente aparicibn como problema real en todo tipo
de empresas logisticas y de distribucion. De hecho, existen mdltiples
variantes 0 generalizaciones del problema, las cuales pueden
combinarse entre si, tales como: VRP con vehiculos homogéneos, en el
gue los m vehiculos de reparto son iguales, por lo que todos poseen una
capacidad comun Q (caso basico); VRP con vehiculos heterogéneos, en
el que los m vehiculos de reparto son diferentes, de manera que cada
uno posee una capacidad especifica g;; VRP con multiples almacenes,

en el que los n clientes son abastecidos por varios almacenes cada uno
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con su correspondiente flota de vehiculos; VRP con ventanas
temporales, en el que cada cliente tiene asociado un intervalo temporal
de servicio fuera del cual no puede (o le resulta inconveniente) recibir el
pedido; VRP con entregas y retornos, en el que los pedidos de clientes
no son unicamente de entrega de mercancia sino también de recogida o
retorno, por ejemplo devoluciones de mercancia defectuosa o retornos

de envases reutilizables.

Problema del empaquetado.

Definicion (Problema del empaquetado). El problema del empaquetado (Bin

Packing Problem, BPP) consiste en determinar el nUmero minimo de cajas o

contenedores iguales de capacidad V en los que se pueden empaguetar n

objetos de tamafios diferentes v;. Obviamente, en este problema se debe tomar

como hipotesis que la capacidad individual de los contenedores es igual o

superior al tamafio de cada objeto, Vi e{1...,n}:v; <V, ya que de lo contrario el

empaquetado no seria posible. Desde el punto de vista de la optimizacién

combinatoria, el problema del empaquetado es una cuédrupla (X,S,f,R), donde:

X = {xl,..., xn}, es el conjunto de variables del problema, en el que cada

variable x; representa la posicion i de la secuencia general de
empaquetado de los objetos. El dominio finito comdn para las n variables

es el conjunto de los n objetos a empaquetar D ={12,...,n}.

S=D", es el espacio de soluciones del problema, de tamafio

#S=#D" =n". Una solucién arbitraria del problema se representa

mediante un vector X =(Xg,...,Xp)€S.

f:S — R, es la funcion objetivo a minimizar, o nimero de contenedores
utilizados para empaquetar los n objetos, determinada por:
n

f(X) =F(Xg,... X )= DY

i=1
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donde cada y; es una variable binaria que indica si en la posicién i de la
secuencia general de empaquetado de los objetos comienza a llenarse

un nuevo contenedor (y; =1), ono (y; =0), y se define:

1 sii=1 .
|
yi =0 sii>1a > Vx; =V
j=maxikefl...i-Bly\ =1
|
1 sii>1n Y Vx; >V
j=max{ke{L...i-Bly, =1

= R={r,..Ih), es el conjunto de restricciones:
:vie{l.,i}ixig#xy (i=1.,n-1

Las restricciones r; a r,_1 que relacionan las variables x; a x, aseguran

gue cada objeto se empaqueta una sola vez.

El objetivo del problema consiste en encontrar una solucién,

Sopt =(S1-Sn) €S, que minimice globalmente la funcién objetivo f, de tal

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables.

El espacio de soluciones viables es el conjunto

S = {X = (X1, X201 Xn) €S | Vi € {Les N =1, V] €{L i} X412 X |, fOrmado  por

las permutaciones de los n objetos, siendo el tamafio de dicho espacio de

- - *
soluciones viables #S =n!.

El BPP es un problema NP-duro que aparece frecuentemente en aplicaciones
reales como el llenado de contenedores (o de palés) de transporte, la carga de
camiones con restricciones de peso, o la creacion de back-ups de archivos en
medios electronicos de almacenamiento. Las variantes principales se refieren
al nimero de dimensiones consideradas al establecer la capacidad de los
contenedores y el correspondiente tamafio de los objetos: BPP lineal o
unidimensional, en el que la capacidad maxima V de los contenedores y los
tamafnos v; de los n objetos a empaquetar son escalares referidos a una sola

dimensién lineal, la cual puede ser longitud, peso, o coste (caso basico); BPP
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multilineal, en el que la capacidad maxima de los contenedores y los tamafos
de los n objetos se descomponen en m magnitudes unidimensionales no
interrelacionadas geométricamente; BPP bidimensional (2D-BPP), en el que la
capacidad maxima de los contenedores y los tamafos de los n objetos se
interpretan como é&reas que se descomponen en dos magnitudes
unidimensionales interrelacionadas del espacio geométrico: longitud y anchura;
BPP tridimensional (3D-BPP), en el que la capacidad maxima de los
contenedores y los tamafios de los n objetos se interpretan como voliumenes
gue se descomponen en tres magnitudes unidimensionales interrelacionadas

del espacio geométrico: longitud, anchura y altura.
4. Problema de la particion.

Definicion (Problema de la particion). El problema de la particion (Partition
Problem, PP) consiste en la particibn de un conjunto S de n objetos, cada uno
con un valor entero positivo v; asociado, en dos subconjuntos S; y S, de forma
gue se minimice la diferencia en valor absoluto entre la suma de los valores de
los objetos de S; y la suma de los valores de los objetos de S,. Desde el punto
de vista de la optimizacidbn combinatoria, el problema de la particibn es una
cuadrupla (X,S,f,R), donde:

= X ={Xq,..., Xns1}, €S €l conjunto de variables del problema, en el que
cada variable x;, con i €{1...,n}, representa la posicién i de la secuencia
general de separacion de los objetos y la variable xn.+; representa el
namero de objetos consecutivos de dicha secuencia a partir del primero
que se asignan al subconjunto S; (los restantes n-—X,,1 Objetos se
asignan a S;). El dominio finito coman para las n variables x; a x, es el

conjunto de los n objetos a separar D; ={12,...,n}, y el dominio de la

variable x,:+1 es Dy, ={012,...,n}.

. S=D{‘xD2, es el espacio de soluciones del problema, de tamarfio

#S :#(DfxDz):n”(n+1). Una solucion arbitraria del problema se

representa mediante un vector X = (xl,...,xn+1) €S.
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= f:S >R, es la funcién objetivo a minimizar, o diferencia en valor
absoluto entre la suma de los valores de los objetos de S; y la suma de

los valores de los objetos de S,, determinada por:

Xn+1 n
FO) =f (X Xni) = | v = 2V,
i=1 i=Xpp1+1

donde v, es el entero positivo asociado al objeto xi.

= R={7,...'n_1}, €s el conjunto de restricciones:
viell.,i}ixig#xy (=1.,n-1

Las restricciones r; a ro_1 que relacionan las variables x; a x, aseguran

gue cada objeto se asigna una sola vez en la particion.

El objetivo del problema consiste en encontrar una solucién,

Sopt =(S1,- Sn+1) €S, que minimice globalmente la funcién objetivo f, de tal

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables.

El espacio de soluciones viables es el conjunto
S" = X = (X, Xg0s Xnp1) €S| Vi €L N=1,Vj €{L i} i X1 2 X, f,  formado

por las permutaciones de los n objetos para las variables x; a xn, y cualquier

valor en su dominio para la variable xn+1, siendo el tamafio de dicho espacio de

soluciones viables #S* =n! (n+1).

El problema de la particibn es un problema NP-duro que admite diversas
versiones en las que se utilizan diferentes funciones objetivo, tal como el
problema del corte minimo (0 maximo) de grafos, problema en el que se trata
de separar los vértices de un grafo conexo en dos subconjuntos disjuntos tales
que el numero total de aristas entre vértices de diferentes subconjuntos sea
minimo (respectivamente, maximo). Esta version del problema y especialmente
su generalizacion, el k-corte minimo de grafos o division del conjunto de
vértices en k subconjuntos disjuntos que minimizan el ndamero de
interconexiones, aparece en aplicaciones reales tales como el disefio de

circuitos electronicos integrados.
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Problema de la asignacion cuadratica.

Definicion (Problema de la asignacion cuadratica). El problema de la

asignacion cuadratica (Quadratic Assignment Problem, QAP) consiste en la

ubicacion de n plantas industriales en n lugares posibles, teniendo en cuenta

que entre cada dos plantas existe un flujo de transporte de materiales w; con

un coste directamente proporcional a la distancia entre los lugares en que se

hallen las plantas, de forma que se minimice el coste total del transporte de

materiales entre las plantas. Desde el punto de vista de la optimizacion

combinatoria, el problema de la asignacion cuadratica es una cuadrupla
(X,S,f,R), donde:

X = {xl,..., xn}, es el conjunto de variables del problema, en el que cada

variable x; representa la planta industrial nimero i a ubicar. EI dominio
finito comun para las n variables es el conjunto de los n lugares donde

se deben ubicar las plantas D ={12,...,n}.

S=D", es el espacio de soluciones del problema, de tamafio
#S=#D" =n". Una solucién arbitraria del problema se representa
mediante un vector x =(Xg,...,Xp)€S.
f:S —>R, es la funcidén objetivo a minimizar, o coste total del transporte
de materiales entre las plantas, determinada por:
n n
F() =F(x3, %n) = Y. Ywil i, x;)

i=1j=1

donde d(xi ,xj) es la distancia existente entre los lugares x; y X;, y wj, con

i,j€{L...,n}, es la cantidad de material que debe transportarse de la

planta nimero i a la planta niamero j. Intuitivamente, esta funcion de
coste favorece la ubicacion cercana de plantas entre las que exista un

alto flujo de materiales.

R ={r,... F_1}, es el conjunto de restricciones:

:vie{l.,i}ixia#xy (=1..,n-1
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Las restricciones r; a ro_1 que relacionan las variables x; a x, aseguran

gue cada lugar es asignado una sola vez.

El objetivo del problema consiste en encontrar una solucion,
Sopt =(S1,--+Sn) €S, que minimice globalmente la funcion objetivo f, de tal

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables.
El espacio de soluciones viables es el conjunto

S = {x = (X3, X2, Xn) €S| Vi € {o, N =1, V] € {4 i} X 41 # X |, fOrmado  por
las permutaciones de los n lugares, siendo el tamafio de dicho espacio de

. . *
soluciones viables #S =n!.

El problema de la asignacion cuadratica es NP-duro, ya que no se conoce
ningun algoritmo de complejidad potencial que lo resuelva o que verifique si
una solucién es la 6ptima. De hecho, el problema del viajante comercial puede
ser visto como un caso especial del QAP en el que los flujos de material entre
plantas tienen el mismo valor constante y se producen Unicamente en un
sentido que relaciona a las plantas en forma de anillo. Ademas de la
formulacién original de ubicacion de plantas industriales, el QAP es un modelo
matematico para el problema de la ubicacion de componentes electronicos
interconectados en una tarjeta de circuitos impresos o en un microchip, lo cual
constituye una parte importante de la etapa disefio de circuitos digitales en la

industria de la electrénica.
6. Problema de la mochila.

Definicion (Problema de la mochila). El problema de la mochila (Knapsack
Problem, KP) consiste en seleccionar de un conjunto de n objetos, cada uno
con un valor v; y un peso w; asociados, el grupo de objetos que puede llevarse
en una mochila, tales que su valor total sea maximo sin exceder un peso
maximo W. Desde el punto de vista de la optimizacion combinatoria, el

problema de la mochila es una cuadrupla (X,S,f,R), donde:

= X ={Xg,..., X}, €s el conjunto de variables del problema, en el que cada

variable x; representa un objeto seleccionable. EI dominio finito comudn
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para las n variables es binario D ={0,1}, de manera que si la variable

toma valor 1 indica que el objeto es seleccionado y si toma valor O el
objeto no es seleccionado.

» S=D", es el espacio de soluciones del problema, de tamafio
#S =#D" =2". Una solucién arbitraria del problema se representa

mediante un vector x = (xy,...,xp)€S.

» f:S >R, eslafuncion objetivo a maximizar, o valor total de los objetos
seleccionados que se llevan en la mochila, funcion determinada por la

expresion:
n
f(X) =f(Xg,... . Xp )= D ViXi
i=1

donde v; es el valor del objeto i.

. R={r}, es el conjunto de restricciones, formado Unicamente por la

restriccién de peso maximo:

donde w; es el peso del objeto i.

El objetivo del problema consiste en encontrar una solucién,

Sopt = (S, Sn) €S, que maximice globalmente la funcion objetivo f, de tal

forma que se satisfaga la restriccion de peso maximo. El espacio de soluciones

S es el conjunto de las variaciones con repeticion de n valores binarios, siendo

n
. . . *
el espacio de soluciones viables S =1{X =(Xy,...,Xp) €S| D Wjxj <W : un
i=1
subconjunto de S cuyo tamafio no puede determinarse directamente:

#S" <#S=2".

El problema de la mochila es uno de los problemas clasicos de optimizacion
combinatoria mas sencillos de formalizar y entender, ha sido estudiado durante

mas de un siglo, y aunque se desconocen los origenes de su nombre, ya se
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menciona como tal en los tempranos trabajos del matematico Tobias Dantzig
en el afio 1930. Se trata de un problema NP-duro, al igual que el TSP, excepto
si se puede realizar una divisién o particion de los objetos, ya que en ese caso
existe un sencillo algoritmo exacto de complejidad potencial, consistente en
ordenar los objetos de mayor a menor por ratio vi/w; (valor por unidad de peso)
y a continuacion tomar los k primeros objetos cuya suma de pesos sea
justamente menor que el peso maximo W y afadir la parte del objeto k+1
necesaria para llegar a un peso total igual a W. El problema de la mochila (o
una version del mismo) aparece frecuentemente en entornos reales, tales como
la seleccion de articulos a almacenar en un depésito, la seleccion de una
cartera de inversiones financieras que maximicen la rentabilidad sin exceder un
cuantia maxima invertida, e incluso la generacion de claves criptogréficas. Las
variantes principales de problema de la mochila, las cuales pueden combinarse
entre si, son: KP multi-objetivo, en el que en vez de un solo objetivo a
maximizar, el valor econémico de los objetos seleccionados, puede haber otros
objetivos de tipo medioambiental o social (caducidad, popularidad); KP multi-
lineal, en el que en vez de una restriccion unidimensional, el peso maximo
permitido para los objetos seleccionados, puede haber otras caracteristicas
independientes (p.e., volumen) que limiten la seleccién de objetos; KP multiple,
en el que se consideran varias mochilas para el transporte de los objetos

seleccionados.
7. Problema de la maxima diversidad.

Definicion (Problema de la méaxima diversidad). El problema de la méaxima
diversidad (Maximum Diversity Problem, MDP) consiste en seleccionar un
subconjunto de m objetos de un conjunto total de n objetos, siendo m<n, con
el fin de maximizar una funcién de distancia entre los objetos que mide la
diversidad del subconjunto. Desde el punto de vista de la optimizacién
combinatoria, el problema de la maxima diversidad es una cuadrupla (X,S,f,R),

donde:

= X ={Xg,.., Xn }, s el conjunto de variables del problema, en el que cada

variable x; representa un objeto seleccionable. EI dominio finito comudn
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para las n variables es binario D ={0,1}, de manera que si la variable

toma valor 1 indica que el objeto es seleccionado y si toma valor O el
objeto no es seleccionado.

» S=D", es el espacio de soluciones del problema, de tamafio

#S =#D" =2". Una solucién arbitraria del problema se representa

mediante un vector x = (xy,...,xp)€S.

» f:S—>R, es lafuncion objetivo a maximizar, o distancia total entre los
m objetos seleccionados que forman el subconjunto, funcion

determinada por la expresion:
) =f(xqo. xn) = 3 2 d(i i xix;

donde d(i,j) es la funcion de distancia que mide la diversidad entre los

objetos iy .

. R={r}, es el conjunto de restricciones, formado Unicamente por la

restriccion de numero de objetos seleccionados:

El objetivo del problema consiste en encontrar una solucién,

Sopt:(sl,...,sn)eS, gue maximice globalmente la funciéon objetivo f, de tal

forma que se satisfaga la restriccion de nimero de objetos seleccionados. El

espacio de soluciones viables es el conjunto

S"={x = (X1, Xn) €S| ixi =m ¢, formado por las variaciones con repeticion
i=1

de n valores binarios que suman m, equivalente al de las combinaciones de n

objetos tomados de m en m (subconjuntos posibles de cardinal m de un

conjunto de cardinal n), siendo el tamafio de dicho espacio de soluciones

n!

viables #S = —— |
m!(n —m)!
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El problema de la maxima diversidad es NP-duro, ya que no se conoce ningun
algoritmo de resolucion ni de verificacion de complejidad potencial. Dentro de la
teoria de grafos, el problema de la pandilla maxima (Maximum Clique Problem,
MCP), que consiste en encontrar en un grafo simple G la mayor pandilla, es
decir, el mayor subconjunto de vértices que forman un subgrafo completo de G,
puede ser visto como un caso particular del MDP en el que los objetos son los
vértices del grafo y la distancia entre vértices es binaria, igual a 1 si los vértices
son adyacentes, e igual a 0 en caso contrario. Un ejemplo de aplicacion del
MDP aparece en la preservacion de la biodiversidad cuando los recursos son
limitados, y en otros contextos como la investigacion médica, las politicas de

gestidn de personas, o la seleccién de carteras de inversion.
8. Problema de la programacién de operaciones de produccion.

Definicion (Problema de la programacion de operaciones de produccion).
El problema de la programacion de operaciones de produccion discreta (Job-
shop Scheduling Problem, JSP) considera en su definicion mas basica una
planta industrial dedicada a la fabricacion de p piezas o articulos mediante un
conjunto de m maquinas, de modo que cada maquina j es capaz de efectuar el
proceso de produccion de un subconjunto de los articulos, con un tiempo
unitario de proceso diferente por articulo ty, el cual sera nulo si la maquina j no
puede producir el articulo k. El problema consiste en asignar maquina a un
conjunto de n operaciones de produccion, cada una dirigida a la fabricacion de
gi unidades de un mismo articulo a;, con el objetivo de minimizar el tiempo total
de proceso de las operaciones. Desde el punto de vista de la optimizacién
combinatoria, el problema de la programacién de operaciones de produccion es
una cuadrupla (X,S,f,R), donde:

= X= {xl,..., xn}, es el conjunto de variables del problema, en el que cada

variable x; representa la operacién namero i a asignar. EI dominio finito
comun para las n variables es el conjunto de las m maquinas donde se

deben realizar las operaciones de produccion D ={12,...,m}.
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» S=D", es el espacio de soluciones del problema, de tamafio
#S=#D" =m". Una solucién arbitraria del problema se representa

mediante un vector x =(Xg,...,Xp)€S.

» f:S—>R, es lafuncién objetivo a minimizar, o tiempo total de proceso

(makespan) de las operaciones en las maquinas, determinada por:
n . .
f(X) =f(Xg... Xp ) =maxd Y- dity. o 8(xi, )| j =1....m
i=1
donde g; es el numero de piezas a fabricar en la operacion i, ty,a €S el

tiempo unitario de produccion en la maquina asignada a la operacion i

del articulo a;, y 8(x;, j) es la funcion de Kronecker:

. 0 sixi#]
)= o
;

= R={7,. .y}, es el conjunto de restricciones:
liitxa #0 (i=1..,n)

Las restricciones r; a r, aseguran que a cada operacion i se le asigna
una maquina capaz de realizar el proceso productivo del articulo
correspondiente (tiempo de proceso de la maquina x; para el articulo &

no nulo).

El objetivo del problema consiste en encontrar una solucion,
Sopt =(S1,--+Sn) €S, que minimice globalmente la funcién objetivo f, de tal

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables.
El espacio de soluciones S es el conjunto de las variaciones con repeticion de
de orden n del conjunto de m maquinas, siendo el espacio de soluciones

viables S” = {x = (X1, X2,y Xpn) €S| Vi e{],...,n}:tXiai ¢O} un subconjunto de S
cuyo tamafo no puede determinarse directamente: #S <#S=m".

Como los anteriores, el JSP es un problema NP-duro para el que no se

conocen algoritmos de resolucion ni de verificacion de complejidad potencial. El

a7



Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

JSP es uno de los problemas de optimizacion combinatoria que mas variantes
y generalizaciones admite, posiblemente mas incluso que el VRP, debido a la
enorme casuistica que surge en los entornos de fabricacion industrial. Las
principales variantes del JSP son: JSP con planes de produccion multiproceso
de los articulos, en el que la fabricacién de cada articulo se compone de varios
procesos individuales que deben llevarse a cabo, normalmente en secuencia;
JSP multi-objetivo, en el que ademas del tiempo total de proceso (o en su
lugar) puede haber otros objetivos, como la reduccién de costes de produccion,
la optimizacion del uso de las maquinas, la consideracion de preferencias, la
prioridad de las operaciones, etc.; JSP con fechas de lanzamiento y entrega de
pedidos, en el que cada operacidén de produccion tiene asociadas dos fechas
criticas, la fecha de lanzamiento y la fecha de entrega; JSP con tiempos de
preparacion dependientes de la secuencia (sequence-dependent setup times)
para las maquinas; JSP dindmico, en el que se consideran eventos o
excepciones en tiempo real que pueden afectar a los programas de produccién
elaborados de manera que sea necesario realizar una reprogramacion parcial
de las operaciones. Ademas de las variantes principales anteriores, que
ademas pueden recombinarse de forma arbitraria, existen muchas otras de
mayor detalle, que también afectan a la definicibn del problema, ya que
incrementan las variables consideradas, los objetivos de optimizacion y las
restricciones a tener en cuenta, tales como la existencia de recursos auxiliares
criticos (operarios, herramientas, utillaje, materiales), la incorporacién de
calendarios laborales, turnos de trabajo y planes de mantenimiento para las
maquinas, la existencia de planes de proceso alternativos para la fabricacion
de los articulos y de planes de proceso con procesos que pueden realizarse en

paralelo en lugar de secuencialmente, etc.
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2.1.5. Resolucion exacta de los problemas de optimizacion

combinatoria: Busqueda exhaustiva

Algoritmo de busqueda exhaustiva

La resolucion exacta de un problema de optimizacion combinatoria supone
obtener la solucion oOptima global del problema. Debido a la complejidad
algoritmica de los problemas de optimizacibn combinatoria, los algoritmos
exactos de resolucion se basan en procedimientos de enumeracién sistemética

de soluciones o busqueda exhaustiva.

Asi, dado un problema de optimizacion combinatoria (X,S,f,R), con conjunto de
variables X :{xl,...,xn}, de dominios discretos y finitos D; ={12,...,pj}, con
i =12,...,n, la estructura basica de un algoritmo de busqueda exhaustiva es la

siguiente:

1. Se genera la primera solucion candidata del problema x = (Ll...,l)eS.

2. Si x verifica todas las restricciones R del problema, se almacena la
solucion en curso x como mejor solucion obtenida hasta el momento por

el algoritmo, Xqpt =X .

3. Se genera la siguiente solucién candidata del problema en la secuencia
de valores de las variables dentro de sus dominios respectivos,

X = Siguientgx)

4. Sila nueva solucién en curso x verifica las restricciones R del problema,
y es de mejor calidad que la mejor solucién obtenida hasta el momento

por el algoritmo, se almacena como tal, Xqpt =X .

5. Si la solucion en curso no es la ultima solucién candidata posible del
problema, x #(py,p2,....Pn), Se repiten los pasos 3 y 4. En caso

contrario, el algoritmo termina, siendo la solucion del problema la mejor

solucion obtenida por el algoritmo, Xqp: (6ptimo global).
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Como se observa, el algoritmo de busqueda exhaustiva asegura la obtencion
de la solucion éptima global del problema gracias a la enumeracién sistematica
de todas las soluciones candidatas. Por ello, el nimero de iteraciones que el
algoritmo debe efectuar es igual al tamafo del espacio de soluciones:

n

n
#S =# _XDi :Hpi =Py P2 Pp
i=1

i=1

En ocasiones, para determinados problemas es posible encontrar un
procedimiento que genere directamente la secuencia ordenada de soluciones
candidatas viables, por ejemplo, cuando las soluciones viables sean
variaciones, permutaciones o combinaciones, lo que evita generar todas las
soluciones candidatas y comprobar para cada una las restricciones del
problema. En tales casos, el algoritmo de busqueda exhaustiva se simplifica

algo, si bien el numero de iteraciones que debe realizar sigue siendo muy

- ~ . . . *
elevado, igual al tamafio del espacio de soluciones viables #S .

Limitaciones de los algoritmos exactos de optimizacion

combinatoria

Los algoritmos exactos de optimizacion combinatoria basados en la busqueda
exhaustiva determinan la solucion oOptima global del problema gracias a la
enumeracion sistematica de soluciones. Sin embargo, la complejidad
algoritmica de la busqueda exhaustiva en el caso peor (enumeracion de todas
las soluciones candidatas) es, como se ha comprobado, potencial-exponencial,
ya que el numero de iteraciones que se deben realizar para un problema de n
variables con dominios D; ={12,..,p;}, siendo i=12..,n, es igual a
#S=pq1-P2---Pp- Incluso en casos mejores (enumeracion de permutaciones o

combinaciones como soluciones candidatas viables) la complejidad del

algoritmo de busqueda exhaustiva es exponencial o superior.

Por tanto, los enfoques exactos que rastrean todo el espacio de soluciones
para encontrar siempre la solucion 6ptima global son validos tan solo para

instancias de tamafio muy reducido de los problemas de optimizacién. En caso
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contrario, los tiempos de ejecucidn de estos métodos son irrealizables en la
practica. No obstante, los algoritmos exactos son de gran importancia desde un
punto de vista tedrico, pues permiten determinar la soluciéon 6ptima global de
instancias de pequeiio tamafio de los problemas, que pueden servir para el
analisis y la evaluacion de la eficiencia de otros métodos no exactos

(algoritmos aproximados).

2.1.6. Resolucion aproximada de los problemas de

optimizacion combinatoria: Heuristicas y meta-heuristicas

La inviabilidad préactica de los métodos exactos de resolucion de problemas
reales de optimizacion combinatoria ha hecho necesaria la busqueda de
métodos aproximados que permitan obtener soluciones 6ptimas locales de
calidad en un tiempo factible para este tipo de problemas. El disefio de
métodos algoritmicos aproximados ha tenido especial relevancia en las ultimas
décadas, y se ha visto favorecido por los avances en potencia de calculo de los
computadores. Las técnicas algoritmicas de resoluciéon mas utilizadas son las
heuristicas (algoritmos heuristicos) y las meta-heuristicas (algoritmos meta-
heuristicos). A continuacion se describe de forma general en qué consiste cada

una de estas técnicas y cuales son sus caracteristicas principales.

Heuristicas

Un algoritmo de optimizacién heuristico, o simplemente heuristica’, es una
técnica que trata de encontrar solucion a un problema de optimizacion
haciendo uso del conocimiento especifico existente sobre dicho problema. Una

posible definicion de algoritmo heuristico es la aportada por A. Diaz [DIAZ96]:

“‘Un método heuristico es un procedimiento para resolver un
problema de optimizacion bien definido mediante una aproximacion
intuitiva, en la que la estructura del problema se utiliza de forma

inteligente para obtener una buena solucion.”

! El término heuristica proviene del verbo griego heuriskein, cuyo significado es encontrar o
descubrir.
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Otra definicion similar es la propuesta por H. Zanakis et al. [ZANA81]:

“Una heuristica es un procedimiento simple, basado en el sentido
comun, que se supone obtiene una buena solucién (no
necesariamente optima) a problemas dificiles de un modo sencillo y

rapido.”

Una heuristica utiliza informacién concreta y caracteristicas conocidas del
problema en la exploracion del espacio de soluciones de manera que la
bldsqueda se intensifica dentro de las areas que sean mas prometedoras, con

el objetivo de encontrar una buena solucion de forma rapida.

Obviamente, el disefio y analisis de algoritmos heuristicos esta completamente
ligado al tipo de problema a resolver, por lo que su estudio constituye un area
muy amplia a tratar, que se divide segun los problemas o tipos de problemas
considerados. Incluso puede hablarse del nivel de especificidad de una

heuristica con respecto a los problemas a los que puede aplicarse:

» Heuristicas muy especificas, aplicables so6lo a ciertas instancias de un
problema de optimizacién. Por ejemplo, una heuristica que resulte util
para resolver instancias del problema del viajante en las que los lugares
a visitar se encuentren agrupados en conglomerados claramente

diferenciados.

» Heuristicas intermedias, aplicables a cualquier instancia de un problema
de optimizacion. Por ejemplo, una heuristica que sea Util para resolver

cualquier instancia del problema del viajante.

» Heuristicas generales, aplicables a cualquier problema de optimizacion
dentro de un tipo concreto. Por ejemplo, una heuristica que sea Util para
resolver problemas de planificacion de rutas, tales como el problema del

viajante o el problema de la asignacion de rutas a vehiculos.

Los algoritmos heuristicos suelen ser muy potentes y utiles en su aplicacion
practica, pero para su disefio se requiere tener un conocimiento muy preciso de

las caracteristicas del problema y de su espacio de soluciones. Generalmente,
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las heuristicas mas eficientes se desarrollan para la resolucion de problemas
de tipo académico con una formulacion sencilla y bien conocidos, ya que la
dificultad de encontrar heuristicas adaptables a problemas reales mas
complejos, con funcién objetivo y restricciones complejas, resulta dificil o

incluso imposible desde un punto de vista practico por cuestiones de tiempo.

Meta-heuristicas

A principio de la década de los ochenta comenzaron a desarrollarse una serie
de meétodos, denominados meta-heuristicos, es decir, heuristicos de nivel
superior 0 mas generales, que intentan superar las limitaciones de eficiencia y
especificidad de las heuristicas tradicionales mediante una exploracién mayor
del espacio de soluciones, lo cual ha sido factible gracias al incremento

progresivo en potencia de célculo de los computadores.

Existen varias interpretaciones del concepto de meta-heuristica. Algunos
autores definen las meta-heuristicas como estructuras algoritmicas de alto nivel
gue guian otras heuristicas de bajo nivel con el fin de obtener mejores
resultados. Asi, F. Glover [GLOV86] defini6 estos métodos de la siguiente

forma:

“Una meta-heuristica es una estrategia maestra de alto nivel que
guia y modifica otras heuristicas para producir soluciones mejores
gue las que se generan normalmente en procedimientos de

optimizacién local.”

Otros autores definen las meta-heuristicas simplemente como evoluciones
complejas de las heuristicas iniciales, es decir, como heuristicas complejas

modernas. Asi, J.P. Kelly et al [KELL96] aporta la siguiente definicion:

“Las meta-heuristicas son métodos aproximados disefiados para
resolver problemas de optimizacion combinatoria en los que las
heuristicas clasicas no son efectivas. Proporcionan una estructura

general para crear nuevos algoritmos hibridos combinando
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diferentes conceptos derivados de la inteligencia artificial, la

evolucion bioldgica, y los métodos estadisticos.”

La definicibn de meta-heuristica que se va a considerar aqui es la derivada
directamente del propio prefijo meta del término: una meta-heuristica es una
heuristica completamente general, es decir, una heuristica aplicable a cualquier
problema de optimizacion. Por tanto, un algoritmo meta-heuristico de
optimizacion, o meta-heuristica, es una técnica aproximada de alto nivel que
busca solucién a un problema de optimizacién utilizando en el proceso de
bdsqueda soélo conocimiento general comiun a todos los problemas de

optimizacion.

Las meta-heuristicas puras pueden utilizarse en cualquier tipo de problema de
optimizacién, ya que basan la busqueda sélo en la informacién comun a todos
los problemas de optimizacién (sucintamente, la existencia de una funcion
objetivo numérica de variables discretas y un conjunto de restricciones
numeéricas entre las variables), y restringen el uso de la informacion especifica
del problema particular a la formulacion matematica, y a la codificacion de las
soluciones de forma que se asegure la viabilidad de las mismas respecto a las
restricciones impuestas. Para ello, las meta-heuristicas exploran un éarea
mucho mayor del espacio de soluciones que las heuristicas especificas, con el
objetivo de encontrar una buena solucién en tiempo factible. Por esta razon,
estas técnicas son mas apropiadas para su aplicacion a problemas reales con
una formulaciéon compleja, ya que no necesitan utilizar informacioén especifica
en la exploracion del espacio de soluciones viables del problema. Se trata de
algoritmos que pueden ser comparativamente menos eficientes que los
heuristicos especificos del problema, pero que pueden aplicarse con poco
esfuerzo a problemas complejos para los que no existan 0 no se conozcan

heuristicas apropiadas.

Esta definicion de meta-heuristica no esta en conflicto con las anteriores. En
efecto, las meta-heuristicas pueden también utilizarse en la resoluciéon de un
problema de optimizacion concreto como estructura o marco algoritmico en
combinacion con heuristicas especificas de mas bajo nivel adaptadas al

problema, formando lo que podria interpretarse como un algoritmo hibrido
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multinivel, con el objetivo de conseguir una mayor eficiencia resolutiva. De
hecho, la combinaciébn de técnicas heuristicas y meta-heuristicas es muy

comun en la investigacion y el desarrollo de aplicaciones practicas.

Precisamente, este trabajo de investigacion esta orientado al estudio de las
meta-heuristicas como algoritmos generales de optimizacion combinatoria.
Concretamente se centra en el analisis detallado y la mejora de una de las
meta-heuristicas fundamentales: el recocido simulado. Ademas del recocido
simulado existe un gran namero de meta-heuristicas en la literatura cientifica:
busqueda tabu, algoritmos evolutivos y genéticos, optimizacion por enjambre
de particulas inteligentes, busqueda dispersa, algoritmo GRASP, optimizacién
por colonia de hormigas, etc. Para una mejor compresion y enmarque del
recocido simulado dentro del conjunto de las meta-heuristicas, en los
siguientes apartados se realiza una breve descripcion de las meta-heuristicas
mas importantes. Como paso previo se establece una taxonomia o clasificacion

basica de las meta-heuristicas de acuerdo con diversos criterios.

Tipos de algoritmos aproximados

Los algoritmos aproximados (heuristicos y meta-heuristicos) que se emplean
en la resolucion de los problemas de optimizacién combinatoria se pueden

clasificar segun diferentes criterios:

= Algoritmos transformativos y algoritmos constructivos. Los algoritmos
transformativos son aquellos en los se parte de una o varias soluciones
candidatas del problema, completas y viables respecto a las
restricciones, que van transformandose parcialmente segun avanza el
proceso de optimizacién. Los algoritmos constructivos son aquellos en
los que se parte de una o varias soluciones parciales viables del
problema, llamadas soluciones semilla, que van completandose paso a
paso mediante un proceso constructivo en el que se asignan
secuencialmente valores a las variables indeterminadas de acuerdo con
algun criterio de optimizacion, de modo que en cada paso se cumplan

las restricciones del problema con respecto a las variables ya asignadas.
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Algoritmos de busqueda simple o trayectoriales y algoritmos
poblacionales. En los algoritmos de busqueda simple se considera una
Unica solucién en curso, que se transforma, o construye, en el tiempo,
formando una trayectoria por el espacio de soluciones del problema. En
los algoritmos de busqueda multiple o poblacionales se contemplan
simultdneamente varias soluciones en curso, las cuales se van
transformando, o se construyen, en el tiempo, estableciéndose entre

ellas una cierta interaccion.

Algoritmos deterministas y algoritmos aleatorios. Un algoritmo
determinista es aquel que, para una instancia concreta de un problema
de optimizacién y ante una misma solucion inicial, ya sea completa como
en los algoritmos transformativos, o parcial como en los algoritmos
constructivos, obtiene en cada ejecucidn siempre la misma solucion
optima final del problema. Por el contrario, un algoritmo aleatorio es
aquel que presenta algin componente de azar o probabilistico en su
operacion, de tal modo que, para una instancia concreta de un problema
de optimizacién y ante una misma solucién inicial, obtiene en diferentes

ejecuciones distintas soluciones 6ptimas finales del problema.

Algoritmos estaticos y algoritmos dinamicos. Los algoritmos estaticos
son aquellos que no modifican durante toda la ejecucion sus parametros
y estructuras de funcionamiento, tales como parametros de
aleatorizacion, estructuras de vecindad, criterios de aceptacion de
soluciones, o criterios de terminacion. Por el contrario, los algoritmos
dindmicos son los que modifican dinamicamente durante la ejecucion
sus parametros y estructuras operativas, por ejemplo, reduciendo
progresivamente la perturbacién aleatoria, cambiando de estructura de
vecindad, o alterando el criterio de aceptacion de soluciones o el criterio
de terminacidon. Un caso especial de algoritmos dinamicos son aquellos
gue modifican la funciébn objetivo del problema o las restricciones,
aunque en realidad en estos casos el dinamismo suele ser mas una

caracteristica del propio problema a resolver que del algoritmo en si.

56



2. Optimizaciéon Combinatoria

Algoritmos integrales y algoritmos de division. Un algoritmo integral es
aquel que considera el problema de optimizacion como un todo y obtiene
la mejor solucién posible considerando globalmente el conjunto de
variables, la funcion objetivo y el conjunto de restricciones originales en
cada fase del proceso de optimizacion. Un algoritmo de division es aquel
gue divide el problema en partes o subproblemas, por ejemplo,
separando el conjunto de variables del problema en subconjuntos
disjuntos de variables, cada uno con una funcién objetivo y un conjunto
de restricciones particulares, derivadas del objetivo y las restricciones
del problema original. Estos algoritmos optimizan por separado cada
subproblema para al final integrar las soluciones de los subproblemas en

una solucion global.

Diversificacion (exploracién) e intensificacion (explotacion) de

un algoritmo aproximado

La diversificacion y la intensificacion son cualidades de los algoritmos

aproximados, y mas especificamente de las meta-heuristicas, que fueron

desarrolladas originalmente en el ambito de la busqueda tabu [GLOV86].

Constituyen una medida de la capacidad o la potencialidad de las meta-

heuristicas:

La diversificacion, también llamada capacidad de exploracion, es la
cualidad de un algoritmo aproximado de explorar sin exhaustividad una
amplia region del espacio de soluciones, visitando de forma mas o
menos aleatoria puntos del espacio (soluciones) alejados entre si. La
diversificacion tiene como objetivo escapar de los Optimos locales
propios de las busquedas sobre pequefias regiones del espacio. Los
algoritmos aproximados que potencian la diversificacion se caracterizan
por encontrar mejores soluciones que los algoritmos basados en la
optimizacién local, pero mas lentamente, es decir, suelen ser de

convergencia lenta.
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» La intensificacion, también conocida como capacidad de explotacién, es
la cualidad de un algoritmo aproximado de explorar exhaustivamente o
de forma intensa una pequefia region del espacio de soluciones,
visitando la totalidad o una gran mayoria de los puntos del espacio
(soluciones) de dicha region. La intensificacion tiene como objetivo
encontrar la mejor solucion posible dentro de una vecindad, y es util
sobre todo cuando se realiza en regiones del espacio que sean
prometedoras. Obviamente, para determinar esas regiones mas
prometedoras del espacio es conveniente utilizar informacion concreta
sobre el problema y su espacio de soluciones, lo cual precisamente
constituye la base de los algoritmos heuristicos. Los algoritmos
aproximados que potencian la intensificacion se caracterizan por
encontrar buenas soluciones de forma répida, es decir, suelen ser

rapidamente convergentes.

Taxonomia de los principales algoritmos aproximados meta-

heuristicos

Teniendo en cuenta los criterios de clasificacion anteriores puede establecerse
una taxonomia jerarquica de las meta-heuristicas fundamentales. Dado que los
cinco criterios establecidos para los algoritmos aproximados no son
excluyentes entre si, para evitar formar una compleja red de meta-heuristicas,
en esta clasificacion se ha considerado un orden de importancia en los

criterios:

1. Modo de generacion de soluciones (algoritmos transformativos y

algoritmos constructivos).

2. Numero de soluciones en curso (algoritmos de busqueda simple y

algoritmos poblacionales).
3. Determinismo (algoritmos deterministas y algoritmos aleatorios).
4. Adaptabilidad (algoritmos estaticos y algoritmos dinamicos).

5. Integralidad (algoritmos integrales y algoritmos de division).
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La tabla 2.2 ofrece una lista de las principales meta-heuristicas de optimizacion

combinatoria.

META-HEURISTICAS

Busqueda local (Local Search, LS)

Busqueda de vecindad variable (Variable Neighborhood Search,
VNS)

Busqueda local iterativa (Iterated Local Search, ILS)

Busqueda simple

Recocido simulado (Simulated Annealing, SA)

Busqueda tabu (Tabu Search, TS)

Algoritmos genéticos (Genetic Algorithms, GA)

Algoritmos memeéticos (Memetic Algorithms, MA)

Algoritmos culturales (Cultural Algorithms, CA)

Optimizacion por enjambre de particulas (Particle Swarm
Optimization, PSO)

Algoritmos transformativos

Uni-poblacionales

Colonia de abejas artificiales, (Artificial Bee Colony, ABC)

Busqueda dispersa (Scatter Search, SS)

Poblacionales

Reencadenamiento de trayectorias (Path Relinking, PR)

Algoritmos genéticos paralelos (Parallel Genetic Algorithms, PGA)

Optimizacién por enjambre mdltiple de particulas (Multiple Particle
Swarm Optimization, MPSO)

Colonia multiple de abejas artificiales, (Multiple Artificial Bee Colony,
MABC)

Multi-poblacionales

Tabla 2.2: Principales meta-heuristicas de optimizacién combinatoria
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Algoritmos voraces simples (Simple Greedy Algorithms, SGA)
Q
g' GRASP - Procedimiento de busqueda voraz adaptativa aleatorizada
] (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure, GRASP)
g
= POPMUSIC - Meta-heuristica de optimizacion parcial bajo
3 condiciones especiales de intensificacion (Partial Optimization
9 «a Meta-heuristic Under Special Intensification Conditions,
= POPMUSIC)
>
‘2 «» | Optimizacién por colonia de hormigas (Ant Colony Optimization,
o Q
o < | ACO)
8 L5
£ 53
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(=] Q
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c
(=}
E
re ® Optimizacion por equipos asincronos (Asynchronous Teams
g < | Optimization, ATO)
=
=
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Tabla 2.2 (cont.): Principales meta-heuristicas de optimizacién combinatoria

La aceptacion y desarrollo — por parte de los investigadores — de

procedimientos heuristicos y meta-heuristicos para la resolucion aproximada de

problemas de optimizacion se refleja en:

El gran numeros de libros publicados en este campo [ACKL87],
[AART89], [REEE93], [REEV95], [RAYWO95], [DIAZ96], [MICHOO],
[REEEO2], [GLOVO03],

revistas especializadas: Journal of Heuristics, Computational
Optimization and Applications, Journal of Combinatorial Optimization,
Computers and Operations Research, Evolutionary Computation,
European Journal of Operational Research, INFORMS Journal on

Computing, Inteligencia artificial,
articulos de investigacion [LOCAOQQ], [ALVAO03], [DIAZ03], [DIAZ08],

congresos: European Conference on Evolutionary Computational, el
Metaheuristics International Conference o el Congreso Espafiol de

Metaheuristicas y Algoritmos Evolutivos y Bioinspirados,
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= asociaciones como HEUR (http://heur.uv.es) o Metaheuristics Network
(www.metaheuristics.org) con financiacion de la Union Europea, que

aportan numerosa y valiosa informacion en Internet.

Actualmente existe un crecimiento espectacular de los algoritmos meta-
heuristicos. Algunos de estos métodos se han desarrollado para la resoluciéon
de problemas concretos sin poder hacerse una generalizacion para otros
problemas. Todas las meta-heuristicas basicas mencionadas en la tabla
anterior se describen brevemente en apartados posteriores (2.2 a 2.9),
haciendo especial énfasis en las meta-heuristicas transformativas de busqueda
simple y sus variantes, grupo al que pertenece el recocido simulado, objeto

principal de estudio en la investigacion de la tesis doctoral.

2.2. ALGORITMOS TRANSFORMATIVOS DE BUSQUEDA
SIMPLE I: BUSQUEDA LOCAL

2.2.1. Busqueda local

Los algoritmos de busqueda local (Local Search, SL) [AART97] constituyen una
clase interesante de algoritmos generales de optimizacion aproximada
transformativos y de busqueda simple o trayectoriales, basados en la técnica
basica de generacion y prueba. Se trata de un método iterativo simple que
permite encontrar soluciones aproximadas rapidamente. De hecho, la
basqueda local es la base de muchos de los algoritmos aproximados usados

en problemas de optimizacién combinatoria.

En esencia, el algoritmo comienza generando una solucion arbitraria completa
que verifique las restricciones del problema. A partir de entonces se van
generando secuencialmente nuevas soluciones vecinas que verifiguen las
restricciones. Para cada nueva solucion generada se comprueba si mejora la

calidad frente a la solucion en curso, de manera que en caso afirmativo la
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nueva solucidbn mejor pasa a ser la soluciéon en curso. El algoritmo termina
cuando se ha explorado totalmente (o con probabilidad cercana a 1) el conjunto
de soluciones vecinas a la actual sin que se produzcan mejoras cualitativas
respecto a ésta. La solucion del problema es precisamente esta solucién en

curso, la cual serd, por definicidén, un 6ptimo local del problema.

Existen diferentes formas de dirigir la busqueda local. Por lo general, la
complejidad computacional de un procedimiento de busqueda local depende
del tamafio de la vecindad. Cuanto mayor sea la vecindad, mayor sera el
tiempo necesario para examinarla, y mejores las soluciones 6ptimas locales

obtenidas como resultado.

Dado un problema de optimizacion combinatoria (X,S,f,R), la estructura basica

de un algoritmo de busqueda local es la siguiente:

1. Se establece como solucidn inicial en curso una soluciébn candidata

viable, elegida al azar o de forma heuristica, x = Xq.

2. Mediante una funcién generatriz de soluciones vecinas viables g, se

obtiene a partir de x una nueva solucion candidata y, y :=g(x).

3. Sila nueva solucién y es de mejor calidad que la actual x, f(y)<f(x) en
caso de minimizacion o f(y)>f(x) en caso de maximizacion, entonces

la nueva solucién y pasa a ser la solucién en curso, X =Yy .

4. Si existen soluciones viables en la vecindad de la actual aun no
procesadas, se reiteran los pasos 2 y 3. En caso contrario, si ho puede
encontrarse una solucién de mejor calidad dentro de la vecindad de la
actual, el algoritmo termina. La solucion del problema es la udltima

solucion en curso x del procedimiento (6ptimo local).

La funcién generatriz de soluciones vecinas viables F puede ser determinista o
aleatoria. En el primer caso (busqueda local determinista), la vecindad
asociada a una solucién en curso se recorre de forma secuencial, hasta que la
solucion en curso sea sustituida o se hayan considerado todas las soluciones

vecinas a la actual y el algoritmo termine. Por el contrario, si la funcion
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generatriz de soluciones vecinas viables es aleatoria (busqueda local aleatoria),
la estructura de vecindad asociada a una solucion en curso se recorre al azar,
hasta que la solucion actual sea sustituida o se llegue a un limite maximo de
iteraciones y el algoritmo termine. En general, este limite méximo de
iteraciones debe implicar (con probabilidad cercana a 1) que en el recorrido

aleatorio se han explorado todas las soluciones vecinas a la solucién en curso.

A pesar de su sencillez, generalidad y flexibilidad, los algoritmos de busqueda
local presentan el inconveniente de que obtienen soluciones 6ptimas locales de
calidad limitada. La calidad de la solucién obtenida por un algoritmo de
busqueda local depende directamente de la solucién inicial elegida y del
tamafio de la vecindad considerada. Ademas, el caracter local de la busqueda
hace que la calidad media de las soluciones con respecto a la 6ptima empeore

a medida que crece el tamafio del problema [JOHN85].

Para mejorar la eficiencia del algoritmo se puede optar por ejecutarlo un gran
namero de veces con diferentes soluciones iniciales factibles, guardando la
mejor solucibn que se haya obtenido en las diferentes busquedas. Sin
embargo, obviamente este procedimiento de mejora tampoco garantiza que se

encuentre el 6ptimo global.

2.2.2. Busqueda de vecindad variable

La busqueda de vecindad variable (Variable Neighborhood Search, VNS) es
una meta-heuristica de optimizacion combinatoria propuesta por Mladenovic y
Hansen [MLAD97] en 1997, que intenta reducir el problema de la convergencia
en oOptimos locales cambiando sisteméticamente la estructura de vecindad
durante un procedimiento de busqueda local [HANSO01], [HANSO02], [HANSO03].

Con respecto a su funcionamiento, esta técnica toma como base un conjunto
de p estructuras de vecindad alternativas, gk, con k =1,..., p, a utilizar durante
el proceso de busqueda. Cada una de estas estructuras de vecindad gk se
construye con una métrica diferente (medida de la distancia entre soluciones)

y/o respecto a una funcion de transformacion simple diferente, de forma que
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una solucion éptima local respecto a una vecindad gk no tiene por qué ser, en
general, un optimo local respecto a otra vecindad gkx. Esto significa que la
topologia del espacio de busqueda queda determinada por la estructura de
vecindad elegida. Las implicaciones de este principio son claras: si a partir de
una solucion inicial xo se aplica un procedimiento de busqueda local con una
vecindad gk, se obtendrd una solucién optima local x3, y si a continuacién a
partir de ésta solucion x; se aplica de nuevo un procedimiento de busqueda
local con otra estructura de vecindad gk, podra obtenerse un segundo 6ptimo

local x», que mejorara el anterior.

El principio bésico de la técnica VNS, esto es, el cambio sistematico de
estructura de vecindad durante un procedimiento de busqueda local, puede
implementarse de diferentes formas, dando lugar a diversas variantes de la
busqueda de vecindad variable. La mas representativa es la busqueda basica
de vecindad variable (Basic Variable Neighborhood Search, BVNS), de caracter
mixto determinista-aleatorio. Basicamente, el algoritmo BVNS comienza
generando una solucion arbitraria completa que verifique las restricciones del
problema. Tomando como base la primera estructura de vecindad del conjunto
de vecindades definido, se ejecuta una busqueda local aleatoria completa con
el objetivo de alcanzar una solucibn Optima local. A continuacion, se
comprueba si la solucion optima local obtenida mejora la calidad frente a la
solucion en curso. En caso afirmativo, la nueva solucién éptima local pasa a ser
la solucién en curso, y a continuacién se repite el proceso de mejora por
basqueda local aleatoria, pero tomando de nuevo como base la primera
estructura de vecindad del conjunto de vecindades. En caso contrario, se
mantiene la solucion en curso, y se repite el proceso de mejora por busqueda
local con la siguiente estructura de vecindad del conjunto de vecindades. El
algoritmo termina cuando se hayan considerado todas las estructuras de
vecindad sin que se produzcan mejoras cualitativas respecto a la solucién en
curso. Esta solucién en curso constituye la solucion del problema, la cual serd,

por definicion, un 6ptimo local.
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Dado un problema de optimizacion combinatoria (X,S,f,R), la estructura basica

del algoritmo de busqueda basica de vecindad variable es la siguiente:

1. Se define un conjunto de p estructuras de vecindad alternativas, gk, con

k=1..p.

Se establece como soluciéon inicial en curso una solucidon candidata

viable, elegida al azar o de forma heuristica, x = Xg.

Se toma como base la primera estructura de vecindad del conjunto de

vecindades, k :=1.

Se ejecuta un procedimiento de buqueda local aleatoria para encontrar

un optimo local respecto a la vecindad gy, y :=Busquedalccal(x,gy)

Si la solucién encontrada y es mejor que la actual x, f(y)<f(x) en caso
de minimizacion o f(y)>f(x) en caso de maximizacion, entonces la
nueva solucién y pasa a ser la solucion en curso, X =Yy, y se toma de

nuevo como base la primera estructura de vecindad del conjunto de
vecindades, k :=1. En caso contrario, se mantiene la solucion actual x, y
se considera la siguiente estructura de vecindad del conjunto de

vecindades, k =k +1.

Si k<p, se repiten de nuevo los pasos 4 y 5. En caso contrario, el

algoritmo termina, siendo la solucién del problema la dltima solucion en

curso x del proceso (6ptimo local de las p estructuras de vecindad).

Otras variantes importantes de la busqueda de vecindad variable son:

La busqueda de vecindad variable descendente, (Variable Neighborhood
Descent, VND), de caracter determinista y estructura algoritmica igual a
la del BVNS, en la que se van eligiendo secuencialmente las estructuras
de vecindad del conjunto de vecindades, pero se emplea un
procedimiento de bUsqueda local determinista para encontrar el 6ptimo

local respecto a cada vecindad.
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= La bulsqueda reducida de vecindad variable (Reduced Variable
Neighborhood Search, RVNS), de caracter aleatorio, consistente en un
Unico procedimiento de busqueda local aleatoria en el que tras cada
mejora de la solucion en curso se produce un cambio aleatorio de
estructura de vecindad. En este caso, el criterio de terminacion del
algoritmo es un limite maximo de iteraciones sin mejora en la calidad de
las nuevas soluciones respecto a la actual. Se trata de un limite
arbitrario que puede elegirse de forma similar al caso de la busqueda
local aleatoria, por ejemplo, un limite que implique (con probabilidad
cercana a 1) que en el recorrido aleatorio se han explorado todas las
soluciones vecinas a la solucién en curso respecto a la estructura de

vecindad actual.

Finalmente, pueden citarse otras variantes mas complejas de la blusqueda de
vecindad variable, tales como la busqueda descompuesta de vecindad variable
(Variable Neighborhood Decomposition Search, VNDS), la busqueda sesgada
de vecindad variable (Skewed Variable Neighborhood Search, SVNS), o la
busqueda paralela de vecindad variable (Parallel Variable Neighborhood
Search, PVNS) [HANS10].

2.2.3. Busqueda local iterativa

La busqueda local iterativa (Iterated Local Search, ILS) [STUT99], es una meta-
heuristica que utiliza iterativamente una estrategia de busqueda local en dos
niveles capaz de generar una sucesion convergente de Optimos locales del
problema. Esta técnica ha sido redescubierta varias veces en la literatura con
diferentes nombres: descenso iterativo (lterated Descent, ID), optimizacion
local encadenada (Chained Local Optimization, CLO). Los primeros que la
aplicaron fueron Lin y Kernigham para la resolucion del problema del viajante
de comercio, TSP [LINK73]. Desde entonces este meétodo ha sido utilizado
numerosas veces en distintos problemas de optimizacion, tal como la

programacion de operaciones [RUIZ05].

66



2. Optimizacién Combinatoria

La idea fundamental de la busqueda local iterativa consiste en obtener la
solucién de un problema de optimizacién combinatoria (X,S,f,R) mediante una
estrategia de busqueda local de dos niveles: un procedimiento de busqueda
local determinista embebido o de bajo nivel que actla directamente sobre el
espacio de soluciones S y genera iterativamente un conjunto de Optimos
locales del problema, y un segundo procedimiento de busqueda local de alto

nivel que actla sobre el subespacio Syt =S de los 6ptimos locales obtenidos

al aplicar el primer procedimiento [LOURO1].

En esencia, la busqueda local iterativa comienza generando una solucion
arbitraria completa que verifique las restricciones del problema. A partir de esta
solucidn inicial se ejecuta una busqueda local determinista completa sobre una
estructura de vecindad concreta, con el objetivo de alcanzar una solucion
optima local, la cual constituye la primera solucién en curso del algoritmo. En
este punto, se inicia la parte iterativa del algoritmo, aplicAndose sucesivamente

las tres operaciones siguientes:

= Una alteraciébn o perturbacién de la solucibn en curso, que tiene por
objetivo formar una nueva solucion fuera de la vecindad de la solucién
en curso (6ptimo local). Esta perturbacion debe tener caracter aleatorio y
su objetivo es salir fuera del entorno del optimo local actual y explorar
otras regiones del espacio de soluciones. La entidad de la perturbacion
tiene que definirse con detalle para evitar que, si es demasiado grande,
la busqueda local iterativa se transforme en un algoritmo de busqueda
aleatoria, o que, si es demasiado pequefia, pueda no ser suficiente para
salir del entorno del 6ptimo local.

= Un procedimiento de busqueda local determinista de bajo nivel que parte
de la solucion alterada y tiene por objetivo encontrar en su vecindad un
nuevo oOptimo local. Este procedimiento suele ser el mismo que el

utilizado en la generacion de la primera solucion en curso.

= Un método de aceptacion que permite decidir entre la solucion en curso
(6ptimo local previo a la perturbacién) y el nuevo 6ptimo local, cual sera

la nueva solucién en curso.
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Como se observa, las tres operaciones de la parte iterativa del algoritmo
forman a su vez un procedimiento de busqueda local aleatoria de alto nivel
sobre el subespacio de 6ptimos locales obtenidos mediante la busqueda local
determinista de bajo nivel.

En consecuencia, dado un problema de optimizacién combinatoria (X,S,f,R), la

estructura basica de un algoritmo de busqueda local iterativa es la siguiente:

1. Se genera, al azar o de forma heuristica, una solucion candidata viable
Xo-

2. Partiendo de la solucion X, se ejecuta un procedimiento de busqueda
local determinista utilizando una estructura de vecindad g, con el fin de
encontrar un 6ptimo local, que constituye la primera solucién en curso

del algoritmo, x :=BusquedalLaal(xq,g).

3. Se almacena la solucién en curso x como mejor solucién obtenida hasta

el momento por el algoritmo, Xgpt =X .

4. Se aplica una perturbacion aleatoria a la solucibn en curso para
transformarla en otra solucion fuera de su vecindad,
x":=Perturbacion(x)

5. Partiendo de la solucion alterada x', se ejecuta un procedimiento de
busqueda local determinista utilizando la etructura de vecindad g, con el
fin de encontrar un nuevo éptimo local, y :=BuUsquedalLaal(x’,g).

6. Si la nueva solucién y cumple el criterio de aceptacion respecto a la
solucion en curso x, entonces la nueva solucion y pasa a ser la solucion

en curso, x =Y. En tal caso, si la nueva solucion en curso x es de
mejor calidad que la mejor solucion Xqp: Obtenida hasta el momento por
el algoritmo, f(x)<f(xqpt) en caso de minimizacion o f(x)>f(Xgpt) €N
caso de maximizacion, entonces se almacena como tal, Xgpt =X .

7. Si no se cumple el criterio de terminacion del algoritmo, se repiten de
nuevo los pasos 4, 5y 6. En caso contrario, el algoritmo termina, siendo
la solucion del problema la mejor solucion actual obtenida por el

algoritmo, Xopt.
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Las investigaciones de Hoos y Stilitzle [HOOSO05] certifican que la busqueda

local iterativa es una técnica sencilla y eficaz para evitar que el proceso se

detenga prematuramente en 6ptimos locales de baja calidad.

Como se observa, la busqueda local iterativa es una técnica modular

compuesta de cuatro bloques importantes: generacion de una solucion inicial,

basqueda local, perturbacion, y aceptacion.

La generacion de la solucion inicial se puede realizar de manera
aleatoria o mediante una heuristica. En un estudio de Stitzle [STUTO03]
se demuestra que para ejecuciones largas la eleccion de la solucion

inicial no es critica.

La busqueda local permite encontrar un Optimo local dentro de una
region reducida del espacio de soluciones. Su eficacia esté ligada a la
estructura de vecindad empleada, la cual depende directamente del
problema tratado, si bien pueden existir diferentes estructuras de

vecindad para cada problema.

La perturbacién suele implementarse mediante una funcion de
transformacion aleatoria de soluciones que también utilice una estructura
de vecindad, lo que evita perturbaciones excesivamente grandes, pero
diferente y de mayor magnitud que la estructura de vecindad del
procedimiento de busqueda local de bajo nivel, con lo que se evita que

la busqueda quede atrapada en el entorno del 6ptimo local actual.

El criterio de aceptacién de soluciones permite mejorar notablemente la
solucién final por lo que este médulo es estratégico en el desarrollo del
algoritmo. Existen diferentes estrategias. Se puede dirigir la busqueda
hacia la maxima intensificacién, eligiendo una nueva solucién sélo si
ésta es mejor que la anterior (busqueda local iterativa determinista), o se
puede favorecer la diversificacion aceptando soluciones peores con una
cierta frecuencia (busqueda local iterativa estocastica, recocido simulado

iterativo). Existe también la posibilidad de utilizar estructuras de memoria
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para evitar el analisis de soluciones ya tratadas (busqueda tabu

iterativa).

Finalmente, el criterio de terminacién del algoritmo suele ser un limite maximo
de iteraciones sin mejora en la calidad de las nuevas soluciones respecto a la
mejor actual. Este limite es arbitrario, pero puede elegirse, por ejemplo, de
modo que implique (con probabilidad cercana a 1) que en la busqueda local
aleatoria de alto nivel se hayan explorado todos los 6ptimos locales vecinos a
la solucién en curso respecto a la estructura de vecindad usada en la funcion

transformativa de perturbacion.

2.3. ALGORITMOS TRANSFORMATIVOS DE BUSQUEDA
SIMPLE Il: RECOCIDO SIMULADO

El recocido simulado (Simulated Annealing, SA) es uno de los mas
significativos algoritmos generales de optimizacion combinatoria existentes.
Pertenece al grupo de los algoritmos transformativos de busqueda simple, es
decir, algoritmos que toman como base procedimental la busqueda local.
Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83], e independientemente Cerny [CERNS85],
introdujeron el concepto del recocido simulado en el campo de la optimizacion
combinatoria. Esta basado en la fuerte analogia que puede establecerse entre
la evolucién de un sistema fisico sometido a una fuente de calor y la resolucion
de grandes problemas de optimizacion combinatoria. Este algoritmo puede
verse como una variante de la meta-heuristica de busqueda local, en la que se
incorpora un criterio estocastico de aceptacion de soluciones de peor calidad
respecto a la solucion en curso, con el fin de evitar que el algoritmo quede
atrapado prematuramente en O6ptimos locales. Sin embargo, el criterio
estocastico no es ciego o arbitrario, sino que se inspira en la fisica de los
sistemas sometidos a una fuente de calor, concretamente en el proceso de
enfriamiento de los metales (recocido) empleado en la industria metallrgica

como tratamiento para conseguir ciertas propiedades en el metal.
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En 1953, Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, A. Teller y E. Teller [METR53]
desarrollaron un sencillo algoritmo basado en la mecanica estadistica para
simular la evolucion de un solido sometido a una fuente de calor. Este algoritmo
utiliza técnicas de Monte Carlo, y genera una secuencia de transiciones de
estado del sdlido para una temperatura dada, hasta alcanzar el estado de
equilibrio térmico. La regla de transicion de estados descrita se denomina
criterio de Metropolis, y el algoritmo en conjunto se llama algoritmo de
Metropolis. Si se aplica el algoritmo de Metropolis en la simulacién del proceso
de enfriamiento del sélido, éste alcanzara el estado de minima energia, bajo el
supuesto de que para cada valor de la temperatura se consigue el equilibrio

térmico.

El recocido simulado es una variante estocéstica de la busqueda local basada
en el algoritmo de Metropolis para simulacién de sistemas fisicos sometidos a
una fuente de calor. La analogia que se establece entre un problema de
optimizacion combinatoria y un sistema fisico de mdultiples particulas, viene
dada por las siguientes equivalencias: las soluciones del problema de
optimizacién combinatoria son equivalentes a los estados del sistema fisico, el
coste de una solucidbn es equivalente a la energia de un estado y la
temperatura del sistema fisico se considera en el problema de optimizacion
combinatoria como un pardmetro de control positivo. El algoritmo del recocido
simulado puede verse como una iteracion del algoritmo de Metropolis para

valores decrecientes del parametro de control de la temperatura.

La implementacion practica del algoritmo del recocido simulado puede
realizarse generando una secuencia finita de valores decrecientes de la
temperatura, y un namero finito de transiciones de estado para cada valor de la
temperatura. Para ello debe especificarse un programa de enfriamiento, o
conjunto de parametros cuyo objetivo es controlar la evolucion del algoritmo. El
programa de enfriamiento propuesto por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83]
estd compuesto por tres parametros: valor inicial de la temperatura, funcion de
decremento de la temperatura y niamero de transiciones de estado. Los dos

primeros especifican la secuencia finita de valores de la temperatura, y el
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altimo indica el namero finito de transiciones de estado para cada valor de la

misma.

De esta forma, dado un problema de optimizacidon combinatoria (X,S,f,R), la

estructura basica del algoritmo del recocido simulado es la siguiente:

1. Se establece como solucién inicial en curso una solucién candidata
viable elegida al azar, x = Xq.
2. Se almacena la solucion en curso x como mejor solucién obtenida hasta

el momento por el algoritmo, Xgpt =X .

3. Se inicializa la temperatura o parametro de control, T =T, asi como el
contador de transiciones de estado para cada valor de temperatura,
t:=0.

4. Mediante una funcién generatriz aleatoria de soluciones vecinas viables

g, se obtiene a partir de x una nueva solucion candidata y, y :=g(x).

5. Si la nueva solucién generada y es de mejor calidad que la actual x,
f(y)<f(x) en caso de minimizacion o f(y)>f(x) en caso de
maximizacion, entonces la nueva solucién y pasa a ser la solucién en
curso, X =Y. En este caso, si la nueva solucién en curso x es de mejor
calidad que la mejor solucioén xqp oObtenida hasta el momento por el

algoritmo, f(x)<f(xqpt) €n caso de minimizacién o f(x)>f(Xopt) €n
caso de maximizacion, entonces se almacena como tal, Xqp =X . Por el
contrario, si la nueva solucion generada y es de peor calidad que la
actual x, y se cumple:

—[fx)-F(y )

e T > random|[0/]
se acepta igualmente y como solucién en curso, X =Yy .

6. Se incrementa el contador de transiciones de estado, t =t +1.

7. Si el nimero t de transiciones de estado (pasos 4-6) efectuadas para el
valor actual de la temperatura es igual a un limite L, se decrementa el
valor de la temperatura, T =T —AT, y se reinicializa el contador de

transiciones de estado para cada temperatura, t:=0.
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8. Si no se cumple el criterio de terminacion del algoritmo, se repiten de
nuevo los pasos 4-7. En caso contrario, el algoritmo termina, siendo la
solucion del problema la mejor solucion actual obtenida por el algoritmo,

Xopt.

El criterio de terminacion consiste en llegar a un limite maximo de transiciones
de estado o iteraciones sin cambios en la solucion en curso x. En general, este
limite maximo de iteraciones debe implicar (con probabilidad cercana a 1) que
en el recorrido aleatorio se han explorado todas las soluciones vecinas a la

solucién en curso.

La caracteristica mas importante del algoritmo del recocido simulado es que,
ademas de aceptar transiciones que suponen una mejora en el coste de la
solucién, también permite aceptar transiciones que suponen una pérdida de
calidad de la solucion. Inicialmente, para valores grandes de la temperatura, se
aceptan grandes pérdidas de calidad de la solucién. Al decrecer la temperatura,
sblo se aceptan pérdidas de calidad mas pequefias. Finalmente, cuando la
temperatura se aproxima a cero, no se acepta ninguna pérdida de calidad. Es
decir, en este punto el recocido simulado se comporta igual que la busqueda
local. Esta caracteristica significa que el algoritmo del recocido simulado puede
escapar de los minimos locales, aceptando transiciones intermedias hacia

soluciones de mayor coste en beneficio de una mejor solucion final.

Respecto a la funcion de decremento de la temperatura, puede decirse que ha
sido objeto de estudio en numerosos trabajos de investigacion [LAAR87],
[DOWSO01], [LUKE95], [LOCAOQ]. Se puede encontrar informacién detallada
sobre esta importante meta-heuristica en libros como Reeves [REEV93], Diaz,
Glover, Ghaziri y Gonzalez [DIAZ96], Michalewicz y Fogel [MICHOOQ]. También
es posible considerar hibridaciones del SA con otras meta-heuristicas, como la
basqueda local iterativa (recocido simulado iterativo), o los algoritmos

evolutivos (algoritmos evolutivos con recocido simulado).

En el capitulo tres se analiza especificamente el recocido simulado debido a

gue es el algoritmo en el que se centra esta investigacion.
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2.4. ALGORITMOS TRANSFORMATIVOS DE BUSQUEDA
SIMPLE IIl: BUSQUEDA TABU

La busqueda tabu (Tabu search, TS) es una meta-heuristica transformativa
trayectorial que utiliza un procedimiento de busqueda local dotado de un criterio
no mondtono de aceptacion de soluciones, junto con una memoria, o lista tabu,
que le permite detectar soluciones ya visitadas del espacio, de forma que se
pueden saltar los Optimos locales y se evitan los ciclos en el proceso de
bdsqueda. Fue propuesta en 1986, por Fred Glover [GLOV86]. Los principios
fundamentales de la busqueda tabu fueron desarrollados en una serie de
articulos de finales de los afios 80 y principios de los 90, y que posteriormente
se publicaron en el libro “Tabu Search” en 1997 [GLOV97].

El primer elemento que caracteriza a la busqueda tabu es una memoria que
guia la busqueda hacia zonas del espacio de soluciones que aun no han sido
exploradas. En la version mas basica del algoritmo esta memoria se
implementa mediante una lista, denominada lista tabu, en la que se van
introduciendo las soluciones candidatas que ya se han visitado en el proceso
de basqueda, las cuales pasan a ser soluciones tabu y no pueden repetirse de
nuevo mientras sigan en la lista. Normalmente, las soluciones tabu no
permanecen indefinidamente en esta memoria, sino que salen tras un tiempo
en ella existiendo diferentes criterios de salida, denominados en general
criterios de aspiracion, y que obviamente estan ligados a la complejidad de la
memoria tabu implementada. En el caso basico, la lista tabu se implementa
mediante una lista FIFO de longitud n, de modo que una vez llena, cada vez
que se almacena en la lista una solucién recién visitada, se debe eliminar de
ella la solucion registrada en la iteracion de exploracién n veces anterior a la
actual. Por tanto, tras un namero de iteraciones igual a la longitud de la lista
tabu, las soluciones pierden su condicidon "prohibida" y pueden volver a ser

visitadas.

El segundo elemento caracteristico de la busqueda tabu es el criterio de
aceptacion no monétono de nuevas soluciones. Asi, en cada iteracién del

algoritmo se recorre la vecindad de la solucion en curso, normalmente de forma
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determinista, descartando siempre aquellas soluciones vecinas que se hallen
en la lista tabu, y se selecciona como nueva solucién en curso la mejor solucién
de la vecindad. Obviamente, esta solucion no tiene por qué ser de mejor
calidad que la solucion en curso anterior, de ahi el caracter no monotono del
criterio de aceptacion, cuya principal ventaja es que permite escapar de
optimos locales. Ademas, al considerarse en este paso soOlo las soluciones

vecinas no prohibidas, se evitan los ciclos sin fin en el proceso de busqueda.

El algoritmo basico de busqueda tabd comienza tomando como solucion inicial
en curso una solucién candidata viable del problema, y una lista tabu vacia. A
partir de entonces se explora completamente la vecindad viable de la solucién
en curso, y se obtiene la mejor solucién de esa vecindad, excluidas la propia
solucion en curso y las que pudieran coincidir con las registradas en la lista
tabu hasta ese momento. Entonces, la solucion en curso se introduce en la
cabecera de la lista tabu (si la lista tabu excede su tamafio maximo se saca la
solucién en la cola de la lista), y la mejor solucién encontrada en la vecindad de
la solucion actual pasa a ser la nueva solucion en curso, repitiéndose de nuevo
la exploracién. Obsérvese que la nueva solucién encontrada en la vecindad no
tiene por qué ser mejor que la solucion a la que sustituye, lo que permite
escapar de los 6ptimos locales. El algoritmo termina cuando se ha realizado un
namero prefijado de iteraciones de exploracion sin que se produzcan cambios

respecto a la mejor solucién global encontrada durante la basqueda.

De esta forma, dado un problema de optimizacion combinatoria (X,S,f,R), la

estructura basica del algoritmo de blusqueda tabu es la siguiente:

1. Se establece como solucién inicial en curso una solucion candidata
viable elegida al azar, x = Xg.
2. Se almacena la solucién en curso x como mejor solucién obtenida hasta

el momento por el algoritmo, Xgpt =X .

Se inicializa la lista tabd, L=<
4. Mediante una funcion generatriz determinista de soluciones vecinas
viables g, se obtiene a partir de x la primera solucion vecina y que no

esta en la lista tabu y :=g(x) L.

75



Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

Se almacena la solucion candidata vecina y como mejor solucion vecina
obtenida hasta el momento, yqn =Y .

Mediante la funcidon generatriz determinista de soluciones vecinas
viables g, se obtiene a partir de x la siguiente solucion vecina y que no
esta en la lista tabt y :=g(x) ¢L.

Si la solucion vecina generada y es de mejor calidad que la actual mejor

de la vecindad yop, f(y)<f(yopt) en caso de minimizacion o
f(y)>f(yopt) en caso de maximizacién, entonces la nueva solucion
vecina y pasa a ser la mejor solucion de la vecindad, yqpt =Y .

Si existen soluciones viables en la vecindad de la soluciéon actual ain no

procesadas, se reiteran los pasos 6 y 7. En caso contrario:

- La solucién en curso x se introduce en la cabecera de lista tabu. Si la
longitud de la lista tabu excede el tamafio maximo se extrae la

solucién de la cola de la lista.

- La mejor solucion vecina generada Yyop: pasa a ser la solucion actual,
X =Y opt-

- Si la nueva solucién en curso x es de mejor calidad que la mejor

solucion  xep: Obtenida hasta el momento por el algoritmo,

f(x) <f(Xopt) €n caso de minimizacion o f(x)>f(xqpt) en caso de
maximizacion, entonces se almacena como tal, Xgpt =X .
Si no se cumple el criterio de terminacion del algoritmo, se repiten de

nuevo los pasos 4-8. En caso contrario, el algoritmo termina, siendo la

solucion del problema la mejor solucién actual obtenida por el algoritmo,

Xopt.

Un aspecto importante a considerar en este algoritmo es el tamafio de la lista

tabu. De no limitar el tamafio de la lista tabl la complejidad tanto espacial como

temporal del algoritmo seria inasumible. Sin embargo, para evitar los ciclos sin

fin la longitud de la lista tabu debe ser suficientemente grande como para que,

cuando una solucion visitada sea eliminada de la lista, la busqueda esté en un
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punto del espacio de soluciones tan alejado que no pueda alcanzarse de nuevo
esa solucion. En general, la longitud de la lista tabl determina el tamafio de la
parte del espacio de soluciones en que se concentra la busqueda: una lista
tabu pequefa limita la busqueda a zonas pequefias del espacio de soluciones,
mientras que una lista tabl grande permite buscar en zonas mas grandes del

espacio.

Existen muchas variantes del algoritmo basico de busqueda tabu que se ha

expuesto. Las principales son:

= Busqueda tabld con memoria basada en atributos. No se almacenan
soluciones completas visitadas, sino atributos (partes de una solucion,
diferencias entre soluciones) que pueden identificar no a una sola
solucion sino a un conjunto de soluciones. El atributo representativo
depende generalmente del problema especifico a resolver, y una buena

eleccion del mismo puede hacer la busqueda mucho mas eficiente.

» Bulsqueda tabd con memorias a corto y largo plazo. Utiliza dos listas
tabu, una estandar o memoria a corto plazo, y una segunda 0 memoria a
largo plazo basada en la frecuencia en que se produce un mismo tipo de

soluciones.

= Busqueda tabG con eleccion probabilistica. Util para decidir entre

soluciones vecinas candidatas con igual o similar valor objetivo.

Esta meta-heuristica ha generado buenos resultados para resolver problemas
de optimizacion combinatoria con un alto grado de dificultad, especialmente
aguellos que surgen en aplicaciones del mundo real [GLOVO06]. En la literatura
aparecen numerosas variantes y modificaciones de la busqueda tabu. Se
pueden encontrar en Glover y Laguna [GLOV93], [GLOV97] y Osman y Kelly
[OSMA96].
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2.5. ALGORITMOS TRANSFORMATIVOS POBLACIONALES I:
ALGORITMOS EVOLUTIVOS

2.5.1. Algoritmos evolutivos: Conceptos béasicos

Los algoritmos evolutivos (evolutionary algorithms, EA) son meta-heuristicas
transformativas poblacionales de optimizacion inspiradas en los procesos de
evolucion genética de las especies. Tuvieron su origen en el estudio de los
automatas celulares dirigido por John Holland en la Universidad de Michigan en
1973 [HOLL73]. Como los algoritmos trayectoriales de busqueda local, recocido
simulado, y busqueda tabu, operan sobre soluciones completas que se van
transformando, pero en lugar de considerar una Unica solucion en cada
iteracion del algoritmo, utilizan un conjunto de soluciones o poblacién. En este
sentido, pueden interpretarse como algoritmos de busqueda mdultiple paralela

en el espacio de soluciones del problema.

Los algoritmos evolutivos se han convertido en métodos flexibles y robustos
para la resolucion de problemas complejos de optimizacién en disciplinas como
son: la Industria, Matematica, Economia, Telecomunicaciones, Bioinformatica,
etc. [BAKES87], [GOLD89], [DAVI91], [SENTO06], [AMIRO7], [PEZZ08]. Ademas,
los algoritmos evolutivos han sido utilizados en otras areas diferentes a la

optimizacién combinatoria, tales como la simulacién de sistemas.

Siguiendo la terminologia de la teoria de la evolucion, las entidades que
representan las soluciones del problema se denominan individuos, y el conjunto
de estos, poblacién. Un algoritmo evolutivo procede de forma iterativa sobre los
individuos pertenecientes a la poblacion, modificAndolos mediante operadores
de variacion, como el cruce, la mutacién y la seleccion, con el fin de obtener
sucesivas generaciones de individuos mejorados. El criterio de finalizacion de
estos algoritmos consiste habitualmente en alcanzar un nimero global maximo
de generaciones (iteraciones), o bien un nimero maximo de generaciones sin

mejoras.
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El operador de cruce o recombinacidn consiste en una mezcla de la
informacion de dos individuos, denominados padres o progenitores, para
obtener uno o mas individuos nuevos, llamados hijos. Por el contrario, el
operador de mutacion consiste en una alteracién parcial aleatoria de un
individuo para obtener otro individuo similar. Por ultimo, el operador de
seleccidn tiene una doble funcién, ya que por una parte permite determinar los
individuos que se reproducen en cada generacion (mediante cruce y/o
mutacion), y por otra permite decidir qué individuos sobreviven y conforman la
siguiente generacion. En general, la seleccion de individuos reproductores y de
individuos supervivientes se realiza tomando como base una funcién de
adaptacion al entorno o fitness, directamente relacionada con el objetivo del
problema de optimizacion, de manera que los individuos que representan
mejores soluciones al problema tienen mas posibilidades de ser reproductores

y de sobrevivir, de manera que la poblacién progresivamente va mejorando.

2.5.2. Algoritmos genéticos

Los algoritmos genéticos (genetic algorithms, GA) constituyen el tipo principal
de algoritmos evolutivos, y se basan en los procesos de seleccién natural y
evolucion de las especies. Su origen estad en los estudios realizados a
principios de los afios 70 por J. H. Holland [HOLL73], [HOLL75], vy
posteriormente por D. E. Goldberg [GOLD89]. Estos algoritmos hacen
evolucionar una poblacion de individuos sometiéndola a acciones semejantes a
las que actian en la evolucioén bioldgica — cruces y mutaciones genéticas —, asi
como también a una seleccion de acuerdo con algun criterio en funcién del cual
se decide cuales son los individuos mas adaptados, y que por ello tienen mas

posibilidades de reproducirse y/o de sobrevivir.

Los algoritmos genéticos comienzan estableciendo un conjunto de m
soluciones iniciales, normalmente elegidas al azar, denominado poblacién
inicial de individuos. Cada individuo-solucion esta definido genéticamente por n
genes (que representarian a las n variables del problema de optimizacién),

agrupados en uno o0 mas cromosomas (grupos homogéneos de variables). En

79



Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

numerosos problemas de optimizacion ocurre que el conjunto de genes se

agrupa en un solo cromosoma, por lo que en estos casos suelen identificarse

los conceptos de individuo y de cromosoma. La funcion objetivo del problema

en caso de maximizacion, o su inversa en caso de minimizaciéon, se considera

una funcion de adaptacién al entorno de los individuos.

A continuaciéon, se van produciendo ciclicamente nuevas generaciones de

individuos. En cada generacion, se realizan las siguientes acciones:

Seleccion de reproductores: Se seleccionan los individuos que van a
reproducirse en la generacidon actual. La seleccibn puede ser
completamente aleatoria o bien realizarse de modo que los individuos
con mejor adaptacion al entorno tengan mayor probabilidad de ser
seleccionados. Suele aceptarse la repeticibn en la seleccion de
reproductores, es decir, que un mismo individuo figure varias veces en el
conjunto de reproductores, con lo que puede reproducirse mas de una

vez en la misma generacion.

Cruce o recombinacion: El cruce opera sobre pares de individuos
reproductores para formar dos individuos descendientes cuyos genes

resultan de la combinacion de los genes de ambos padres.

Mutacion: La mutacion modifica algunos genes de un individuo para

formar otro similar al original.

Seleccion de supervivientes: Se determina qué individuos entre los
preexistentes y los nuevos deben sobrevivir. Para ello se emplean
multiples criterios de seleccion evolutiva, tanto deterministas como
estocasticos. Los criterios mas comunes son el elitista, que consiste en
seleccionar los mejores individuos de la poblacion, y el mixto elitista-
aleatorio, que consiste en seleccionar la mitad de los supervivientes
entre los mejores individuos y la otra mitad al azar entre los restantes

individuos.
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En el proceso evolutivo, el tamafio de la poblacion debe mantenerse estable
tras cada generacion. Por lo general, el niumero de individuos reproductores
seleccionados (contando las posibles repeticiones) suele tomarse igual al
tamafio m de la poblacion inicial. De esta forma, tras los procesos de cruce y
mutacion se tendran un total de 2m individuos en la poblacién, de manera que
en la seleccion de supervivientes se descartaran m individuos, hasta recuperar

el tamano original de la poblacion.

El cruce y la mutaciébn pueden aplicarse de forma conjunta y dependiente
generando primero nuevos individuos por cruce y después produciendo en
ellos la mutaciébn de algunos genes, o también de forma conjunta pero
independiente generando algunos nuevos individuos por cruce de una parte de
los reproductores y otros por mutacion de los restantes reproductores. Incluso
pueden emplearse ratios de cruce y mutacién que especifican la proporciéon en
que se debe aplicar cada operador. De hecho, en los algoritmos genéticos
estandar el operador de cruce se utiliza en cada generacion en una proporcion
mucho mayor que el operador de mutacion. Normalmente el porcentaje de
cruces es superior al 75%. También es posible considerar una variante de los
algoritmos genéticos en los que s6lo se emplea el operador de mutacion,
denominados especificamente algoritmos evolutivos. El tamafio de la poblacion
y el operador de cruce se asocian a la diversificacion o capacidad de
exploraciéon del algoritmo, mientras que la mutacibn se asocia a la

intensificacion o capacidad de explotacion.

En los algoritmos genéticos la implementacion de los operadores de cruce y
mutacion debe ser especifica del problema tratado, con el objetivo de generar
nuevos individuos que sean viables respecto a las restricciones, y pueda

asegurarse la obtencién de una solucién final factible del problema.

La calidad de la solucion obtenida y el tiempo empleado dependen del nimero
de individuos que se tomen para la poblacion, de la eficiencia de los
operadores de cruce y/o mutacibn empleados, y del numero total de

generaciones que se produzcan.
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Hoy en dia se han publicado numerosos trabajos de investigacion sobre esta
meta-heuristica [BUCK92], [MICH92], [MITC96], [REEEOQ3]. Estos algoritmos
pueden aplicarse con éxito en numerosos problemas de optimizacion
combinatoria, incluso combinados con heuristicas especificas [DAVI85],
[JOHN95], [RAHM99], [CALG99], [AHNO2], [BAKEO3], [DIAZ03], [ALVAO3],
[MATTO4], [WATAO05], [CHANO5], [CHANO6], [MOONOS].

2.5.3. Algoritmos memeéticos

Los algoritmos meméticos (Memetic Algorithms, MA) son también algoritmos
transformativos poblacionales de optimizacion aproximada, que pueden
considerarse una variante hibrida de los algoritmos genéticos combinados con
la técnica trayectorial de busqueda local. Fueron definidos originalmente por P.
Moscato [MOSC89], [MOSC99], [MOSCO03], [MOSCO04], y deben su nombre al
concepto de "meme" o0 "gen de la memoria", introducido por R. Dawkins en su
teoria del Darwinismo Universal [DAWK76], en la que intenta explicar la
evolucion cultural del hombre como un proceso analogo al de la evolucion

genética de las especies propuesta por Charles Darwin.

El procedimiento general de un algoritmo memético es muy parecido al de un
algoritmo genético. Se comienza estableciendo un conjunto de soluciones
iniciales aleatorias o poblacién inicial de agentes o individuos, y a continuacién
se va produciendo ciclicamente un proceso de seleccién de reproductores,
generacion de nuevos individuos mediante cruce y mutacién, y seleccion de
supervivientes, hasta que se cumpla el criterio de fin establecido.
Adicionalmente, cada vez que se generan nuevos individuos-solucién se
produce para cada uno de ellos un proceso llamado aprendizaje cultural, que
tiene como fin mejorar su valor de adaptacion. En su version mas sencilla el

aprendizaje cultural transforma un organismo x en un organismo mejorado X’

aplicando un algoritmo de busqueda local en el que x es la solucién inicial y x’
es la correspondiente solucion final que optimiza localmente la funcion de

adaptacion al entorno.
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)

En el articulo de C. Cotta “Una Vision General de los Algoritmos Meméticos’
[COTTQ7] aparece una descripcion detallada de estos algoritmos. Existe una
gran variedad de aplicaciones de los algoritmos meméticos en el campo de la
optimizacién combinatoria, en donde estos se han obtenido buenos resultados
ante problemas de optimizacion combinatoria. Destacamos algunos casos:
problemas de particionado en grafos [MERZO00], particion de numeros
[BERR99], empaquetado [REEV96], coloreado de grafos [COST95], problemas
de asignacion generalizados [CHUB97], asignacién cuadratica [CARR92],
[MERZ99], problema del viajante comercial [HOLS99], [MOSC92],
programacion de produccion [QIANOS].

2.5.4. Algoritmos genéticos paralelos

Los algoritmos genéticos paralelos (Paralell Genetic Algorithms, PGA) surgen
con el objetivo inicial de utilizar sistemas multiprocesador para reducir el tiempo
de ejecucién que requieren algunos problemas de elevada complejidad en su
resolucidon mediante algoritmos genéticos tradicionales implementados de
forma secuencial. Conceptualmente, la paralelizacion de los algoritmos
genéticos consiste en separar la poblacién de individuos en subpoblaciones
que evolucionan de manera fundamentalmente independiente, pero que se

comunican entre si de alguna forma.

En la literatura se encuentran diferentes maneras de paralelizar un algoritmo
genético. En general, los PGA se clasifican en tres categorias: PGA de grano
fino [MAND89], modelos panmicticos [REEV93], y PGA basados en islas
[WHIT99]. Pueden encontrarse algunos estudios generales sobre PGA en
[BIAN93], [CHIP96], [ALBA99].

Los algoritmos genéticos paralelos de grano fino poseen una poblacion
estructurada espacialmente, y son apropiados para sistemas con multiples
procesadores trabajando en paralelo. Los procesos de seleccion y cruce se
limitan a pequefios "barrios" (subpoblaciones) entre los que existe un

solapamiento que permite la interaccion.
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En los modelos panmicticos, al igual que en los algoritmos genéticos
convencionales, existe tan solo una poblacion, de modo que los procesos de
seleccidon y cruce se realiza considerando la poblacion completa, pero la
evaluacion de la funcion de adaptacién de los individuos se divide entre varios

procesadores.

Finalmente, los algoritmos basados en islas, también llamados multi-hogar,
distribuidos, o de grano grueso, son los PGA que gozan de mayor popularidad
en la comunidad cientifica. Poseen multiples subpoblaciones cuya evolucion se
realiza fundamentalmente por separado, pero que intercambian individuos de
manera ocasional mediante procesos denominados migraciones. Un articulo
que presenta un completo y extenso estudio acerca de los PGA basados en
islas, en el que pueden encontrarse varios enfoques de migracion y
comunicacion entre diferentes subpoblaciones, es [CANT98]. Aparte de la
posibilidad de su implementacién paralela real, se ha podido comprobar que los
algoritmos genéticos paralelos basados en islas se comportan de forma distinta
a los tradicionales aun en simulaciones secuenciales en las que se comparan
GA uni-poblacionales con PGA multi-poblacionales con igual nimero global de
individuos, y que, en general, en estos casos los PGA basados en islas

también mejoran la basqueda [OSAB13].

2.6. ALGORITMOS TRANSFORMATIVOS POBLACIONALES II:
OPTIMIZACION POR INTELIGENCIA COLECTIVA

2.6.1. Fundamentos de la optimizacion por inteligencia

colectiva

Dentro del mundo de las meta-heuristicas poblacionales se encuentran los
algoritmos basados en inteligencia colectiva (Swarm Intelligence, Sl). Se trata
de un novedoso paradigma de inteligencia distribuida para la resolucion de

problemas de optimizacién, que toma su inspiracién en ejemplos biologicos de
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comportamiento colectivo resultado de interacciones entre los individuos de un
determinado entorno, generalmente de caracter descentralizado 'y

autoorganizativo.

Segun Bonabeau, Dorigo y Théraulaz (1999) [BONA99], la expresion swarm
intelligence fue usada por primera vez por Gerardo Beni, Suzanne Hackwood y
Jing Wang en 1989, en el contexto de sistemas roboticos celulares y fue
extendido para incluir el disefio de algoritmos inspirados en el comportamiento
general de las colonias de insectos y otros animales sociales. Asi, se incluyen
en esta categoria a las hormigas (colonias), abejas (enjambres/colmenas), y

ciertos pajaros (bandadas) y peces (bancos).

En los ultimos afios, muchos algoritmos basados en los comportamientos
colectivos de estos animales se han aplicado con éxito a problemas de
optimizacién de diferentes campos. Debido a esto, se describen a continuacion
los dos principales algoritmos de este tipo: La optimizacién por enjambre de
particulas (Particle Swarm Optimization, PSO), que es un algoritmo poblacional
inspirado en el comportamiento social de las bandadas de p4jaros y los bancos
de peces; y la colonia de abejas artificiales (Artificial Bee Colony, ABC), que es
un algoritmo poblacional basado en el comportamiento de las abejas
recolectoras de miel. Estos algoritmos son de gran importancia por la
aplicabilidad que estan demostrando y la cantidad de publicaciones que vienen

generando en los ultimos afios.

2.6.2. Optimizacion por enjambre de particulas

La optimizacién por enjambre de particulas (Particle Swarm Optimization, PSO)
es un algoritmo transformativo poblacional desarrollado por los investigadores
Kennedy y Eberhart [KENN95] y posteriormente Shi [SHIY98], que esta
inspirado en el comportamiento de ciertos colectivos de animales sociales
como son las bandadas de pajaros, los bancos de peces o los enjambres de

abejas.
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El algoritmo de optimizacion por enjambre de particulas comienza
estableciendo un conjunto de p soluciones iniciales aleatorias denominado
enjambre de particulas. Cada particula-solucién k se representa por un vector
Xk de n coordenadas, una coordenada por cada variable del problema de
optimizacidon. Este vector indica la posicion de la particula en el espacio de
bdsqueda. La funcion objetivo del problema de optimizacién se considera una
funcion de fuerza o adaptacion al entorno de las particulas, por lo que si el
objetivo del problema es de minimizacion deberd usarse como funcién de
adaptacion su inversa. A partir de aqui se van produciendo ciclicamente
iteraciones en las que el algoritmo modifica la posicion de cada particula

utilizando un vector velocidad vi asociado a la particula, segun la ecuacion:

Xkit+1= Xkt *Vkt+1

El vector velocidad que modifica la posicion de la particula se recalcula en cada
iteracion del algoritmo en funcion de dos elementos: la tendencia de la particula
a volver a la mejor posicion visitada por ella misma en su trayectoria por el
espacio (comportamiento individual), y la tendencia de la particula a dirigirse a
la mejor posicién encontrada por el enjambre en conjunto (interaccion social).
Se requieren, por tanto, dos elementos de memoria: una memoria de mejor
posicion individual para cada particula k del enjambre, denotada py, y una
memoria de mejor posicion global para el enjambre completo, denotada pg. El
primer componente del vector de velocidad o tendencia individual de la
particula se calcula como la diferencia entre la mejor posicién individual visitada

y la posicion actual de la particula, py —pyt, mientras que el componente de

tendencia social se calcula como la diferencia entre la mejor posicion global

encontrada por el enjambre y la posicion actual de la particula, pg — Xy . Por

tanto, la ecuacion completa que determina el vector velocidad de las particulas

en cada iteracion del algoritmo es:
Vit+1 =W Vit +C1- (Pk — Xk )+ C2 '(Dg —th)

donde, w (0 <w <1) es un parametro de inercia de la particula, y ¢, (0 <cq <1)
y C2 (0 <c, <1) son parametros que representan factores de aceleracion de los

componentes responsables del movimiento de la particula. Estos parametros
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pueden ser constantes durante todo el procedimiento o elegirse al azar en el
intervalo [0,1] en cada iteracion. El algoritmo termina cuando se ha realizado un
namero prefijado M de iteraciones, presentdndose como solucion del problema
la correspondiente a pg 0 mejor posicion encontrada por el enjambre de
particulas en su desplazamiento por el espacio de busqueda. Uno de los
requisitos importantes para que el algoritmo sea viable es que el calculo de la
posicion xx de cada particula en cada iteracion debe tener en cuenta las
restricciones del problema, de forma que las nuevas posiciones de las

particulas correspondan a soluciones factibles.

La calidad de la solucion obtenida y el tiempo empleado dependen del nimero
de particulas (soluciones en curso) que se tomen para el enjambre y del
ndmero de iteraciones que se desee realizar. Por ello, la eleccion de los
pardmetros es muy importante, ya que determinan el comportamiento y la
eficiencia del algoritmo de optimizacién. Esto ha sido objeto de abundantes
investigaciones [SHIY98], [EBERO00], [CARLO1], [VANDO1], [CLERO02],
[TRELO3], [BRATO08], [ROCCO09]. Un amplio estudio de las aplicaciones de
optimizacién por enjambre de particulas se puede encontrar en [POLIO7] y
[POLIO8]. También ha sido utilizado recientemente en la resoluciéon de

problemas de asignacion de rutas a vehiculos [MARI13], [BELM13].

En los ultimos afios se han desarrollado algunas variantes del algoritmo PSO,
tales como el algoritmo de la luciérnaga (Firefly Algorithm, FA) [YANGO09a],
inspirado en el mecanismo de luminiscencia de las luciérnagas con el que se
atraen unas a otras, la busqueda del cuco (Cuckoo Search, CS) [YANGO09b],
basada en el comportamiento parasitario de algunas especies de cucos en
combinacion con la conducta de vuelo de ciertos pajaros y moscas de la fruta, y
el algoritmo del murciélago (Bat Algorithm, BA) [YANG10], basado en el

comportamiento ecolocalizador de los micromurciélagos.

Asimismo, con el objetivo de superar los inconvenientes del PSO convencional
(rapida convergencia hacia 6ptimos locales, dificil equilibrio entre intensificaciéon
y diversificacion, y la llamada “maldicion de la dimensionalidad”) se han
realizado diversas paralelizaciones del algoritmo PSO originandose la

optimizacién por mdultiples enjambres de particulas (Parallel Particle Swarm
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Optimization, PPSO). Esta meta-heuristica consiste esencialmente en ejecutar
en paralelo multiples versiones del PSO convencional, ya sea con la misma o
diferente configuracion de pardmetros, incorporando ademas un protocolo de
migraciones de particulas entre enjambres mas o menos complejo. Algunos
trabajos sobre esta meta-heuristica pueden encontrarse en [CHANJO5],
[NIUQ7], [XU08].

2.6.3. Optimizacion por colonia de abejas artificiales

La optimizacién por colonia de abejas artificiales (Artificial Bee Colony, ABC),
propuesta por Karaboga en 2005 [KARAO5], [KARAO7], es un algoritmo
transformativo poblacional basado en el comportamiento de recoleccion de

polen de las abejas meliferas.

El modelo biolégico en el que se inspira esta técnica es el de una colmena en
la que cohabitan tres tipos diferentes de abejas: abejas obreras, abejas
espectadoras y abejas exploradoras. Estas abejas tienen como objetivo la
basqueda y explotaciéon de fuentes de alimento (polen). Con respecto a la

recoleccion del polen, cada tipo de abeja tiene un comportamiento diferente:

= Abejas obreras: Cada abeja obrera estd asociada a una fuente de
alimento y comparte informacion sobre la misma, como la ubicacion o la

concentracion de polen.

= Abejas espectadoras: Son abejas desocupadas que esperan en la
colmena a que una abeja obrera les dé informacion sobre su fuente de

alimento.

= Abejas exploradoras: Son las abejas que se encargan de buscar nuevas

fuentes de alimento.

La forma de compartir informacion de las abejas meliferas es por medio de una
danza en la que la abeja obrera gira sobre si misma y hace vibrar su abdomen
repetidamente siempre en una misma posicién, de modo que la posicion indica

a las abejas espectadoras la direccion de la fuente de alimento y la duracion de
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la vibracion les indica la concentracion de polen de la fuente. Asi, cuanto mas
rentable resulte la fuente, mas larga sera la danza y por lo tanto, mayor sera la
probabilidad de que una abeja espectadora la observe y elija explotar dicha
fuente de alimento convirtiéndose en ese momento en obrera. Cuando se agota
una fuente de alimento, la correspondiente abeja obrera tiene que elegir entre
volverse abeja espectadora y esperar a recibir informacion de una abeja obrera
sobre su fuente de alimento para explotarla, o bien convertirse en abeja

exploradora y salir a buscar nuevas fuentes de alimento.

El algoritmo de colonia de abejas artificiales se basa en el comportamiento
anterior para encontrar soluciones a problemas de optimizacion. En el algoritmo
ABC las fuentes de alimento representan las soluciones del problema, el fithess
de la solucién es representado mediante la cantidad de polen de la fuente, y las
abejas son agentes que operan sobre las fuentes de alimento emulando los
tres tipos de comportamiento descritos. Asi, las abejas obreras son agentes
que explotan la fuentes de alimento realizando una busqueda en la vecindad de
la solucion representada por la fuente, las abejas espectadoras son agentes
gue esperan a recibir informacion de fuentes de alimento prometedoras, y las
abejas exploradoras buscan nuevas fuentes de alimento en zonas del espacio

de soluciones sin explorar.

El algoritmo ABC comienza generando un conjunto de soluciones iniciales y
evaluandolas. Cada una de estas soluciones iniciales es una fuente de
alimento. El siguiente paso es explotar las distintas fuentes de alimento, es
decir, realizar modificaciones a la solucion inicial obteniendo nuevas soluciones
en su vecindad. En funcion de lo prometedores que sean los resultados, se
dedicara mayor o menor tiempo a explotar la fuente de alimento tal y como se
comportan las abejas realizando su danza en la colmena y provocando que
otras abejas (las abejas espectadoras) exploten también esa fuente de
alimento. En el modelo propuesto por D. Karaboga, las nuevas soluciones se
obtienen combinando las soluciones candidatas. Tras un cierto numero de
ciclos sin mejorar la solucion, se considera que la fuente de alimento se ha
agotado, y se abandona guardando la mejor solucion encontrada. Finalmente,

las abejas obreras asociadas a esa fuente de alimento, se convierten en abejas
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desocupadas (espectadoras o exploradoras). El algoritmo continla buscando
nuevas fuentes de alimento mediante abejas exploradoras y explotandolas

mediante abejas obreras durante un numero de iteraciones definidas.

Desde los primeros estudios de Karaboga en 2005, numerosos investigadores
han estado estudiando el algoritmo de optimizacion por colonia de abejas
artificiales y sus aplicaciones a problemas del mundo real, tal como Hadidi
[HADI10], Zhang [ZHAN11], y Garitselov [GARI12]. En el articulo de Karaboga
[KARA12] puede encontrarse un estudio detallado acerca del ABC.

Por altimo, en este caso también se han realizado diversas paralelizaciones del
algoritmo ABC origindndose la optimizacién por multiples colonias de abejas
artificiales (Parallel Artificial Bee Colony, PABC). La primera version del
algoritmo PABC fue propuesta en el afio 2009 con el objetivo de mejorar la
eficiencia de los ABC simples [TSAI09]. Como puede suponerse, la base de los
algoritmos PABC es la ejecucion en paralelo de varias instancias del ABC
convencional. Ademas, se incorpora la migracién de abejas entre colonias o el
intercambio de informacion entre las diferentes colonias que forman el sistema.
Algunas implementaciones interesantes del PABC son [EL-AB10], [BANH10],
[PARP10].

2.7. ALGORITMOS TRANSFORMATIVOS POBLACIONALES lII:
OPTIMIZACION POR COMBINACION DE SOLUCIONES

2.7.1. Fundamentos de la optimizacion por combinacion de

soluciones

Las meta-heuristicas poblacionales de tipo evolutivo y de inteligencia de
enjambre operan a lo largo de todo el proceso de busqueda sobre un conjunto
de soluciones en lugar de sobre una unica solucion, por lo que suelen
presentar tiempos de computacion sensiblemente mas altos que las meta-

heuristicas de busqueda simple. A esta situacién, hay que afadirle que la
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convergencia de la poblacion necesita de un gran numero de iteraciones. Con
el fin de encontrar procedimientos que obtengan soluciones de calidad mas
rapidamente se han disefiado otros algoritmos poblacionales basados en la

combinacion de soluciones.

La optimizaciéon por combinacién de soluciones puede fundamentarse en el
principio de que la informacion sobre la calidad de un conjunto de soluciones
puede utilizarse para su combinacion y mejora [ALBA03]. Ademas, este tipo de
algoritmos utiliza la inclusiébn de procesos paralelos y descentralizados en los
qgue la poblacion se divide con algun criterio de entorno y se hace evolucionar
de forma separada a zonas distintas dentro de la tradicional poblacién Unica
[ALBAO2].

A continuacién se describen brevemente dos algoritmos de este tipo, que han
demostrado su efectividad en los ultimos afios: la busqueda dispersa y el

reencadenamiento de trayectorias.

2.7.2. Busqueda dispersa

La busqueda dispersa (Scatter Search, SS) es una meta-heuristica basada en
la combinacién de soluciones que tiene su origen en los afios setenta y se ha
aplicado con éxito a la resoluciébn de numerosos problemas de optimizacion,
recibiendo una gran atencién por parte de la comunidad cientifica. En un
articulo de Glover de 1998 [GLOVE98] se analiza de manera especifica la
busqueda dispersa y se recogen ideas expuestas en trabajos anteriores. Esta
publicacién tuvo un gran impacto para la difusion de esta meta-heuristica, y
numerosos investigadores comenzaron a aplicar la busqueda dispersa para la

resolucién de problemas de optimizacion obteniendo buenos resultados.

Aunque se trata de un método similar a los algoritmos evolutivos, presenta
diferencias importantes con respecto a estos. La busqueda dispersa trabaja
sobre un pequefio conjunto de soluciones denominado conjunto de referencia.
Basicamente consiste en combinar las soluciones que forman el conjunto de

referencia para obtener nuevas soluciones que mejoren a las que las
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originaron. Posteriormente, a estas soluciones se les aplica un procedimiento
de mejora de busqueda local. Este procedimiento esta basado en la premisa de
que cuando se combinan soluciones y se aplica un método de mejora se logran
mejores resultados que cuando se aplica el método de mejora en las

soluciones originales sin combinarlas previamente.

Esquematicamente, el algoritmo de busqueda dispersa se desarrolla de la

forma siguiente:

= El algoritmo comienza con la generacion de un conjunto inicial de

soluciones diversas.

= A continuacion se realiza una mejora de dichas soluciones mediante un

procedimiento de busqueda local.

= Posteriormente se construye el conjunto de referencia (Refset) con las
mejores soluciones siguiendo determinados criterios de calidad y

diversidad.

» Una vez obtenido el conjunto de referencia inicial, se realiza un proceso
ciclico en el que se van generando subconjuntos con las soluciones del
conjunto de referencia, se combinan las soluciones de cada subconjunto
para obtener soluciones distintas a las de partida, y se mejoran con el
procedimiento de busqueda local, para finalmente actualizar el conjunto
de referencia seleccionando las soluciones que sean mejores por
calidad o por diversidad. El proceso se repite hasta que se dé un ciclo en
el que no se obtengan soluciones que puedan ser incorporadas al

conjunto de referencia.

Aunque los conceptos y principios fundamentales de la busqueda dispersa,
fueron propuestos al comienzo de la década de los sesenta, la estrategia se
puede considerar relativamente moderna y en constante desarrollo. Durante los
ultimos afios se han desarrollado numerosos trabajos aplicando la busqueda
dispersa a la resolucion tanto de conocidos problemas de optimizacion como

de problemas del mundo real. Estos trabajos han posibilitado nuevos campos
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de estudio. Laguna y Marti realizan una revision exhaustiva de la busqueda
dispersa en [LAGUOQZ2], [LAGUO03], [MARTO3].

2.7.3. Reencadenamiento de trayectorias

El reencadenamiento de trayectorias (Path Relinking, PR) [GLOVE98],
[LAGUOO], [LAGUO3], es una meta-heuristica poblacional, variante de la
busqueda dispersa, basada en una estrategia de intensificacion que explora las
trayectorias que interconectan las soluciones del conjunto de referencia.
Fundamentalmente, esta meta-heuristica se caracteriza por que explora un
camino entre cada par de soluciones seleccionadas en lugar de generar una
sola solucion por combinacion de las dos seleccionadas. Por tanto, trata de
generar nuevas soluciones por combinacion explorando exhaustivamente las

trayectorias que conectan las soluciones del conjunto de referencia.

Como la busqueda dispersa, el reencadenamiento de trayectorias comienza
con la generacion de un conjunto inicial de soluciones diversas a las que se les
aplica una mejora por busqueda local, para construir el conjunto de referencia
con las mejores soluciones obtenidas. A continuacion, se divide el conjunto de
referencia en dos partes: un subconjunto de soluciones de iniciacion (initiating
solutions) y un subconjunto de soluciones guia (guiding solutions). Por cada par
de soluciones formado por una solucion de iniciacion y una solucién guia el
algoritmo explora un camino entre ambas en el espacio de soluciones. Este
proceso se lleva a cabo introduciendo atributos de la solucién guia en la
solucion inicial. El recorrido se define tomando cada vez el atributo de la
solucion guia que lo hace mas cercano a ella. Posteriormente, el conjunto de
referencia se actualiza con una o mas de las soluciones obtenidas en el

recorrido anterior.

Como se observa, la diferencia entre el reencadenamiento de trayectorias y la
busqueda dispersa reside en la forma de actualizar el conjunto de referencia.
En el caso de los algoritmos de reencadenamiento de trayectorias, solo se
actualiza el conjunto de referencia si una nueva solucion encontrada en el

camino trazado entre un par de soluciones, mejora la peor solucién del
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conjunto. En ese caso, se reemplaza la peor solucion por la solucién

encontrada, manteniendo siempre un conjunto de referencia de tamario fijo.

2.8. ALGORITMOS CONSTRUCTIVOS I: ALGORITMOS
VORACES

2.8.1. Algoritmos voraces simples

Los algoritmos voraces simples (Simple Greedy Algorithms, SGA), también
llamados golosos o miopes, son algoritmos constructivos de busqueda simple
que forman paso a paso la solucion del problema seleccionando
secuencialmente los valores de las variables que producen la mejor solucion
parcial. Asi, un algoritmo voraz comienza estableciendo una solucion parcial
inicial denominada semilla, formada por un subconjunto de variables con
valores asignados. Esta solucion parcial inicial puede incluso ser vacia, es
decir, sin variables asignadas. En cada iteracion se debe asignar valor a una de
las variables no asignadas del problema. Los valores asignables a la variable
en curso que verifican las restricciones del problema respecto a las variables ya
asignadas se llaman valores candidatos. Una vez que se ha obtenido la lista de
valores candidatos para la variable actual se selecciona aquel que produzca
una mejora mas elevada en la calidad de la solucién parcial para esa iteracion.
Cuando un candidato es rechazado, lo es definitivamente, y si es seleccionado,
permanecera en la solucién durante todo el proceso. El algoritmo termina

cuando todas las variables del problema han sido asignadas.

Los métodos voraces reducen dinAmicamente el espacio de soluciones de
forma que cada vez que un candidato es aceptado se elimina toda la region del
espacio correspondiente al resto de los candidatos. El principal inconveniente
es gue en cada iteracidon se selecciona sélo el mejor candidato para la variable
actual lo que puede tener como consecuencia construir en posteriores

iteraciones peores soluciones globales. Esto se conoce como miopia del
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proceso e implica que el algoritmo voraz finaliza en soluciones que son 6ptimos
locales del problema, es decir, no es un algoritmo de gran calidad en cuanto a
optimizacién [BRAS97]. De hecho, la calidad de los algoritmos voraces esta en
relacion con las caracteristicas del problema que se intenta resolver: un
algoritmo voraz puede arrojar muy buenos resultados para determinadas

instancias del problema y no para otras.

Una descripcion detallada de este tipo de algoritmos puede encontrarse en
[CORMO1]. Trabajos como los realizados por: Chand y Scheneeberger
[CHAN98], Gutin, Yeo y Zverovich [GUTI02], Campello y Maculan [CAMP92], y
Tupia [TUPIO1] son algunos ejemplos de aplicaciones de algoritmos voraces
para resolver problemas de optimizacion combinatoria que aparecen en la

literatura.

2.8.2. GRASP

El procedimiento de busqueda voraz aleatoria adaptativa o algoritmo GRASP
(acronimo de Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) es una meta-
heuristica constructiva desarrollada originalmente por T. Feo y M. Resende
[FEO89], [FEO95].

El algoritmo GRASP es un procedimiento multi-arranque en el que cada
arranque se corresponde con una iteracion formada por dos fases claramente

diferenciadas:

= En primer lugar, una fase constructiva que consiste en obtener una
solucion completa mediante un algoritmo voraz modificado. En esta fase,
el algoritmo voraz comienza estableciendo una solucion parcial inicial
denominada semilla, formada por un subconjunto de variables con
valores asignados. En cada paso se debe asignar valor a una de las
variables no asignadas del problema entre un conjunto de candidatos
(valores asignables a la variable en curso que verifican las restricciones
del problema respecto a las variables ya asignadas). Una vez que se ha

obtenido la lista basica de candidatos se debe seleccionar uno de ellos
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para asignarlo a la variable actual, lo que se realiza con un
procedimiento estocastico diferente a la seleccion determinista del
algoritmo voraz estandar. En primer lugar, se ordena la lista basica de
candidatos en funcién del coste que generan en la solucién parcial. A
continuacion, se construye una nueva lista que agrupa a los mejores
candidatos para ser seleccionados o lista RCL (Restricted Candidate
List) aplicando como criterio de restriccion un umbral de coste p dado

por la férmula:

1= Cmin+a-(Cmax — Cmin)

donde Cmin Y Cmax SON los costes minimo y maximo asociados a los
candidatos de la lista base, y a (0<a<1) es un parametro que
determina el tamafio de la lista RCL y que puede variar adaptandose
dinAmicamente en cada arranque del algoritmo. Todos los candidatos de
la lista base con un coste inferior o igual al umbral p se incorporan a la
lista RCL. Una vez que se ha obtenido la lista RCL, el candidato final que
se debe asignar a la variable en curso se selecciona al azar de esta lista.
Como se observa, en el contexto del algoritmo GRASP no se selecciona
el mejor candidato, sino uno de los mejores, lo que permite al algoritmo
en su funcionamiento global superar los 6ptimos locales constructivos.
Este proceso se repite con la siguiente variable por asignar, y la fase

termina cuando todas las variables del problema han sido asignadas.

En segundo lugar, se realiza una fase de mejora, en donde se optimiza
la solucién obtenida en la fase de construccion mediante un algoritmo de
busqueda local estandar. La busqueda local de mejora comienza
tomando como solucién inicial en curso la solucién construida por el
algoritmo voraz. A continuacién se van generando secuencialmente
nuevas soluciones vecinas a la solucién en curso y para cada nueva
solucion generada se comprueba si mejora la calidad frente a la solucion
en curso, de manera que en caso afirmativo la nueva solucidon mejor
pasa a ser la solucion en curso. La mejora termina cuando se ha
explorado totalmente (o con probabilidad cercana a 1) el conjunto de

soluciones vecinas a la actual sin que se produzcan mejoras cualitativas.
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El ciclo se repite hasta satisfacer un criterio de parada, que consiste
normalmente en realizar un numero fijo de iteraciones. La mejor solucion
obtenida entre todas las iteraciones es la que presenta el algoritmo como
resultado final.

Como se ha mencionado, el parametro o determina el tamafio de la lista RCL,
de forma que si aa =0, en la lista RCL sdlo estara el mejor candidato (seleccion
miope pura), mientras que si a =1, en la lista RCL estaran todos los candidatos
base (seleccion aleatoria pura). Existen varias estrategias para elegir el
pardmetro o, que normalmente varia dinamicamente en cada arranque del

algoritmo:

= Seleccionar su valor al azar de acuerdo con una distribucion de

probabilidad uniforme.

= Ajustar su valor de acuerdo con la calidad de las soluciones recientes

obtenidas.

= Comenzar con un valor a=1 (seleccion aleatoria pura) y reducirlo
linealmente en cada arranque del algoritmo hasta llegar al valor a=0

(seleccion miope pura) en el dltimo arranque.

Algunas aplicaciones de la meta-heuristica GRASP a diferentes problemas de

optimizacién combinatoria se recogen en [FEST02], [RESEO03].

2.9. ALGORITMOS CONSTRUCTIVOS II: OPTIMIZACION POR
COLONIA DE HORMIGAS

Con unos principios similares a los de la optimizacién por inteligencia colectiva
(de hecho, mucho autores clasifican esta meta-heuristica en ese grupo), pero
bajo una filosofia constructiva, Dorigo, Maniezzo y Colorni [DORI96] plantean
un algoritmo poblacional constructivo de optimizacién llamado optimizacién por
colonia de hormigas (Ant Colony Optimization, ACO). Se inspira en el

experimento con hormigas reales de Goss en el que se muestra la capacidad
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que tienen las hormigas para encontrar el camino mas corto de ida y vuelta
entre el hormiguero y las fuentes de alimento. En un principio las hormigas se
mueven de forma aleatoria, pero segun pasa el tiempo la mayoria de las
hormigas selecciona el camino mas corto. Este comportamiento se produce
gracias al mecanismo de transmision de informacion propio de las hormigas.
En efecto, cuando una hormiga encuentra comida, regresa al hormiguero
dejando un rastro de una sustancia quimica denominada feromona. Asi,
cuando una hormiga intenta encontrar alimento sigue la ruta que contiene el
rastro mas fuerte de feromonas dejado por otras hormigas, y si encuentra la
comida, de vuelta al hormiguero provoca a su vez un aumento del nivel de
feromonas en ese camino, reforzandolo. Por tanto, la probabilidad que tiene
una hormiga de escoger un camino crece en funcién del numero de hormigas
qgue lo hayan escogido previamente. En funcién del tiempo transcurrido, el
rastro de feromonas empieza a evaporarse y, por lo tanto, se reduce la
atraccion de las feromonas. La densidad de feromonas es mas intensa en
recorridos cortos puesto que su uso es mas frecuente. La evaporaciéon de
feromonas tiene la ventaja de eludir que los caminos escogidos por la primera
hormiga resulten demasiado atractivos para el resto evitando que el espacio de

blusqueda sea limitado.

La optimizacion basada en colonias de hormigas es un procedimiento multi-
arranque en el que se usan estrategias analogas al comportamiento de las
colonias de hormigas en busca de alimento en la vida real. En cada arranque o
iteracion global, se parte de una poblacién o colonia inicial de hormigas
artificiales. Cada hormiga artificial es un agente computacional simple que debe
construir una solucién del problema mediante la utilizacion de feromonas
artificiales. Las hormigas artificiales comienzan el proceso saliendo de la
colonia, lo que equivale a partir de una solucién parcial del problema o solucién
semilla, que incluso puede ser vacia. En cada paso de la construccion de la
solucion completa la hormiga artificial debe hacer un desplazamiento simple, lo
gue significa asignar valor a una de las variables no asignadas del problema.
Obviamente, los valores asignables a la variable en curso seran aquellos que
verifican las restricciones del problema respecto a las variables ya asignadas.

El criterio de decisiébn de una hormiga para desplazarse esta basado en una
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funcidn estocastica que depende de la cantidad de feromonas artificiales que
haya en el camino y del objetivo de optimizacion. Tras cada iteracion global
debe actualizarse el nivel de feromona, mediante un proceso denominado
evaporacion. En [DORI97], [STUTOO] se puede obtener informacion sobre la
forma de actualizar el nivel de feromonas. La evaporacion de feromona evita
que el algoritmo converja demasiado rapidamente posibilitando la exploracion
de nuevas areas de busqueda. Tras actualizarse el nivel de feromonas
comienza una nueva iteracion global. La solucion al problema de optimizacion

es la mejor solucion encontrada en todas las iteraciones ejecutadas.

Los algoritmos de colonias de hormigas tienen una naturaleza discreta, lo cual
los hace muy interesantes para la resolucion de problemas de optimizacion
combinatoria. El primer algoritmo bésico de hormigas desarrollado, el Ant
System [DORI91], [COLO91], [COLO92], tuvo su primera aplicaciéon en la
solucion del problema del viajante comercial. En estos primeros trabajos ya se
proponen variaciones al concepto de feromona, derivdndose tres algoritmos del
Ant System: el Ant Quantity, el Ant Density y el Ant Cycle. Otros problemas
solucionados por medio del Ant System son la version asimétrica del TSP, el
problema de la asignacion cuadratica y el problema de la programacion de
produccién discreta [DORI96].

Otros algoritmos de colonias de hormigas son: el ANT-Q, presentado por
Gambardella y Dorigo [GARB95]; Ant Colony System, propuesto por Dorigo y
Gambardella [DORI97]; el min—max Ant System, propuesto por Stiitzle y Hoos
[STUTOO]; el Rank Based Ant System, presentado por Bullnheimer [BULL97]; el
Best—Worst Ant System, desarrollado por Cordon [CORDOQ]. Otras variaciones
en el concepto de la actualizacion de la feromona se pueden encontrar en
Meuleau y Dorigo [MEULOOQ].
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Capitulo 3: Recocido Simulado

“Un hombre con una nueva idea es

un loco hasta que ésta triunfa”

Mark Twain
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3. Recocido Simulado

3.1. INTRODUCCION AL ALGORITMO RECOCIDO SIMULADO

El recocido simulado (Simulated Annealing, SA) es uno de los mas
significativos algoritmos generales de optimizacion combinatoria existentes.
Pertenece al grupo de los algoritmos transformativos de busqueda simple, es
decir, algoritmos que toman como base procedimental la blusqueda local. Este
algoritmo puede verse como una variante de la meta-heuristica de busqueda
local, en la que se incorpora un criterio estocastico de aceptacién de soluciones
de peor calidad respecto a la solucién en curso, con el fin de evitar que el
algoritmo quede atrapado prematuramente en 6ptimos locales. Sin embargo, el
criterio estocastico no es ciego o arbitrario, sino que se inspira en la fisica de
los sistemas sometidos a una fuente de calor, concretamente en el proceso de
enfriamiento de los metales (recocido) empleado en la industria metallrgica

como tratamiento para conseguir ciertas propiedades en el metal.

Para proceder al estudio del recocido simulado, se presentan a continuacion

los fundamentos fisicos y se describe detalladamente este algoritmo heuristico.
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3.1.1. Fundamentos fisicos del recocido simulado

En la primera mitad de la década de los ochenta, Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi
[KIRK83], e independientemente Cerny [CERNS85], introdujeron el concepto del
recocido simulado en el campo de la optimizacién combinatoria. Este concepto
se basa en la fuerte analogia que puede establecerse entre la evolucién de un
sistema fisico sometido a una fuente de calor y la resolucién de grandes
problemas de optimizacibn combinatoria. En los parrafos siguientes se
desarrollan — de forma intuitiva — algunos conceptos basicos que constituyen el
fundamento del recocido simulado y que permiten comprender correctamente

dicha analogia.

La mecéanica estadistica es una rama de la fisica que estudia los sistemas
formados por un nimero tan elevado de particulas que el comportamiento del
sistema no puede determinarse evaluando la contribucion de cada particula por
separado. En lugar de esto, se asume que el sistema fisico es compatible con
una poblacion estadistica cuyos parametros coinciden con los parametros
observables del sistema fisico. De esta forma, puede determinarse, por

ejemplo, la energia media del sistema a partir de la media estadistica de las

energias de las particulas constituyentes. Si P; es la probabilidad de que una

particula i tenga la energia E;, entonces la energia media del sistema es:

E=ZHE
|

Una clase muy importante de este tipo de sistemas fisicos es la formada por los
gue estan en contacto con una fuente de calor. Las fuentes de calor se
caracterizan porque toda interaccion con el sistema en cuestibn da lugar
anicamente a cambios infinitesimales en las propiedades de la fuente, mientras
qgue el sistema puede sufrir cambios de importancia hasta que se alcance el
equilibrio térmico, el cual viene determinado por la denominada distribucién de

Boltzmann [TODA83]. Esta distribucién proporciona la probabilidad de que el
sistema fisico se halle en un estado i con una energia E; a la temperatura

absoluta T, y viene dada por la expresion:
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—E,
kgT

e

Z(T)

P31,T)=

donde:
= Kp es una constante fisica conocida como constante de Boltzmann,

—E;
T

= el factor exponencial e¥8T se denomina factor de Boltzmann, y

= Z(T) es la funcion de particion, definida como:

-E;

2(T)=ye'e"
|

donde el sumatorio se extiende sobre el conjunto de estados del

sistema.

En la fisica de la materia condensada, el recocido (annealing) es un proceso
térmico destinado a obtener estados de baja energia en un sélido sometido a
una fuente de calor. Este proceso consiste fundamentalmente en los dos pasos

siguientes:

* Incrementar la temperatura de la fuente de calor hasta el punto de fusién
del solido, momento en el que las particulas del mismo se disponen

aleatoriamente.

= Decrementar paulatinamente la temperatura de la fuente a fin de que las
particulas del sdélido se organicen en una estructura cristalina que

representa el estado de minima energia del solido.

El estado de minima energia se obtiene sélo si la fase de enfriamiento se
realiza suficientemente despacio. En caso contrario, las particulas del sdlido se
disponen en estructura amorfa resultando un estado estable de alta energia en
lugar del deseado de minima energia. En otras palabras, se alcanza un minimo

local, pero no global.
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El proceso del recocido puede modelizarse con éxito mediante métodos de
simulacion por computador. Ya en 1953, N. Metropolis, A. Rosenbluth, M.
Rosenbluth, A. Teller y E. Teller [METR53] desarrollaron un sencillo algoritmo
basado en la mecanica estadistica para simular la evolucion de un solido
sometido a una fuente de calor. Este algoritmo utiliza técnicas de Monte Carlo,
y genera una secuencia de L transiciones de estado del sdlido para una
temperatura dada T, hasta alcanzar el estado de equilibrio térmico. Cada una

de las transiciones de estado se realiza de la siguiente forma. Dado un estado
actual i del soélido con energia E;, se aplica un mecanismo de perturbacién que

produce un pequefio cambio — por ejemplo, el desplazamiento de una particula

—, en el estado actual i, para generar un nuevo estado j del sdlido. Si la energia
E; del nuevo estado es menor que la del estado actual Ej, entonces se
acepta el estado j como el estado actual del sélido. En caso contrario, el estado

j se acepta como estado actual con una probabilidad dada por la expresion:

Ei -E;
keT

e

donde;
= Kpges la constante de Boltzmann, y

= T es latemperatura absoluta de la fuente de calor.

La regla de transicién de estados descrita se denomina criterio de Metropolis, y
el algoritmo en conjunto se llama algoritmo de Metropolis. Si se aplica el
algoritmo de Metropolis en la simulacién del proceso de enfriamiento del sélido,
éste alcanzara el estado de minima energia, bajo el supuesto de que para cada

valor de la temperatura se consigue el equilibrio térmico.

3.1.2. Algoritmo del recocido simulado

El recocido simulado es una variante estocastica de la busqueda local basada
en el algoritmo de Metropolis para simulacion de sistemas fisicos sometidos a

una fuente de calor. La analogia que se establece entre un problema de
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optimizaciéon combinatoria y un sistema fisico de multiples particulas, viene

dada por las siguientes equivalencias:

= Las soluciones del problema de optimizacion combinatoria son

equivalentes a los estados del sistema fisico.
= El coste de una solucion es equivalente a la energia de un estado.

= La temperatura del sistema fisico se considera en el problema de

optimizacion combinatoria como un parametro de control T > 0.

El algoritmo del recocido simulado puede verse ahora como una iteracion del

algoritmo de Metropolis para valores decrecientes del pardmetro de control T.

Algoritmo (Recocido simulado). Dado un problema de optimizacion

combinatoria (X,S,f,R), la estructura basica del algoritmo es la siguiente:

1. Se establece como soluciéon inicial en curso una solucidbn candidata

viable elegida al azar, X = Xg.

2. Se almacena la solucién en curso x como mejor solucién obtenida hasta

el momento por el algoritmo, Xgpt =X .

3. Se inicializa la temperatura o parametro de control, T =Ty, asi como el
contador de transiciones de estado para cada valor de temperatura,

t:=0.

4. Mediante una funcion generatriz aleatoria de soluciones vecinas viables

g, se obtiene a partir de x una nueva solucién candidata y, y :=g(x).

5. Si la nueva solucién generada y es de mejor calidad que la actual x,

f(y)<f(x) en caso de minimizacion o f(y)>f(x) en caso de

maximizacion, entonces la nueva soluciéon y pasa a ser la solucion en

curso, x =y . En este caso, si la nueva solucién en curso x es de mejor
calidad que la mejor solucion X Obtenida hasta el momento por el

algoritmo, f(x)<f(x0pt) en caso de minimizacion o f(x)>f(x0pt) en

caso de maximizacion, entonces se almacena como tal, Xqp¢ = X . Por el
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contrario, si la nueva solucién generada y es de peor calidad que la
actual x, y se cumple:

—[f(x)-f(y)

e T >random[0]
se acepta igualmente y como solucién en curso, x =y .

6. Se incrementa el contador de transiciones de estado, t:=t +1.

7. Si el numero t de transiciones de estado (pasos 4-6) efectuadas para el
valor actual de la temperatura es igual a un limite L, se decrementa el
valor de la temperatura, T =T —AT, y se reinicializa el contador de

transiciones de estado para cada temperatura, t:=0.

8. Si no se cumple el criterio de terminacion del algoritmo, se repiten de
nuevo los pasos 4-7. En caso contrario, el algoritmo termina, siendo la
solucion del problema la mejor solucion actual obtenida por el algoritmo,

Xopt.

El criterio de terminacion consiste en llegar a un limite maximo de transiciones
de estado o iteraciones sin cambios en la solucion en curso x. En general, este
limite maximo de iteraciones debe implicar (con probabilidad cercana a 1) que
en el recorrido aleatorio se han explorado todas las soluciones vecinas a la

solucion en curso.

La caracteristica mas importante del algoritmo del recocido simulado es que,
ademas de aceptar transiciones que suponen una mejora en el coste de la
solucién, también permite aceptar, hasta un cierto limite, transiciones que
suponen una pérdida de calidad de la solucién. La probabilidad de aceptar
transiciones con pérdida de calidad se implementa comparando el valor de la

expresion:

—[f(x)-f(y)

e T

con un numero aleatorio generado a partir de una distribucion uniforme sobre el
intervalo [0,1]. Inicialmente, para valores grandes de la temperatura T, se

aceptan grandes pérdidas de calidad de la solucién. Al decrecer T, sélo se
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aceptan pérdidas de calidad mas pequefas. Finalmente, cuando la temperatura
se aproxima a cero, no se acepta ninguna pérdida de calidad. Es decir, en este
punto el recocido simulado se comporta igual que la busqueda local. Esta
caracteristica significa que el algoritmo del recocido simulado puede escapar
de los minimos locales, aceptando transiciones intermedias hacia soluciones

de mayor coste en beneficio de una mejor solucién final.

En virtud de la analogia con el algoritmo de Metropolis (simulacién del proceso
fisico del recocido), el algoritmo del recocido simulado debe converger
asintoticamente hacia el conjunto de soluciones 6ptimas globales del problema.
No obstante, para garantizar esta convergencia asintotica es necesaria la
existencia de una Unica distribucién estacionaria para el algoritmo del recocido
simulado, equivalente a la existencia de la distribucion de Boltzmann de
equilibrio térmico en mecanica estadistica. E. Aarts y J. Korst proporcionan una
demostracion completa de esta conjetura en su libro Simulated Annealing and
Boltzmann Machines: A Stochastic Approach to Combinatorial Optimization and
Neural Computing [AART89], utilizando para ello un formalismo matematico del
algoritmo del recocido simulado basado en la teoria de las cadenas de Markov.
Asimismo, se proporcionan las condiciones suficientes de convergencia
asintotica del recocido simulado hacia el conjunto de soluciones o6ptimas
globales del problema [AART89]. Igualmente, otros autores han demostrado
condiciones similares de convergencia asintdtica del recocido simulado
[GEMA84], [MITR86], mientras que Hajek ha proporcionado condiciones
necesarias y suficientes [HAJE88]. Esencialmente, la condicion de
convergencia al 6ptimo global establece que la temperatura T del sistema debe

decrecer de manera logaritmica de acuerdo con la ecuacion:

To

Ty=———
1+In(1+k)

donde k =0, 1,...,n indica el ciclo de temperatura. Sin embargo, esta funcion de
enfriamiento del sistema requiere unos tiempos de computacion prohibitivos,
por lo que es necesario plantear métodos de decremento de la temperatura
mas rapidos (programas de enfriamiento) que permitan usar el recocido

simulado como algoritmo de optimizacion aproximada.
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La implementacion practica del algoritmo del recocido simulado puede
realizarse generando una secuencia finita de valores decrecientes de la
temperatura T, y un namero finito L de transiciones de estado para cada valor
de la temperatura. Para ello debe especificarse un programa de enfriamiento, o

conjunto de parametros cuyo objetivo es controlar la evolucion del algoritmo.

El siguiente programa de enfriamiento usado frecuentemente en la literatura fue
propuesto por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83], y se compone de tres
parametros. Los dos primeros especifican la secuencia finita de valores de la
temperatura, y el dltimo indica el numero finito de transiciones de estado para

cada valor de la misma:

= Valor inicial de la temperatura,Tg. Este valor inicial de la temperatura

debe ser suficientemente elevado como para que se acepte con una
cierta probabilidad cercana a 1 cualquier nueva solucion generada en

una transiciéon de estado.

= Funcién de decremento de la temperatura. Generalmente, se utiliza una

funcion de decremento exponencial de la forma Ty =Ty -aX, donde a es

una constante un poco menor que la unidad. Los valores usuales de a

oscilan entre 0,8 y 0,99.

= Numero de transiciones de estado, L, para cada valor de la temperatura.
Intuitivamente, el nimero de transiciones para cada temperatura debe
ser suficientemente grande como para que, Si no se aceptasen cambios
de solucién, pudiera recorrerse con una probabilidad cercana a 1 todo el

conjunto de soluciones vecinas viables a la solucién en curso.

Respecto a la temperatura inicial Tgp, en la practica puede determinarse

mediante el siguiente algoritmo:

Algoritmo (Calculo de la temperatura inicial en el recocido simulado):
Dado un problema de optimizacion combinatoria (X,S,f,R), el calculo de la
temperatura inicial To en el recocido simulado se realiza mediante el siguiente

procedimiento:
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1. Se elige al azar una solucion candidata viable, x = Xg.

2. Se inicializa la temperatura o parametro de control T con un valor

[f -y )

positivo ¢ para el cual la funcion de Boltzmann e T tome valores
inferiores a 0'5 (lo que supone rechazar frecuentemente las soluciones
de peor calidad), T :=¢. Por ejemplo, ¢ puede ser el valor absoluto de la
diferencia entre el coste de dos soluciones candidatas viables elegidas

al azar, de modo que:
—[f(x)-F(y)
e T —el=x0368

3. Se inicializa el contador de transiciones de estado para cada valor de
temperatura, t:=0, asi como el contador de transiciones de estado

aceptadas que supongan deterioro de calidad, t":=0.
4. Mediante una funcion generatriz aleatoria de soluciones vecinas viables
g, se obtiene a partir de x una nueva solucién candidata y, y :=g(x),

repitiéndose este paso hasta que la nueva solucién generada y sea de
peor calidad que la actual x, f(y)>f(x) en caso de minimizacién o

f(y) <f(x) en caso de maximizacion.

5. Si se cumple:

()~ (y)

e T > random[0]

se incrementa el contador de transiciones de estado aceptadas,
t"=t"+1.

6. Se incrementa el contador de transiciones de estado, t .=t +1.

7. Si t <10, se repiten los pasos 4-6.

8. Si t'<t, se incrementa la temperatura multiplicandola por un factor
mayor que la unidad, T :=pT, siendo usualmente 11<p<15, y se

repiten los pasos 3-7. En caso contrario, el algoritmo termina, siendo la

temperatura inicial apropiada para el recocido simulado igual a la

temperatura T alcanzada en el proceso, Tg =T .
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En la analogia con el sistema fisico, este algoritmo coincide con el
calentamiento del sélido hasta el punto de fusion, en el que todas las particulas

del mismo se disponen al azar.

Otro método para calcular la temperatura inicial Tg de forma mas directa — pero

que requiere un conocimiento especifico del problema de optimizacion a

resolver —, consiste en despejar Tg en la ecuacion:

sup Af
e 0 =P(y)

es decir,

SUpPAf

0 =T {ori)

In(P(y))

donde P(y)es una probabilidad de aceptacion de soluciones peores cercana a

la unidad (por ejemplo, 0.95), y sup Af es una cota superior del incremento

medio de coste entre soluciones factibles del problema.

Respecto a la funcion de decremento de la temperatura, puede decirse que ha
sido objeto de estudio en numerosos trabajos de investigacion [LAAR87],
[DOWSO01], [LUKEY5], [LOCAOQQ], y es el interés principal de la comparativa

desarrollada a continuacion.

3.2. PROGRAMAS DE ENFRIAMIENTO

El recocido simulado es una de las mas importantes meta-heuristicas, siendo
bien conocidas sus propiedades de convergencia hacia soluciones de alta
calidad, aunque con un elevado coste computacional. Esto ha dado origen a
numerosos trabajos de investigacion sobre aceleracion de la convergencia del
algoritmo, especialmente en el tratamiento del parametro de temperatura,
mediante lo que se conoce como programas o estrategias de enfriamiento. En

este apartado se describen diferentes programas de enfriamiento: cuatro de
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enfriamiento monotono multiplicativo, cuatro de enfriamiento monétono aditivo,
y uno de enfriamiento no monoétono adaptativo [DIAZ08]. Todos ellos se
componen al menos de los tres parametros planteados en el programa de

Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi:

= Temperatura inicial T,

= funcion de decremento de la temperatura, y

= numero L de transiciones de estado para cada valor de la temperatura.

La temperatura inicial y el nUmero de transiciones de estado se calculan de la
misma forma en todos los casos, siendo el modo de reducir la temperatura del

sistema lo que diferencia a los distintos programas de enfriamiento.

3.2.1. Enfriamiento mondétono multiplicativo

En el enfriamiento mondtono multiplicativo, la temperatura T del sistema en el

ciclo k se calcula multiplicando la temperatura inicial Tg por un factor

decreciente con respecto al ciclo k. Se consideran cuatro variantes:

= Enfriamiento multiplicativo exponencial, propuesto por Kirkpatrick, Gelatt
y Vecchi [KIRK83], y utilizado como referencia en la comparacion entre

los distintos criterios de enfriamiento. La reduccion de la temperatura se

realiza multiplicando la temperatura inicial Tg por un factor decreciente

exponencial respecto al ciclo de temperatura k:

Ty =To -0

donde 08<a<099. La curva de decrecimiento de la temperatura se
caracteriza por una pendiente negativa pronunciada en los primeros
ciclos de procesamiento, pero que se va suavizando progresivamente

segun disminuye la temperatura (figura 3.1).
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0 n K

Figura 3.1: Curva de enfriamiento multiplicativo exponencial, T, =Ty Lk

= Enfriamiento multiplicativo logaritmico, basado en la condicion de
convergencia asintética del recocido simulado [AART89], pero que
incorpora un factor o de aceleracion del enfriamiento que posibilita su
uso en la préactica. La reduccibn de la temperatura se realiza

multiplicando la temperatura inicial Tg por un factor decreciente

inversamente proporcional al logaritmo natural del ciclo de temperatura
k:

To

Ty=—""-"-——
1+ aln(1+k)

donde a>1. La curva de decrecimiento de la temperatura se caracteriza
por una pendiente negativa muy pronunciada en los primeros ciclos de
procesamiento, que se va suavizando muy rapidamente segun se reduce

la temperatura (figura 3.2).
AT

To

Figura 3.2: Curva de enfriamiento multiplicativo logaritmico, Ty =————
1+aln@+k)
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» Enfriamiento multiplicativo lineal. La reduccion de la temperatura se

realiza multiplicando la temperatura inicial Tg por un factor decreciente

inversamente proporcional al ciclo de temperatura k:

_To
1+ ak

Tk

donde a>0. La curva de decrecimiento de la temperatura posee una
forma similar a la multiplicativa logaritmica, pero con pendiente menos

pronunciada al principio y menos suave al final (figura 3.3).

AT

To

Figura 3.3: Curva de enfriamiento multiplicativo lineal, Ty = Tk
+a

= Enfriamiento multiplicativo cuadratico. La reduccién de la temperatura se

realiza multiplicando la temperatura inicial Tg por un factor decreciente

inversamente proporcional al cuadrado del ciclo de temperatura k:

To

Ty=—0_
1+ ak?

donde a>0. La curva de decrecimiento de la temperatura posee forma
sigmoidal irregular con un arco convexo hacia abajo muy amplio (figura

3.4).
) AT

To

Figura 3.4: Curva de enfriamiento multiplicativo cuadrético, Ty = —
1+ ok
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3.2.2. Enfriamiento mono6tono aditivo

En el enfriamiento mondtono aditivo se deben considerar dos parametros

adicionales: el nimero n de ciclos de enfriamiento a realizar, y la temperatura
final del sistema T, . En este tipo de enfriamiento la temperatura T del sistema

en el ciclo k se calcula sumando a la temperatura final T,, un término

decreciente con respecto al ciclo k. Se consideran cuatro variantes, basadas en

las férmulas propuestas por B.T. Luke [LUKEO5]:

= Enfriamiento aditivo lineal. La reduccion de la temperatura se realiza
sumando a la temperatura final T, un término decreciente lineal

respecto al ciclo de temperatura k:

n-k
Tk =Th "‘(TO —Th {Tj

De esta manera, para k=0 es Ty =T, +(TO -Th )(l):TO, y para k=n

es Tk :Tn+(TO—Tn)(O):Tn. La curva de decrecimiento de la

temperatura es una linea recta de pendiente negativa constante (figura
3.5).
AT

Figura 3.5: Curva de enfriamiento aditivo lineal, Ty =T, +(To -T,, {ﬂj
n

= Enfriamiento aditivo cuadratico. La reduccion de la temperatura se
realiza sumando a la temperatura final T, un término decreciente

cuadratico respecto al ciclo de temperatura k:
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n-k 2
Tx =Th "‘(TO -Th {Tj

De esta manera, para k=0 es Ty =T, +(To =Ty X1)? =Tg., y para k =n

es Ty =Tn+(T0 —Tn)(O)2 =T,. La curva de decrecimiento de la

temperatura se caracteriza por una pendiente negativa pronunciada en
los primeros ciclos de procesamiento, pero que se va suavizando
progresivamente segun se reduce la temperatura (figura 3.6).

AT

0 n=k

Figura 3.6: Curva de enfriamiento aditivo cuadratico,

n-k 2
Tx =Th +(TO _Tn{ j
n

Enfriamiento aditivo exponencial. La reduccion de la temperatura se
realiza sumando a la temperatura final T, un término decreciente

inversamente proporcional a la exponencial natural respecto al ciclo de

temperatura k:

1
T =Tn +(To - Ty ( )
1ren k2"
De esta manera, para k=0 es T, =T, +(T0 -Th )(l_);TO, y para k=n

es Ty =Tn+(T0 —Tn)(0+)zTn. La curva de decrecimiento de la

temperatura se caracteriza por su forma sigmoidal pronunciada, de
pendiente muy suave al comienzo y al final del procesamiento y

pronunciada en su punto central (figura 3.7).
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0 n=k

Figura 3.7: Curva de enfriamiento aditivo exponencial,

1

T =Tn +(To - Th 01
1 2

+en

= Enfriamiento aditivo trigonométrico. La reduccion de la temperatura se
realiza sumando a la temperatura final T, un término decreciente

proporcional al coseno del ciclo de temperatura k:
1 kTE

T =T +§(T0 ~Tp, ) 1+cos —

n

De esta manera, para k=0 es T, =T, +%(T0 T X1+1) =Ty, y para

k=n es Ty =T, +2(To ~Th X1-1) =T, La curva de decrecimiento de la
temperatura se caracteriza por su forma sigmoidal suave (figura 3.8).

T

A

v
=~

Figura 3.8: Curva de enfriamiento aditivo trigopnométrico,

Ty =Th +%(T0 -T )(1+ cos(@D

n
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3.2.3. Enfriamiento no monoétono adaptativo

En el enfriamiento no monétono adaptativo, la temperatura T del sistema en
cada transicion de estado se calcula multiplicando el valor de temperatura Ty
obtenido mediante cualquiera de los criterios precedentes por un factor
adaptativo u basado en la diferencia en valor absoluto entre el objetivo de la
solucién en curso, f(x), y el mejor objetivo conseguido hasta el momento por el

algoritmo, denotado f*:

Luego:

T =uTy = (1+ F()]f()—x_)quk

Como puede observarse, se verifica que 1<u<2, siendo tanto mayor la

temperatura — y con ello mayores los incrementos de energia permitidos —
cuanto mayor sea la distancia de la solucion actual a la mejor solucién obtenida
hasta el momento. Por tanto, se trata de un criterio de reduccién de la
temperatura T que se comporta de forma no monoétona. Es decir, en cada
transicion de estado la temperatura T toma un valor que puede ser mayor o
menor que el valor alcanzado por T en la transicion anterior, si bien la
tendencia de T es decreciente y se aproxima a cero al final del proceso de
célculo, por ser T decreciente y con limite cero. Este método de reduccion de
la temperatura es una modificacion del propuesto por M. Locatelli [LOCAOQQ], y
como se ha mencionado, se puede utilizar combinandolo con cualquiera de los
criterios anteriores en el calculo de Ty . En la comparativa se ha utilizado como
método complementario el enfriamiento multiplicativo exponencial estandar. En

este caso, la curva de enfriamiento se caracteriza por un comportamiento

oscilante aleatorio comprendido entre la curva exponencial definida por Ty y su

duplo ZTy (figura 3.9).
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Figura 3.9: Curva de enfriamiento no monétono adaptativo

( |f(x)—f*|JT .
T =1+ —7— [Tk, combinado con el

f(x)

enfriamientomultiplicativo exponencial, Ty =Ty -aX

3.3. COMPARATIVA DE PROGRAMAS DE ENFRIAMIENTO DEL
RECOCIDO SIMULADO

Para completar el estudio bésico del algoritmo del recocido simulado se va a
realizar a continuacion una prueba comparativa de los nueve programas de
enfriamiento presentados en el apartado anterior. Esta comparativa toma como
base un conjunto de pruebas que se han obtenido ejecutando el algoritmo del
recocido simulado con cada programa de enfriamiento un total de 100 veces
sobre dos problemas clasicos de optimizacion combinatoria utilizados como
"benchmarking", un problema de planificacién de rutas y otro de configuracion,
considerando para cada problema dos instancias reales. En la comparativa se
realiza un analisis estadistico de los resultados tanto respecto a la calidad de
las soluciones obtenidas como respecto a la convergencia temporal del

algoritmo.

Los problemas de optimizacibn combinatoria utilizados en las pruebas del

algoritmo con las diferentes estrategias de enfriamiento son:

= el problema del viajante comercial y

= el problema de la asignacion cuadréatica
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Se dan las pautas para la correcta eleccion de los parametros de enfriamiento y

se realiza el analisis de los resultados obtenidos en las pruebas.

3.3.1. Descripcion de los problemas de optimizacion

combinatoria

Problema del Viajante Comercial. El problema del viajante comercial
(Travelling Salesman Problem, TSP) consiste en encontrar la ruta mas corta de
recorrido ciclico de n ciudades de forma que cada ciudad se visite una sola vez.
Formalmente, el problema puede describirse mediante la cuadrupla (X,S,f,R),

donde:

= X ={Xg,..., X}, €s el conjunto de variables del problema, en el que cada

variable x; representa la posicion i de la ruta a recorrer. El dominio finito

comun para las n variables es D ={1,2,..., n}, que representa al conjunto

de las n ciudades a visitar.

= S=D", es el espacio de soluciones del problema, de tamafo

#S =#D" =n". Una solucién arbitraria del problema se representa

mediante un vector x = (xy,...,xp)€S.

= f:S—>R, es la funcidn objetivo a minimizar, o distancia de recorrido

ciclico de las n ciudades, determinada por:

f(x)=F(Xg,...Xp ) = Zd(xi’x(imodn)ﬂ)
i—1

donde d(xi ,Xj) es la distancia existente entre las ciudades x; y X;.
* R=1{r,. I}, es el conjunto de restricciones:
r:x;=1
evie{l.,i-:x #x; (i=2..,n)

La circularidad de la ruta buscada permite fijar la primera variable x; con

la ciudad 1 (restriccion ri), y asignar libremente las restantes ciudades 2
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a n a las variables x; a x,, teniendo en cuenta que no puede repetirse
ninguna ciudad en la ruta (restricciones r, a rp). Por tanto, las soluciones
viables son permutaciones de las n ciudades con la ciudad 1 como
primera ciudad a visitar. Asi, dada una ruta X que verifique las
restricciones, cualquier otra ruta ciclica que pase por las n ciudades en
igual orden (y por tanto con igual valor objetivo asociado) serd una

rotacion de x.

Nota: La rutas correspondientes en orden inverso se consideran aqui

diferentes, aunque el valor objetivo asociado sea el mismo.

El objetivo del problema consiste en encontrar una solucion,

Sopt = (S1,--+Sn) €S, que minimice globalmente la funcién objetivo f, de tal

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables.

El espacio de soluciones viables es el conjunto de las permutaciones circulares

de n ciudades: S” =1{x =(1Xg,, Xn) €S| Vi € {200 N}, V] € fL i ~Ti x; %X |,

de tamafio #S = (n=1!.

La funcién generatriz de soluciones vecinas viables g utilizada en este caso
para el TSP es la correspondiente a la estructura de 2-proximidad, es decir, se
trata de la funcion que asocia cada solucién X €S con una solucién aleatoria y
que difiere de x en el valor de dos variables como méaximo. Dado que las
soluciones candidatas viables del problema son permutaciones de las n
ciudades, la funcién generatriz obtiene las soluciones por intercambio de los
valores de dos variables elegidas al azar. De acuerdo con esto, el tamafio del
conjunto de soluciones candidatas viables vecinas a una dada se calcula como
el numero de selecciones de 2 variables no necesariamente distintas tomadas
del total de n variables del problema, lo que es igual al numero de

combinaciones con repeticién de n objetos tomados en grupos de dos:
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CR(n2) = n(n+1)

Para realizar las pruebas de evaluacion del algoritmo, se han utilizado dos

instancias de la version euclidea del TSP:

Problema del viajante sobre un recorrido formado por las 47 capitales de
provincia espafolas peninsulares, siendo la distancia minima entre dos
ciudades de 47 km (Valladolid-Palencia), y la distancia maxima de 1384

km (Gerona-Cadiz).

Problema del viajante sobre un recorrido formado por 80 ciudades
europeas, siendo la distancia minima entre dos ciudades de 6 km
(Tallinn-Helsinki), y la distancia maxima de 5462 km (Tromso-Faro). Aqui
las distancias utilizadas corresponden al camino mas corto entre cada
par de ciudades, pero con posibilidad de cruzar zonas maritimas (Canal
de la Mancha, Mar Baltico) transportando el automévil en ferry o similar.
En estas situaciones no se tiene en cuenta la parte del trayecto realizada

por mar.

Problema de la Asignacion Cuadratica. El problema de la asignacion

cuadratica (Quadratic Assignment Problem, QAP) consiste en la ubicacion

de n plantas industriales en n lugares posibles, teniendo en cuenta que

entre cada dos plantas existe un flujo de transporte de materiales w; con un

coste directamente proporcional a la distancia entre los lugares en que se

hallen las plantas, de forma que se minimice el coste total del transporte de

materiales entre las plantas. Formalmente, el problema puede describirse

mediante la cuadrupla (X,S,f,R), donde:

X = {X1,..., X }, €S €l conjunto de variables del problema, en el que cada

variable x; representa la planta industrial nimero i a ubicar. EI dominio
finito comun para las n variables es el conjunto de los n lugares donde

se deben ubicar las plantas D ={1,2,...,n}.
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= S=D", es el espacio de soluciones del problema, de tamafio

#S=#D" =n". Una solucion arbitraria del problema se representa

mediante un vector X =(Xg,...,Xp ) €S.

= f:S—>R, eslafuncién objetivo a minimizar, o coste total del transporte

de materiales entre las plantas, determinada por:

f(x) :f(Xl,...,Xn)= i iwijd(xi ’Xj)

i=1j=1

donde d(xi ,Xj) es la distancia existente entre los lugares X; y X;, y wj, con

i,je{d...,n}, es la cantidad de material que debe transportarse de la

planta nimero i a la planta ndmero j. Intuitivamente, esta funcion de
coste favorece la ubicacién cercana de plantas entre las que exista un

alto flujo de materiales.

= R={4,...rn_1}, €s el conjunto de restricciones:
:Vie{l.,i}ixj#x (i=1.,n-1)

Las restricciones r; a r,-1 que relacionan las variables x; a x, aseguran

gue cada lugar es asignado una sola vez.

El objetivo del problema consiste en encontrar una solucion,

Sopt =(S1-Sn) €S, que minimice globalmente la funcién objetivo f, de tal

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables.

El espacio de soluciones viables es el conjunto
S" = { = (X, X2, Xn) €S | Vi € {Loy N =1,V €{L..., 1} 1 X141 # X |, formado por
las permutaciones de los n lugares, siendo el tamafio de dicho espacio de

- - *
soluciones viables #S =n!.
La funcion generatriz aleatoria de soluciones vecinas viables g utilizada en este
caso en el QAP es la correspondiente a la estructura de 2-proximidad, es decir,

se trata de la funcion que asocia cada solucion X €S con una solucion

aleatoria y que difiere de x en el valor de dos variables como méaximo. Dado
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gue las soluciones candidatas viables del problema son permutaciones de los n
lugares sobre las n plantas, la funcidon generatriz obtiene las soluciones
tomando dos variables (plantas) cualesquiera e intercambiando sus valores. De
acuerdo con esto, el tamafio del conjunto de soluciones candidatas viables a
una dada se calcula como el nimero de selecciones de 2 variables no
necesariamente distintas tomadas del total de n variables, que es igual al
namero de combinaciones con repeticion de n objetos tomados en grupos de
dos:

CR(n2)= NN+Y

Para realizar las pruebas de evaluacion del algoritmo, se han utilizado dos

instancias del QAP:

= Problema de la asignacién cuadréatica en el que se deben ubicar 47
plantas de trabajo en 47 ciudades espafiolas peninsulares, con
cantidades minima y maxima a transportar entre dos plantas de 0
unidades y 99 unidades respectivamente, y costes unitarios minimo y
méaximo de transporte entre dos ciudades de 47 euros (Valladolid-
Palencia) y 1384 euros (Gerona-Cadiz) respectivamente.

= Problema de la asignacion cuadratica en el que se deben ubicar 80
plantas de trabajo en 80 ciudades europeas, con cantidades minima y
maxima a transportar entre dos plantas de 0 unidades y 99 unidades
respectivamente, y costes unitarios minimo y maximo de transporte entre
dos ciudades de 6 euros (Tallinn-Helsinki) y 5462 euros (Tromso-Faro)

respectivamente.

3.3.2. Eleccion de parametros

Dado que la comparativa se realiza tomando como base siempre el mismo
algoritmo del recocido simulado, es relativamente sencillo establecer un criterio
de homogeneidad temporal entre los diferentes programas de enfriamiento

comparados. En este caso, se utiliza como referencia el programa de
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enfriamiento multiplicativo exponencial de Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi con factor

de decremento a=0.95.

En cada instancia del problema a resolver, todas las versiones del algoritmo
utilizan los mismos valores de temperatura inicial To y ndmero L de
transiciones de estado para cada valor de la temperatura. La temperatura inicial
To puede calcularse por los métodos descritos anteriormente. El nimero L de
transiciones de estado debe asegurar, con una probabilidad n cercana a 1 (por
ejemplo, n=095) que, si no se aceptan cambios de solucion, pueda

procesarse cualquier solucion vecina a la solucion candidata viable en curso.
Para su calculo se procede de la siguiente forma: Si m es el nimero total de

soluciones vecinas a una solucién dada, e y es una solucion arbitraria vecina,

entonces la probabilidad de elegir a y en una transicion de estado es P(y): %

De aqui, la probabilidad de que y sea elegida al menos una vez en L

transiciones de estado es:

P(y.L)=P(y)+@-P(y)P(y)+@-P(y)*P(y)+..+@-P(y)-"P(y)=

- $a-ry) tely)-piy PO o)t - (maf

Igualando la expresion resultante al valor de probabilidad deseado n, se

obtiene el nUmero L de transiciones de estado necesarias:

Para determinar los pardmetros de reducciéon de la temperatura de cada
programa de enfriamiento, se considera la temperatura final media T y su
desviacion tipica 0 correspondientes al enfriamiento multiplicativo exponencial
con a=095. Evidentemente, el intervalo [F—c,fﬂs] marca los valores mas

probables de la temperatura final para este programa de enfriamiento, y puede
servir como base para fijar la temperatura final de los restantes programas. El

objetivo es determinar los parametros asociados a la reduccion de la

126



3. Recocido Simulado

temperatura de modo que se llegue a una temperatura en el intervalo
[I' -o,T +c] en un numero de ciclos similar al empleado por el enfriamiento

multiplicativo exponencial. Se distinguen tres casos:

= Enfriamiento monotono multiplicativo. El factor de decremento o que
aparece en las ecuaciones de reduccion de la temperatura debe permitir
llegar a la temperatura T + o, 0 temperatura mas elevada, a partir de la
gue es muy probable la terminacién del algoritmo en el mismo nimero n
de ciclos que el enfriamiento multiplicativo exponencial. Sabiendo que

para este enfriamiento el nimero n de ciclos es:

[f+c]

T

T+6=Tp (0.95)" =>n=— 2~
In(0.95)

resulta para el enfriamiento multiplicativo logaritmico:

To
_ T = -1
T+o=— 0  —g= T+o
1+ aln(@+n) In(L+n)
para el enfriamiento multiplicativo lineal:
T
_ T _0 -1
T+o=—0 —g=-T+0
1+ an n

y para el enfriamiento multiplicativo cuadratico:

T
_ T — -1
1+an n

= Enfriamiento monétono aditivo. EI nimero n de ciclos de temperatura y

la temperatura final T,; que aparecen en las ecuaciones de reduccion de

la temperatura de estos tipos de enfriamiento deben ser: Ty, :'F—cs, 0

temperatura mas baja en que es muy probable la terminacién del
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algoritmo, y n el correspondiente niamero de ciclos del enfriamiento

multiplicativo exponencial para esa temperatura, es decir:

T-o
In
= n TO
T-0=Tp:(095) =n=—"-"—=
In(0.95)
= Enfriamiento no monétono adaptativo. Dado que en este caso el
enfriamiento adaptativo se combina con el enfriamiento multiplicativo
exponencial, el factor de decremento a que aparece en la ecuacion de

reduccion de la temperatura debe ser también a=0.95.

3.3.3. Resultados de las pruebas

El software desarrollado para soportar el algoritmo del recocido simulado con
las diferentes técnicas de enfriamiento y su aplicacion a los problemas del
vigjante y de la asignacién cuadratica, se ha realizado mediante una
metodologia de disefio y programacion orientada a objetos en el lenguaje de
programacién C++. Las pruebas se han ejecutado en un computador personal
con unos tiempos medios que oscilan entre 1 segundo para TSP 47 y 40
segundos para QAP 80. Ahora bien, dado que entre las diferentes pruebas la
implementacion del algoritmo del recocido simulado es la misma y sélo
cambian los programas de enfriamiento, la proporcién entre el nimero total de
iteraciones y el tiempo de ejecucion es constante en todas las pruebas,
aproximadamente igual a 60.000 iteraciones por segundo. Por ello, en las
tablas de resultados se proporciona como informaciéon de convergencia solo la

relativa al niUmero total de iteraciones efectuadas.

La tabla 3.1 muestra los parametros de los programas de enfriamiento
utilizados en cada instancia de los problemas TSP y QAP:
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TSP 47 TSP 80 QAP 47 QAP 80
To =16369,7¢ To = 6554853 To = 269432451 TO =1300980Q028

L=3384 L=9720 L=3384 L=9720
M. . a=0,95 a=0.95 a=0.95 a=095
Exponencial
Mo a=350 a=2100 a=7686 a=1030
Logaritmico
M. Lineal a=12 a=60,35 a=243 a=316
M. n a=0,08 a=0,333 a=015 a=019
Cuadratico
Monétono n =146 n=181 n=161 n=167
Aditivo T,=937 | T,=60022 | T, =68892 T, = 24649
No
monétono a=0,95 a=0,95 a=0,95 a=0.95
Adaptativo

Tabla 3.1: Pardmetros de los programas de enfriamiento

Para cada instancia de los problemas se han realizado 100 ejecuciones con los

nueve programas de enfriamiento, obteniéndose la media y la desviacion tipica

tanto del objetivo logrado como del nimero total de iteraciones empleadas en
cada caso (tablas 3.2-3.5, figuras 3.10-3.17).

MED DESV

E M Log Objetiyo 7439,58 343,52
Iteraciones 142624,41 72210,02

E M Lin Objetiyo 7006 352,86
Iteraciones 349138,45 74278,16

E M Cua Objetiyo 7030,69 382,67
Iteraciones 447286,2 55776,80

E M Exp Objetiyo 7040,17 383,07
Iteraciones 498561,6 28723,40

EALin Objetiyo 7775,08 470,25
Iteraciones 535389,66 39308,51

EACua Objetiyo 7183,73 355,62
Iteraciones 532664,19 52723,84

E A Exp Objetiyo 7072,56 293,97
Iteraciones 502794,07 67931,19

E A Trig Objetiyo 7324,19 425,62
Iteraciones 538035,36 60389,06

E Adapt Objetiyo 7073,42 359,56
Iteraciones 502653,87 26854,95

Tabla 3.2: Resultados TSP 47
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Figura 3.10: Comparacién de resultados (objetivo) TSP 47
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Figura 3.11: Comparacién de resultados (n° iteraciones) TSP 47

MED DESV

E M Log Objetiyo 39105,32 2113,10
Iteraciones 520860,56 418145,62

E M Lin Objetiyo 36109,17 1604,17
Iteraciones 1252054,41 | 430911,30

E M Cua Objetiyo 35981,52 1719,84
Iteraciones 1553160,7 276098,24

E M Exp Objetiyo 35334,72 1574,21
Iteraciones 1761604,4 93123,80

EALin Objetiyo 38510,87 1971,90
Iteraciones 1970423,64 271849,98

EACua Objetiyo 35134,61 1498,77
Iteraciones 1935363,78 | 267271,02

E A Exp Objetiyo 35379,47 1536,45
Iteraciones 1913526,41 | 387551,65

E A Trig Objetiyo 35536,52 1671,18
Iteraciones 1811870,28 127674,83

E Adapt Objetiyo 35536,52 1671,18
Iteraciones 1811870,28 127674,83

Tabla 3.3: Resultados TSP 80

130




3. Recocido Simulado
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Figura 3.12: Comparacion de resultados (objetivo) TSP 80
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Figura 3.13: Comparacion de resultados (n° iteraciones) TSP 80

MED DESV
EM Lo Objetivo 26633177,23 74803,05
g Iteraciones 203107,36 115788,34
E M Lin Objetivo 26529682,05 52406,46
Iteraciones 431308,09 124666,49
Objetivo 26520680,57 45713,60
E M Cua -
Iteraciones 502666,58 75805,55
Objetivo 26510487,17 41489,7
E M Exp -
Iteraciones 563650,78 38893,8
EALin Objetivo 26603569,54 59799,74
Iteraciones 625758,4 74479,14
Objetivo 26537607,08 46776,85
E A Cua -
Iteraciones 613327,98 75134,69
E A Ex Objetivo 26542937,15 55483,35
P Iteraciones 513657,73 102397,37
E A Tri Obijetivo 26542883,95 50660,03
9 iteraciones 632113,28 9458854
Objetivo 26507296,44 39920,66
E Adapt .
Iteraciones 559779,09 30921,78

Tabla 3.4: Resultados QAP 47
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Figura 3.14: Comparacion de resultados (objetivo) QAP 47
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Figura 3.15: Comparacién de resultados (n° iteraciones) QAP 47

MED DESV
E M Log Objetiyo 251827426,3 612601,80
Iteraciones 541295,42 286643,42
E M Lin Objetiyo 250616081,8 346594,87
Iteraciones 1153150,92 283266,83
E M Cua Objetiyo 250423922,9 320029,21
Iteraciones 1413739,15 210670,69
E M Exp Objetiyo 250505166,5 323685,34
Iteraciones 1661144,48 103933,62
EALin Objetiyo 251384049,3 484199,23
Iteraciones 1839289,1 170599,30
E A Cua Objetiyo 250729377,7 384971,93
Iteraciones 1790535,52 195289,55
E A Exp Objetiyo 250761021,1 374346,90
Iteraciones 1472894,48 185779,66
E A Trig Objetiyo 250833251,8 369301,84
Iteraciones 1802581,8 209695,33
E Adapt Objetiyo 250467485 362527,68
Iteraciones 1677636,05 110480,80

Tabla 3.5: Resultados QAP 80
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Figura 3.16: Comparacion de resultados (objetivo) QAP 80

2500000
2000000
1500000
1000000
500000
0

W DESV

= MED

o .Q

\zo\> \}IbQ.(\

QO F PR
R »

AR Sy AR

X

L
6’6
%‘?“

‘ov & %v

Figura 3.17: Comparacién de resultados (n° iteraciones) QAP 80

En relacion con la calidad del objetivo medio logrado y su desviacién tipica,

puede observarse que el mejor comportamiento es proporcionado por cuatro
programas:

El enfriamiento multiplicativo exponencial (criterio estandar),

el enfriamiento multiplicativo cuadrético,

el enfriamiento aditivo exponencial, y

el enfriamiento adaptativo.

Los peores resultados se obtienen con:

El enfriamiento multiplicativo logaritmico y

el enfriamiento aditivo lineal.
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En relacion con el numero medio de iteraciones (tiempo de ejecucion) y su
desviacion tipica, puede observarse que todos los casos evaluados presentan
un nivel similar, exceptuando el enfriamiento multiplicativo logaritmico que
presenta una elevada desviacion tipica. Cabe mencionar que los métodos que
mejor comportamiento proporcionan respecto a la desviacion tipica son el
enfriamiento multiplicativo exponencial, y el enfriamiento adaptativo, que se

basa en el anterior.

Combinando ambos aspectos, objetivo y tiempo de ejecucién, puede concluirse
qgue el mejor esquema de enfriamiento estudiado es el programa no monotono
adaptativo basado en el propuesto por M. Locatelli [LOCAQOOQ], aunque sin
diferencias significativas con respecto a los programas multiplicativo
exponencial y multiplicativo cuadratico, tal como se comprueba en el analisis

estadistico a continuacion.

3.3.4. Analisis estadistico

A continuacion, se van a realizar intervalos de confianza de la diferencia de
medias — para objetivos e iteraciones — entre el enfriamiento exponencial
estandar y cada una de las otras ocho estrategias de enfriamiento de la
comparacién, como técnica estadistica para validar los resultados obtenidos en

el apartado anterior.

Para analizar si puede inferirse una diferencia significativa entre el enfriamiento
multiplicativo exponencial y el enfriamiento multiplicativo logaritmico se va a
realizar un intervalo de confianza para la diferencia de medias, para lo cual se
dispone de dos muestras aleatorias independientes de tamafio n; y n;

respectivamente. El objetivo es comparar dos medias poblacionales p; y M.

Para ello, lo adecuado es basarse en el estimador X1 -— X2, diferencia entre

ambas medias muestrales.

La situacion gque se estudia, en la comparacion entre los diferentes algoritmos,

es la de dos muestras aleatorias independientes del mismo tamafio y
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suficientemente grandes, de manera que puede asegurarse la normalidad

aproximada de ambas medias muestrales.

Se analizara si existe una diferencia significativa entre ambos algoritmos con

respecto al coste del objetivo. Como las varianzas poblacionales son finitas y
desconocidas, las sustituiremos por las cuasivarianzas muestrales 812 y s2,

dando lugar al intervalo:

[—z% SZSZ%j

X1 — X2
2 2
S S
1,72
np nNp

Z =

A un nivel de confianza del 95%.

» SiZ< —Zo/, es mejor el algoritmo 1
2

= SiZ> Zo/, es mejor el algoritmo 2
2

= Si (— Zq) <252, j la prueba no permite afirmar que existan
% %

diferencias significativas entre ambos algoritmos

X1 = media muestral (E M Exp)
X2 = media muestral (E M Log)
Ny = tamafo muestra (E M Exp)
No = tamafio muestra (E M Log)
S; = cuasivarianza muestral (E M Exp)

S, = cuasivarianza muestral (E M Log)
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Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y enfriamiento multiplicativo

logaritmico (E M Log).

TSP 47: TSP 80:
E M Exp Objetivo  7040,17 383,07 E M Exp Objetivo  35334,72 1574,21
E MLog Objetivo 7439,58 343,53 || E MLog Objetivo  39105,32 2113,10 |

Z=-7,76<-1,96=-2
%

Z=-1424< -196=-2
%

QAP 47: QAP 80:
E M Exp Objetivo 26510487,2 41489,7 E M Exp Objetivo 250505167 323685,34
E MLog  Objetivo 26633177,23  74803,05 E M Log Objetivo  251827426,3 612601,80

Z=-1427< -196= -2
%

Z=-1899< -196= -2
%

Tabla 3.6: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento multiplicativo

logaritmico

= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

gue el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M EXxp

proporciona mejores

multiplicativo logaritmico E M Log.
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En el caso de la diferencia de medias para las iteraciones:

TSP 47:

|[EMExp Iteraciones 498561,6 28723,4 |
EM .

Log Iteraciones  142624,41 72210,02

Z=4580>1,96 = 2
%

TSP 80:

EMExp Iteraciones 1761604,4  93123,8
E M .

Log Iteraciones 520860,56 418145,62

Z=28,96>1,96 =7
%

QAP 47:
E M Exp  lteraciones .563650,78 38893,8
Log lteraciones 203107,36 115788,34

Z=2951>196=2
%

QAP 80:

EM
| Exp

Eos" lteraciones 541295,42  286643,42

Z=36,73>196=2
g

Iteraciones  1661144,48 103933,6

Tabla 3.7: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento multiplicativo

logaritmico

» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

que el algoritmo enfriamiento multiplicativo logaritmico E M Log

converge mas rapidamente que el algoritmo enfriamiento multiplicativo

exponencial E M Exp.
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En las comparativas, entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y las
restantes estrategias de enfriamiento, utilizaremos el mismo modelo de

intervalo de confianza que en este primer caso.

Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y enfriamiento multiplicativo
lineal (E M Lin).

TSP 47 TSP 80
| E M Exp Objetivo 7040,17 383,07 | E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21
E MLin Objetivo 7006 352,86 E MLin Objetivo 36109,17 1604,17
(-1,96<0,65<1,96) Z=-343<-1,96= -2/
2
QAP 47 QAP 80:
| EM Exp Objetivo 26510487,2 41489,7 | | EMExp Objetivo 250505167  323685,34
E MLin Objetivo  26529682,05  52406,46 | E MLin Objetivo  250616081,8  346594,87
Z=-287<-196= —Z(y =-2,34<-1,96 = —Z(y
2 2

Tabla 3.8: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos
entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento multiplicativo

lineal

= En TSP 47, la prueba no permite afirmar que existan diferencias

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos algoritmos.

= En TSP 80 y en las dos instancias del problema QAP se puede
considerar que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M
Exp proporciona mejores soluciones que el algoritmo enfriamiento

multiplicativo lineal E M Lin.
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TSP 47:
E M Exp Iteraciones  498561,6  28723,4
E MLin lteraciones 349138,45 74278,16

Z =18,76>1,96 = 2
%

TSP 80:

EMExp Iteraciones 1761604,4 93123,8
E M .

Lin Iteraciones 1252054,41 430911,29

Z =115>196=12
%

QAP 47:

E M Exp

Iteraciones . 563650,78

E MLin

Iteraciones 431308,09

QAP 80:
38893,8 Ex'\[/)I Iteraciones 1661144,48 103933,6
124666,49

Z =10,13>1,96= 7
%

EinM Iteraciones 1153150,92 283266,83

Z =16,83>1,96 = 2
%

Tabla 3.9: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento multiplicativo

lineal

En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

que el algoritmo enfriamiento multiplicativo lineal E M Lin converge mas

rapidamente que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M

EXxp.
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Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y enfriamiento multiplicativo

cuadratico (E M Cua).

TSP 47: TSP 80:
E M Exp Objetivo 7040,17 383,07 E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21
E MCua Objetivo 7030,69 382,67 | E MCua Objetivo  35981,52 1719,84

(-1,96<0,17<1,96) Z = -2,76<-196= ~2q/

2

QAP 47 QAP 80:
E M Exp Objetivo  26510487,2  41489,7 | | EMExp Objetivo 250505167  323685,34
E MCua Objetivo  26520680,57  45713,59 | E M Cua Objetivo  250423922,9  320029,2

(-1,96<-1,64<1,96)

(~1,96<1,77<1,96)

Tabla 3.10: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento multiplicativo

cuadratico

= En TSP 80, se puede considerar que el algoritmo enfriamiento

multiplicativo exponencial E M Exp proporciona mejores soluciones que

el algoritmo enfriamiento multiplicativo cuadréatico E M Cua.

= En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP la prueba no

permite afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las

soluciones entre ambos algoritmos.
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3. Recocido Simulado

TSP 47: TSP 80:
EMExp  lteraciones 498561,6 28723,4 EMExp lIteraciones 1761604,4  93123,8
E M lteraciones ~ 447286,2 55776,8 EM
Cua ! ! Iteraciones  1553160,7 276098,24
Cua
Z=8,17>1,96 = Z% Z=715>1,96= Z(y
2
QAP 47: QAP 80:
EMExp lteraciones 563650,78 38893,8 E M teraciones 166114448  103933.6
| Xp ’ 1 |
EM . ' . _MED  DESV |
Cua Iteraciones 502666,58 75805,55 EM )
| Cua Iteraciones 1413739,15 210670,69
Z =7,15>196= Z(y Z =10,53>1,96 = Z,
) %

Tabla 3.11: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones
entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento multiplicativo

cuadratico

= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar
gue el algoritmo enfriamiento multiplicativo cuadratico E M Cua converge
mas rapidamente que el algoritmo enfriamiento multiplicativo

exponencial E M Exp.
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Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y enfriamiento aditivo lineal

(E A Lin).
TSP 47: TSP 80:
E M Exp Objetivo 7040,17 383,06 E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21
E A Lin Objetivo 7775,08 470,25 | E Alin Objetivo 38510,87 1971,89

Z =-1211<-196= -2
%

Z =-1258<-196=-2
%

QAP 47: QAP 80:
E M Exp Objetivo 26510487,2 41489,7 E M Exp Objetivo 250505167 323685,34
= DESV MED DESV
E ALin  Objetivo 26603569,54 59799,74 E Alin Objetivo  251384049,3 484199,23
Z =

Z =-12,79<-196= -2
%

-1501<-19= -2
%

Tabla 3.12: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento aditivo lineal

» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

gue el algoritmo enfriamiento
proporciona mejores soluciones
lineal E A Lin.

multiplicativo exponencial E M Exp

que el algoritmo enfriamiento aditivo
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3. Recocido Simulado

TSP 47:
E M Exp Iteraciones 498561,6 28723,4
E ALin lteraciones 535389,66  39308,50

Z =-756<-196=-2
%

TSP 80:
E MExp lteraciones 1761604,4 93123,8
EinA lteraciones 1970423,64 271849,97

Z = -723<-196=-12
%

QAP 47:
E M Exp lteraciones 563650,78 38893,8
E A Lin lteraciones 625758,4 74479,14

Z =-735<-196=-2
%

QAP 80:
EM .

Exp Iteraciones  1661144,48 103933,6
E A Lin Iteraciones 1839289,1 170599,3

Z=-887<-19%=-2
%

Tabla 3.13: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento aditivo lineal

= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

gue el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M Exp

converge mas rapidamente que el algoritmo enfriamiento aditivo lineal E

A Lin.
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Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y enfriamiento aditivo

cuadratico (E A Cua).

TSP 47: TSP 80:
E M Exp Objetivo  7040,17 383,06 E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21
E A Cua Objetivo 7183,73 355,62 | E ACua Objetivo  35134,61 1498,77
Z = -274< -1,96= - 2¢ (-1,96<0,92<1,96)
2
QAP 47: QAP 80:
E M Exp Objetivo  26510487,2  41489,7 | | E M Exp Objetivo 250505167  323685,34
I /== M-SV
E ACua Objetivo  26537607,08  46776,85| E ACua Objetivo  250729377,7  384971,93
Z =-431<-196= —Zo/ Z =-443<-1,96= -2,
) %

Tabla 3.14: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento aditivo cuadréatico

= En TSP 80, la prueba no permite afirmar que existan diferencias

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos algoritmos.

= En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP se puede

considerar que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M

Exp proporciona mejores soluciones que el algoritmo enfriamiento

aditivo cuadratico E A Cua.
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3. Recocido Simulado

TSP 47: TSP 80:
EMExp  lteraciones 498561,6  28723,4 EMExp lteraciones 1761604,4 931238
E A lteraciones  532664,19  52723,84 EA
Cua , ’ Cua Iteraciones 1935363,78 267271,02
2 =-568<-196=-1q Z =-610<-196= -2
2
QAP 47: QAP 80:
EMExp lteraciones . 563650,78  38893,8 E M lteraciones  1661144.48  103933.6
[ EXP ' i
EA . '
Cua lteraciones 613327,98 75134,69 EA )
] Cua Iteraciones 1790535,52 195289,55
Z =-584<-196= —z% Z=-582<-1,96= _Z(V
2

Tabla 3.15: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento aditivo cuadréatico

*» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar
que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M EXxp
converge mas rapidamente que el algoritmo enfriamiento aditivo

exponencial E A Cua.
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Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y

exponencial (E A Exp).

enfriamiento aditivo

TSP 47: TSP 80:

E M Exp Objetivo  7040,17 383,06 E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21

_ ~ MED DESV MED  DESV
E AExp Objetivo 7072,56 293,97 | E AExp Objetivo  35379,47 1536,45
(-1,96<-0,67 <1,96) (-1,96<-0,20<1,96)

QAP 47: QAP 80:

E M Exp Objetivo ~ 26510487,2  41489,7 | |[EMExp  Objetvo 250505167 323685,341
E AExp Objetivo  26542937,15 55483,35| E AExp Objetivo  250761021,1 374346,8

Z =-466<-196=-2
%

Z=-514<-196= -2
%

Tabla 3.16: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos

entre el enfriamiento multiplicativo

exponencial

exponencial y enfriamiento aditivo

= En las dos instancias del problema TSP, la prueba no permite afirmar

gue existan diferencias significativas en la calidad de las soluciones

entre ambos algoritmos.

= En las dos instancias del problema QAP se puede considerar que el

algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M Exp proporciona

mejores soluciones que el algoritmo enfriamiento aditivo exponencial E A

EXxp.
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3. Recocido Simulado

TSP 47: TSP 80:
|[EMExp lteraciones 498561,6 287234 | EMExp lteraciones 1761604,4 931238
E A lteraciones  502794,07  67931,19 EA
Exp , : Exp  'teraciones 101352641 387551,65
(-1,96 <-0,57 <1,96) Z=-379<-196= A
2
QAP 47: QAP 80:
. wveo  DEsv M  MED  DESV |
|EMExp lteraciones 563650,78  38893,8 | EM lteraciones  1661144,48  103933,6 |
Xp ' '
MED DESV
T— MED DESV
Ex Iteraciones 513657,73  102397,37 | EA . '
P Exp lteraciones 1472894,48 185779,66 |
Z =454>196= Z% Z =8,84>1,96= Zo/
2

Tabla 3.17: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones
entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento aditivo

exponencial

= En TSP 47, la prueba no permite afirmar que existan diferencias

significativas en velocidad de convergencia entre ambos algoritmos.

= En TSP 80 se puede considerar que el algoritmo enfriamiento
multiplicativo exponencial E M Exp converge mas rapidamente que el
algoritmo enfriamiento aditivo exponencial E A Exp.

= En las dos instancias del problema QAP se puede considerar que el
algoritmo enfriamiento aditivo exponencial E A Exp converge mas
rapidamente que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M
EXxp.
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Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y enfriamiento aditivo

trigonométrico (E A Trig).

TSP 47: TSP 80:
E M Exp Objetivo  7040,17 383,06 E M Exp Objetivo 35334,72 1574,21
E A Trig Objetivo 7324,19 425,62 E A Trig Objetivo 35536,52 1671,18

Z=-493<-196=-12
%

(-1,96<-0,87 <1,96)

QAP 47: QAP 80:

E M Exp Objetivo  26510487,2 414897 | [EMExp  Objetvo 250505167 323685,341

| MED  DESV | ~ _MED

E A Trig Objetivo  26542883,95  50660,03 | E ATrig Objetivo  250833251,8 369301,848
Z =

Z=-492<-196= -2
%

-6,64< -1,96= -2
7

Tabla 3.18: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos

entre el enfriamiento multiplicativo

trigonométrico

exponencial y enfriamiento aditivo

= En TSP 80, la prueba no permite afirmar que existan diferencias

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos algoritmos.

= En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP se puede

considerar que el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M

Exp proporciona mejores soluciones que el algoritmo enfriamiento

aditivo trigonométrico E A Trig.
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3. Recocido Simulado

TSP 47:

E M Exp Iteraciones  498561,6 28723,4
E A .

Trig Iteraciones 538035,36 60389,06

Z =-587<-196=-12
%

TSP 80:

EMExp Iteraciones 1761604,4 93123,8
E A -

Trig Iteraciones 1811870,28 127674,83

Z=-3,16<-196= -2
7

QAP 47:

E M Exp lteraciones 563650,78 38893,8
EA .

Trig Iteraciones 632113,28  94588,53

Z=-6,66<-196=-2
%

QAP 80:

EM
| Exp

Erg lteraciones 1802581,8 20969532 ’

Z=-601<-196=-2
7

Iteraciones  1661144,48 103933,6

Tabla 3.19: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones

entre el

trigonométrico

enfriamiento multiplicativo exponencial

y enfriamiento aditivo

= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

gue el algoritmo enfriamiento multiplicativo exponencial E M Exp

converge mAas rapidamente

trigonométrico E A Trig.

gue el algoritmo enfriamiento aditivo
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Enfriamiento multiplicativo exponencial (E M Exp) y enfriamiento no monotono
adaptativo (E Adapt).

TSP 47: TSP 80:

E M Exp Objetivo ~ 7040,17 383,07 E M Exp Objetivo  35334,72 1574,21
E Adapt Objetivo 7073,42 359,56 E Adapt Objetivo 35536,52 1671,18
(-1,96< -0,63 <1,96) (-1,96< -0,87 <1,96)

QAP 47: QAP 80:

E M Exp Objetivo ~ 26510487,2  41489,7 | | EM Exp Objetivo 250505167  323685,34

- ~ MED DESV

E Adapt Objetivo  26507296,44  39920,66 | E Adapt Objetivo 250467485 362527,68
(-1,96< 0,55 <1,96) (-1,96< 0,77 <1,96)

Tabla 3.20: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para objetivos
entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento no monétono

adaptativo

*= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP, la prueba no permite
afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las

soluciones entre ambos algoritmos.
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3. Recocido Simulado

|[EMExp _lteraciones 4985616 287234 | | |EMExp lteraciones 1761604,4 931238
E .
Adapt Iteraciones  502653,87  26854,95 Edapt lteraciones 1811870,28 127674,83
(-1,96< -1,03 <1,96) Z= -316<-196= -2,
2
QAP 47 QAP 80:
| | RN——E MED DESV |
| EMExp lteraciones 563650,78 38893,8 | E M teraciones  1661144.48 1039336 |
| EXp ' |
E\da t Iteraciones 559779,09  30921,78 L = -
p | Adapt Iteraciones 1677636,05 110480,80

(-1,96< 0,77 <1,96)

(-1,96< 1,08 <1,96)

Tabla 3.21: Intervalo de confianza para la diferencia de medias para iteraciones

entre el enfriamiento multiplicativo exponencial y enfriamiento no mondétono

adaptativo

= En TSP 80, se puede considerar que el algoritmo enfriamiento

multiplicativo exponencial E M Exp converge mas rapidamente que el

algoritmo enfriamiento no monétono adaptativo E Adapt.

= En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP la prueba no

permite afirmar que existan diferencias significativas en velocidad de

convergencia entre ambos algoritmos.
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A continuacién se recoge en forma resumida la informacioén de la comparativa

en sendas tablas, una sobre objetivos y otra sobre convergencia temporal.

En la tabla 3.22, el simbolo '+' significa que el enfriamiento estandar E M Exp
da mejores soluciones, '=' quiere decir que la diferencia no es significativa, y '-'

significa que el enfriamiento E M Exp ofrece soluciones de peor calidad.

Instancia | EMLog | EMLin | EMCua | EALINn | EACua | EAExp | EATrig | E Adapt
TSP 47 + = = + + = + =
TSP 80 + + + + = = = =
QAP 47 + + = + + + + =
QAP 80 + + = + + + + =

Tabla 3.22: Resumen de la comparativa mediante intervalo de confianza al

95% para la diferencia de medias de objetivos segun la distribucion normal

En la tabla 3.23, '+' significa que el enfriamiento estandar E M Exp converge
mas rapido, '=' quiere decir que la diferencia no es significativa, y '-' significa

gue el enfriamiento E M Exp converge mas lentamente.

Instancia | EMLog | EMLin | EMCua | EALInNn | EACua | EAExp | EATrig | E Adapt
TSP 47 - - - + + = + =
TSP 80 - - ; + + + + +
QAP 47 - - - + + - + =
QAP 80 - - - + + - + =

Tabla 3.23: Resumen de la comparativa mediante intervalo de confianza al
95% para la diferencia de medias de nuamero de iteraciones segun la

distribucion normal
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3. Recocido Simulado

3.3.5. Analisis de resultados

Si se contrastan los resultados con las curvas de reduccion de la temperatura

de cada programa de enfriamiento, tomando siempre como referencia la forma

de la curva del enfriamiento multiplicativo exponencial, es posible establecer las

siguientes conjeturas explicativas:

La mala calidad del objetivo medio obtenido en el enfriamiento
multiplicativo logaritmico se debe a que la temperatura desciende hasta
un valor bajo de forma brusca en los ciclos iniciales, para luego
continuar reduciéndose de forma muy suave. Debido a ello, en la mayor
parte del proceso las transiciones de estado se realizan a baja
temperatura. Esta baja temperatura sélo permite aceptar pequefios
saltos hacia soluciones de peor calidad, lo que reduce notablemente la
capacidad del algoritmo del recocido simulado para escapar de los
optimos locales. Ademas, como la temperatura llega rdpidamente hasta
un nivel cercano al de alta probabilidad de terminacién del algoritmo y se
mantiene en ese nivel reduciéndose lentamente durante buena parte de
la ejecucion, la terminacién puede producirse prematuramente o llegar a
retrasarse muchos ciclos, o que explica que este enfriamiento posea
una gran variabilidad respecto al numero total de iteraciones de

procesamiento.

La mala calidad del enfriamiento aditivo lineal puede deberse a que la
reduccién de la temperatura en la parte final del procesamiento es
demasiado fuerte, pues la pendiente de la curva de descenso es
constante, mientras que en los restantes modelos de enfriamiento en

esta fase la pendiente se suaviza notablemente.

La regularidad de los restantes esquemas de enfriamiento, tanto en el objetivo

logrado como en el tiempo de ejecucién, se debe a que la reduccion de la

temperatura se produce de forma moderada en las partes inicial y central del

procesamiento, y mas suave en la parte final del mismo, lo que permite al

algoritmo desarrollar plenamente su potencialidad de escape de Optimos

locales.
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Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

Las principales conclusiones que pueden extraerse de la comparativa realizada

entre programas de enfriamiento del algoritmo meta-heuristico del recocido

simulado son:

Con respecto al nivel de calidad del objetivo y su relaciéon con la forma
de la curva de decrecimiento de la temperatura, puede afirmarse que el
algoritmo del recocido simulado funciona bien respecto a su capacidad
de escape de éptimos locales cuando la curva tiene pendiente moderada
en las partes inicial y central del procesamiento, y mas suave en la parte
final del mismo, tal como sucede en el enfriamiento multiplicativo
exponencial estdndar. La forma concreta (convexa, sigmoidal) de la
curva en las partes inicial y central no parece relevante, pero en la parte
final una curva de descenso mas suave puede favorecer mejores niveles

de optimizacion.

Con respecto al tiempo de ejecucién, todos los programas de
enfriamiento estudiados para el recocido simulado presentan un coste
similar, debido — l6gicamente — a que sus parametros han sido
configurados para asemejarse en este comportamiento al enfriamiento
multiplicativo exponencial de referencia. Sin embargo, la desviacion
tipica del nimero de iteraciones efectuadas parece estar en relacién con
la cola de la curva de reduccion de la temperatura en la fase final del
algoritmo. Una cola inversamente logaritmica produce un descenso final
de la temperatura mas suave y de mayor desviacion, mientras que las
colas de tipo inversamente lineal o cuadratico generan menor
desviacién. Precisamente el enfriamiento multiplicativo exponencial y el
enfriamiento adaptativo — basado en el anterior —, poseen una cola que
se anula mas rapidamente y proporcionan los mejores valores de

desviacion temporal del algoritmo.
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Capitulo 4: Enfriamiento Adaptativo

“No nos atrevemos a muchas cosas
porque son dificiles, pero son dificiles

porque no nos atrevemos a hacerlas”

Lucio Anneo Séneca
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4. Enfriamiento Adaptativo

El recocido simulado se caracteriza por sus propiedades de convergencia hacia

soluciones de alta calidad pero con un elevado tiempo computacional.

Con esta premisa, esta investigacion se centra en reducir el tiempo de
ejecucion del algoritmo manteniendo el coste del objetivo. En el capitulo
anterior se realiz6 un analisis previo de las funciones de actualizacion de la
temperatura, llegadndose a la conclusion de que el enfriamiento multiplicativo
exponencial, el estdndar propuesto por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83], es
uno de los mejores, sin diferencias estadisticamente significativas en eficiencia
respecto a las restantes mejores funciones de enfriamiento contrastadas.
Teniendo esto en cuenta, a continuacion se van a realizar tres estudios
diferentes sobre la influencia de los parametros del programa de enfriamiento
en el comportamiento del algoritmo, utilizando como referencia el enfriamiento
multiplicativo exponencial, y ejecutando las pruebas con las instancias de los

problemas TSP y QAP presentadas en el capitulo 3. Estos estudios son:
1. La influencia de la temperatura inicial en el comportamiento del
algoritmo.

2. La influencia del parametro a cuando éste se modifica
dinAmicamente en la ecuacion de reduccion exponencial de la

temperatura.
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3. Lainfluencia combinada de la temperatura inicial y el parametro a en

la eficiencia del algoritmo.

4.1. INFLUENCIA DE LA TEMPERATURA INICIAL EN LA
EFICIENCIA DEL ALGORITMO

El objeto del estudio que se presenta a continuacion es analizar la influencia de
la temperatura inicial en el comportamiento del algoritmo usando como
referencia el enfriamiento multiplicativo exponencial. En virtud de la analogia
con el proceso fisico del recocido y, de acuerdo con el algoritmo estandar
propuesto por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83], se sabe que la temperatura
inicial del sistema debe ser suficientemente elevada como para aceptar
cualquier transicion de estado que suponga una pérdida del coste del objetivo
en curso. El planteamiento es valorar el comportamiento del algoritmo si se
inicializa la temperatura con un valor que suponga la ejecucion de un
porcentaje entre el 5% y el 90% del nimero medio de ciclos de enfriamiento

que se realizan cuando se parte de la temperatura inicial estandar.

4.1.1. Eleccion de parametros de enfriamiento

Para obtener el valor inicial de la temperatura Ty en funcion del ndmero de

ciclos que vayan a ejecutarse, emplearemos la siguiente férmula:

T+o

T+o=Toga" =Ty =
anp

donde:
= Ty es latemperatura inicial a calcular.

= o es el factor constante de decremento de la temperatura tras cada

ciclo de enfriamiento, oo =0'95.
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4. Enfriamiento Adaptativo

T es el valor medio de la temperatura final para la instancia del

problema considerado.

* o es la desviacidn tipica de la temperatura final para la instancia del

problema considerado.

* n es el niumero medio de ciclos de enfriamiento para la instancia del

problema considerado, partiendo de la temperatura inicial estandar.

= p es el tanto por uno del nimero de ciclos de enfriamiento que se
desean efectuar, siendo
p = 0'05(5%), 0'1(10%),0'2 (20%),..., 0'9(90%).

En las pruebas realizadas en este estudio se han considerado los valores

medios de T, o y n obtenidos en la comparativa del capitulo 3 para el
enfriamiento multiplicativo exponencial sobre las instancias TSP 47, TSP 80,
QAP 47, y QAP 80. Sin embargo, con vistas a la implementacion practica de
programas de enfriamiento con reduccion de la temperatura inicial para otros
problemas y/o instancias, estos valores pueden aproximarse facilmente (sin

ejecuciones previas del recocido simulado) de la siguiente forma:

= La temperatura final T+c ala gue se llega en el algoritmo del
recocido simulado esta determinada por la funcién de Boltzmann
F(x)-f(y )
e T , donde x e y son dos soluciones candidatas viables en
comparacién, f es la funcion objetivo y T es la temperatura del
sistema. Cuando la funcion de Boltzmann toma valores proximos a
cero, segun el criterio de Metropolis se rechazan todas las soluciones
de peor calidad a la actual, con lo que el algoritmo se comporta como

una busqueda local simple, terminando su ejecucién en ese ciclo de

enfriamiento. Asi, la temperatura final T+o puede estimarse con un
algoritmo esencialmente idéntico al presentado en el capitulo 3 para
el célculo de la temperatura inicial. En este caso, se repiten ensayos
de 10 transiciones de estado hacia soluciones de peor calidad, en los
que en lugar de incrementar la temperatura tras cada ensayo, la

temperatura se decrementa multiplicandola por un factor 3 menor
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que la unidad, siendo usualmente 0'67<p<09, y asi hasta que
todas las transiciones de estado de un ensayo sean rechazadas.
También puede estimarse de acuerdo con la formula:

—sup Af

e T+o =P(y)=>T+o= —SUpAf
In(P(y))

donde P(y) es una probabilidad de aceptacion de soluciones peores
cercana a cero (por ejemplo, 0.01), y sup Af es una cota superior del
incremento medio de coste entre soluciones viables del problema, el
cual puede obtenerse a partir de un pequeio conjunto de soluciones

candidatas viables elegidas al azar.

= El nimero n de ciclos de enfriamiento para el enfriamiento

multiplicativo exponencial, conocidas la temperatura inicial estandar

To y la temperatura final T + o, puede calcularse con la formula:

T+o
In
(To J

In(a)

T+o=Toa" =n=

La tabla 4.1 muestra los valores de la temperatura inicial cuando se consideran
porcentajes entre el 5% y el 90% del numero de ciclos de enfriamiento

correspondientes a la temperatura inicial estandar.

TSP 47 TSP 80 QAP 47 QAP 80
5% 13,62 9,55 1041,11 3782,74
10% 19,81 15,19 1573,33 5805,17
20% 41,89 38,43 3593,11 13671,96
30% 88,59 97,25 8205,79 32199,3
40% 187,33 246,1 18740,04 75833,71
50% 396,14 622,76 42797,7 178598,61
60% 837,69 1575,89 97739,57 420623,83
70% 1771,40 3987,76 223213,45 990625,88
80% 3745,87 10090,96 509765,36 2333057,60
90% 7921,15 25534,96 1164180,38 5494665,43

Tabla 4.1: Valor de Ty segun el n° ciclos que se ejecutan
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4.1.2. Resultados de las pruebas

Las tablas 4.2 — 4.5, figuras 4.1 — 4.8 muestran los resultados de las pruebas
para los diferentes porcentajes del nimero de ciclos de enfriamiento utilizados

en cada instancia de los problemas TSP y QAP.

Para cada instancia de los problemas se han realizado 100 ejecuciones con el
programa de enfriamiento multiplicativo exponencial, obteniéndose el valor
medio y la desviacion tipica tanto del objetivo logrado como del nimero total de

iteraciones empleadas en cada caso.

MED DESV

— Objetivo 8210,16 617,29
Iteraciones 46185,08 24720,54
To=10% I(t)et:)rjzf:li\(l)%es 671918735’?167 22&35%1
To=20% i ionss | insashes | Zoselos
To = 30% |ct)ebrj.:(t:fi\(/)?1es 1;843123(26 2252323925
To=40% ﬁ):rj.::;i\(/)%es 2;8;.1822;3 233;8621
To=50% | oracionss 251900 | 2467038
To = 60% Sg:gi\é?]es 33(2)2250,26 24511252,22
T0=T0% | oracones | aadoras | idm s
T80 oreons | Sorsrets | Zeosbas
To = 90% S(:)r{:(t:fi\(l)%es 428227823 22225522
To = 100% Sg:%?les 4790;506’1,76 2333’:’,0,23

Tabla 4.2: Resultados TSP 47
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Figura 4.1: Comparacion de resultados (objetivo) TSP 47
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Figura 4.2: Comparacion de resultados (n° iteraciones) TSP 47

MED DESV

T,= 5% Objetiyo 41710,48 2750,48
Iteraciones 136325,13 79539,82

T,=10% Objetiyo 40662,46 2528,46
Iteraciones 214508,21 94145,59

T, = 20% Objetiyo 39339,81 1881,37
Iteraciones 401596,45 125630,30

_ Obijetivo 37686,68 1804,39
To = 30% Iteraciones 544036,7 105355,24

T, = 40% Objetiyo 35668,78 1605,24
Iteraciones 724661,95 111532,25

T,=50% Objetivo 35458,71 1618,69
Iteraciones 919739,93 117770,42

T, = 60% Obijetivo 35389,53 1707,95
Iteraciones 1102722,29 105368,56

T, = 70% Obijetivo 35400,44 1659,42
Iteraciones 1260857,94 115740,23

T, = 80% Objetivo 35297,91 1592,95
Iteraciones 1458247,74 94025,93

T,= 90% Objetiyo 35666,47 1467,09
Iteraciones 1611305,03 105684,16

_ Obijetivo 35334,72 1574,20
To = 100% Iteraciones 1761604,4 93123,83

Tabla 4.3: Resultados TSP 80
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Figura 4.3: Comparacién de resultados (objetivo) TSP 80
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Figura 4.4: Comparacion de resultados (n° iteraciones) TSP 80

MED DESV

T,= 5% Obijetivo 26698708,9 93314,03
Iteraciones 56104,25 31642,79

T, = 10% Objetivo 26666354,57 82103,48
Iteraciones 81298,2 38283,01

T, = 20% Objetiyo 26629803,4 76495,26
Iteraciones 131972,95 39164,56

T, = 30% Objetiyo 26589921,47 73187,13
Iteraciones 187025,3 40043,07

T, = 40% Objetivo 26526871,8 44315,1
Iteraciones 23599251 39935,80

T, = 50% Objetivo 26507920,5 45163,54
Iteraciones 287133,05 35910,29

T, = 60% Objetivo 26509624,83 39781,98
Iteraciones 347275,92 42963,01

T,=70% Objetiyo 26518716,55 44233,08
Iteraciones 405089,88 40466,83

T, = 80% Objetiyo 26514036,58 37499,35
Iteraciones 455730,19 41736,36

T, = 90% Objetiyo 26523177,45 46896,42
Iteraciones 512481,52 38925,23

_ Objetivo 26510487,17 41489,66
To=100% 0 aciones 563650,78 38893,80

Tabla 4.4: Resultados QAP 47
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Figura 4.5: Comparacion de resultados (objetivo) QAP 47
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Figura 4.6: Comparacion de resultados (n° iteraciones) QAP 47

MED DESV
T, = 5% Objetiyo 252415960,4 670898,60
Iteraciones 170431,42 93327,66
T, = 10% Obijetivo 252323083,9 670236,78
Iteraciones 202831,24 76603,39
T, = 20% Objetiyo 251816859,3 679054,76
Iteraciones 374184,51 93821,46
T, = 30% Objetiyo 251518934,4 544294,80
Iteraciones 530403,66 94148,30
T, = 40% Objetiyo 250658076,3 364640,68
Iteraciones 689628,73 98553,56
T, = 50% Obijetivo 250501889,1 333451,58
Iteraciones 848364,73 86182,36
T, = 60% Objetivo 250503326,5 351551,79
Iteraciones 1017084,1 101138,79
T, = 70% Objetivo 250580944,8 329969,12
Iteraciones 1192575,18 100023,27
T, = 80% Objetiyo 250541184,8 325238,13
Iteraciones 1349386,96 102576,62
T, = 90% Objetiyo 250453507 387819,59
Iteraciones 1510488,99 121394,56
T, = 100% Objetivo 250574322,1 335723,84
Iteraciones 1663308,76 100600,05

Tabla 4.5: Resultados QAP 80
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Figura 4.8: Comparacion de resultados (n° iteraciones) QAP 80

4.1.3. Analisis de los resultados

A continuacién, se va a evaluar el comportamiento del algoritmo en los
diferentes escenarios planteados — cuando el algoritmo se inicializa con un

porcentaje entre el 5% y el 90% del nimero de ciclos de la temperatura inicial
estandar —.

Prueba estadistica

Se va a determinar con qué porcentaje (5%, 10%, 20%,..., 90%) la calidad de la
solucion media obtenida (objetivo) no es significativamente diferente (peor) que
la obtenida con la temperatura inicial estandar. Para ello, se va a realizar una
estimacion estadistica por intervalo al 95% de confianza para la diferencia de
medias, tomando como referencia el objetivo medio obtenido con el

enfriamiento correspondiente a la temperatura inicial estandar.
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Para analizar si puede inferirse una diferencia significativa se va a realizar un
intervalo de confianza para la diferencia de medias, para lo cual se dispone de
dos muestras aleatorias independientes de tamafio n; y n, respectivamente. El

objetivo es comparar dos medias poblacionales u; y U,. Para ello, lo adecuado

es basarse en el estimador X1 — X2, diferencia entre ambas medias muestrales.

La situacidn que se estudia, en esta comparacion, es la de dos muestras
aleatorias independientes del mismo tamafo y suficientemente grandes, de
manera que puede asegurarse la normalidad aproximada de ambas medias

muestrales.

Se analizara si existe una diferencia significativa entre el objetivo medio
conseguido con el enfriamiento parcial para cada porcentaje del total de ciclos
y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial estandar. Como las

varianzas poblacionales son finitas y desconocidas, las sustituiremos por las

cuasivarianzas muestrales 812 y S2 dando lugar al intervalo:

(— Z% <Z< Z%]
X1-X2
S, Sz
ng np
» SiZ< —Z% , €s mejor el enfriamiento con temperatura inicial estandar

» SiZ> ZC%, es mejor el enfriamiento parcial
2

= Si (— Zq, <Z<24 J la prueba no permite afirmar que existan
7 7

diferencias significativas entre ambos casos
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X1 = media muestral (100%)

X2 = media muestral (5%, 10%, 20%,...,

n1= tamafo muestra (100%)
N, = tamafo muestra (5%, 10%, 20%,...,

S1 = cuasivarianza muestral (100%)

90%)

90%)

S, = cuasivarianza muestral (5%, 10%, 20%,..., 90%)

Comparacion entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al

90% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial

estandar.
TSP 47: TSP 80:

100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 1574,21
90% Objetivo 6964,83 390,59 90% Objetivo 35666,47 1467,09
(-1,96<1,37<1,96) (-1,96<-1,54<1,96)

QAP 47: QAP 80:

100% Objetivo 26510487,2 41489,7 | | 100% Objetivo ~ 250574322,1 335723,84
[ MED ___ DESV
90% Objetivo  26523177,45 46896,42 | 90% Objetivo 250453507 387819,59

Z =-203<-19=-z2
%

Z=235>196=12
%

Tabla 4.6: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre el

enfriamiento parcial al 90% del total de ciclos y el enfriamiento con temperatura

inicial estandar
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En TSP 47 y TSP 80 la prueba no permite afirmar que existan
diferencias significativas en la calidad de las soluciones entre el
algoritmo con enfriamiento parcial al 90% del total de ciclos y el

algoritmo con temperatura inicial estandar.

En QAP 47 se puede considerar que el algoritmo con temperatura inicial
estandar proporciona mejores soluciones que el algoritmo con

enfriamiento parcial al 90% del total de ciclos.

En QAP 80 se puede considerar que el algoritmo con enfriamiento
parcial al 90% del total de ciclos proporciona mejores soluciones que el

algoritmo con temperatura inicial estandar.
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Comparacion entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al

80% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial

estandar.
TSP 47: TSP 80:

100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 157421
80% Objetivo 6970,64 392,03 | 80% Objetivo  35297,91 1592,95
(-1,96<1,27<1,96) (-1,96<0,16<1,96)

QAP 47: QAP 80:
100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo 250505167  323685,34
80% Objetivo  26520680,57  45713,59 | 80% Objetivo  250541184,8  325238,13

(-1,96<-0,63<1,96)

(-1,96 <0,71<1,96)

Tabla 4.7: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre el

enfriamiento parcial al 80% del total de ciclos y el enfriamiento con temperatura

inicial estandar

= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las

soluciones entre el algoritmo con enfriamiento parcial al 80% del total de

ciclos y el algoritmo con temperatura inicial estandar.
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Comparacion entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al

70% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial

estandar.
TSP 47: TSP 80:

100% Objetivo 7040,17 383,07 | | 100% Objetivo 35334,72 1574,21
70% Objetivo 7063,76 363,37 | 70% Objetivo  35400,44 1659,42
(-1,96<-044<1,96) (-1,96<-028<1,96)

QAP 47: QAP 80:
100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo 250505167  323685,34
70% Objetivo  26518716,55  44233,08 | 70% Objetivo  250580944,8  329969,12

(-1,96<-1,35<1,96)

(-1,96<-014<1,96)

Tabla 4.8: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre el

enfriamiento parcial al 70% del total de ciclos y el enfriamiento con temperatura

inicial estandar

» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las

soluciones entre el algoritmo con enfriamiento parcial al 70% del total de

ciclos y el algoritmo con temperatura inicial estandar.
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Comparacion entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al

60% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial

estandar.
TSP 47: TSP 80:

100% Objetivo 7040,17 383,07 | | 100% Objetivo  35334,72 1574,21
60% Objetivo 7005,08 418,25 60% Objetivo 35389,53 1707,95
(-1,96<0,61<1,96) (-1,96<-0,23<1,96)

QAP 47: QAP 80:
100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo 250505167  323685,34
60% Objetivo  26509624,83  39781,98 | 60% Objetivo  250503326,5  351551,79

(-1,96<0,15<1,96)

(-1,96<1,46<1,96)

Tabla 4.9: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre el

enfriamiento parcial al 60% del total de ciclos y el enfriamiento con temperatura

inicial estandar

= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las

soluciones entre el algoritmo con enfriamiento parcial al 60% del total de

ciclos y el algoritmo con temperatura inicial estandar.
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Comparacion entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al

50% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial

estandar.
TSP 47: TSP 80:

100% Objetivo 7040,17 383,07 | | 100% Objetivo 35334,72 1574,21
50% Objetivo 7045,54 348,42 | 50% Objetivo  35458,71 1618,69
(-1,96<-0,1<1,96) (-1,96<-0,54<1,96)

QAP 47: QAP 80:
100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo 250505167  323685,34
50% Objetivo  26507920,5  45163,54 | 50% Objetivo  250501889,1  333451,58

(-1,96<0,41<1,96)

(-1,96<1,53<1,96)

Tabla 4.10: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento parcial al 50% del total de ciclos y el enfriamiento con

temperatura inicial estandar

» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las

soluciones entre el algoritmo con enfriamiento parcial al 50% del total de

ciclos y el algoritmo con temperatura inicial estandar.
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Comparacion entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al

40% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial

estandar.
TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 1574,21
40% Objetivo 7040,21 442,63 40% Objetivo 35668,78 1605,24
(-1,96 <-0,0006<1,96) (-1,96<-148<1,96)
QAP 47: QAP 80:
| 100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo 250505167  323685,34
40% Objetivo 26526871,8 44315,1 | 40% Objetivo  250658076,3  364640,68
Z=-27<-196=-1q (-1,96<-1,69<1,96)
2

Tabla 4.11: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento parcial al 40% del total de ciclos y el enfriamiento con

temperatura inicial estandar

= En las dos instancias de TSP y en QAP 80 la prueba no permite afirmar

gue existan diferencias significativas en la calidad de las soluciones

entre el algoritmo con enfriamiento parcial al 40% del total de ciclos y el

algoritmo con temperatura inicial estandar.

= En QAP 47 se puede considerar que el algoritmo con temperatura inicial

estandar proporciona mejores

soluciones que el algoritmo con

enfriamiento parcial al 40% del total de ciclos.
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Comparacion entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al

30% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial

estandar.
TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 | | 100% Objetivo 35334,72 1574,21
30% Objetivo 7103,36 329,96 | 30% Objetivo 37686,68 1804,39
(-1,96<-1,25<1,96) 2 =-982<-196= -2
2
QAP 47: QAP 80:
| 100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo 250505167  323685,34
30% Objetivo  26589921,47  73187,13 | 30% Objetivo  251518934,4  544294,8
Z Z

=-944<-196=-12
%

= —14,77< -1,96 = — 2
%

Tabla 4.12: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento parcial al 30% del total de ciclos y el enfriamiento con

temperatura inicial estandar

= En TSP 47 la prueba no permite afirmar que existan diferencias

significativas en la calidad de las soluciones entre el algoritmo con

enfriamiento parcial al 30% del total de ciclos y el algoritmo con

temperatura inicial estandar.

= En las dos instancias de QAP y en TSP 80 se puede considerar que el

algoritmo con temperatura

inicial

estandar proporciona mejores

soluciones que el algoritmo con enfriamiento parcial al 30% del total de

ciclos.
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Comparacion entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al

20% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial

estandar.

TSP 47: TSP 80:

100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 1574,21
20% Objetivo 7479,11 417,95 | 20% Objetivo  39339,81 1881,37

Z=-774<-196= -2
%

Z=-1632<-196= -2
%

QAP 47: QAP 80:

100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo 250505167  323685,34

MED DESV

20% Objetivo 266298034 7649526 | 20% Objetivo 251816859,3  679054,76
z Z

= -1371<-1,96=—2
%

=-16,4<-196= -2
%

Tabla 4.13: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento parcial al 20% del total de ciclos y el enfriamiento con

temperatura inicial estandar

* En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

que el algoritmo con temperatura inicial estdndar proporciona mejores

soluciones que el algoritmo con enfriamiento parcial al 20% del total de

ciclos.
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Comparacion entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al

10% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial

estandar.
TSP 47: TSP 80:

100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 1574,21
10% Objetivo 7983,96 510,31 | 10% Objetivo  40662,46 2528,46
Z =-148< -1,96 = —Z(y Z =-1788< —1,96 = —Z(y

2 2
QAP 47: QAP 80:

100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo 250505167  323685,34
10% Objetivo  26666354,57  82103,48 | 10% Objetivo  252323083,9  670236,78
Z =-1694< —-1,96 = —Z(y Z =-2333<-1,96= —ZO/

2 2

Tabla 4.14: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre
el enfriamiento parcial al 10% del total de ciclos y el enfriamiento con

temperatura inicial estandar

» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar
gue el algoritmo con temperatura inicial estdndar proporciona mejores
soluciones que el algoritmo con enfriamiento parcial al 10% del total de

ciclos.
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Comparacion entre el objetivo medio obtenido con un enfriamiento parcial al

5% del total de ciclos y el objetivo medio obtenido con la temperatura inicial

estandar.

TSP 47: TSP 80:

100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 157421
5% Objetivo 8210,16 617,29 | 5% Objetivo 41710,48 2750,48

Z =-16,1< -196= -2
%

Z=-2011<-196= -2
%

QAP 47: QAP 80:

100% Objetivo 26510487,2 . 41489,7 100% Objetivo 250505167 323685,34

5% Objetivo 26698708,9 93314,03 | 5% Objetivo  252415960,4 670898,6
Z Z

= -18,43< -1,96= —Z
%

= —2455< —1,96= —Z
%

Tabla 4.15: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento parcial al 5% del total de ciclos y el enfriamiento con

temperatura inicial estandar

» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

gue el algoritmo con temperatura inicial estdndar proporciona mejores

soluciones que el algoritmo con enfriamiento parcial al 5% del total de

ciclos.

177



Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

A continuacion se recoge en forma resumida la informacion de la comparativa

en una tabla de comparacion de objetivos.

En la tabla 4.16, el simbolo '+' significa que el algoritmo con temperatura inicial

estdndar da mejores soluciones, '=' quiere decir que la diferencia no es
significativa, y '-' significa que el algoritmo con temperatura inicial estandar

ofrece soluciones de peor calidad.

Instancia 90% 80% 70% 60% 50% 40% 30% 20% 10% 5%
TSP 47 = = = = = = = + + +
TSP 80 = = = = = = + + + +
QAP 47 + = = = = + + + + +
QAP 80 - = = - - - . + + "

Tabla 4.16: Resumen de la comparativa mediante intervalo de confianza al
95% para la diferencia de medias de objetivos segun la distribucion normal.

Conclusiones

Con respecto al estudio de la influencia de la temperatura inicial en el
comportamiento del algoritmo, analizando los resultados y gréficas obtenidos,
puede observarse que cuanto menor es el porcentaje utilizado en el
enfriamiento parcial, menor es el tiempo de ejecucion del algoritmo, y como era
previsible, cuanto menor es este porcentaje peores son las soluciones

obtenidas.

Tras el andlisis estadistico realizado, se puede concluir que para un porcentaje
de ciclos de enfriamiento igual o superior al 50% la calidad de la solucién media
obtenida (objetivo) no es significativamente diferente (peor) a la obtenida por el

algoritmo con temperatura inicial estandar.
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4.2. INFLUENCIA DEL PARAMETRO a EN LA EFICIENCIA DEL
ALGORITMO

El objetivo que se persigue con este estudio es valorar el comportamiento del
algoritmo cuando en el proceso de reduccibn monétona de la temperatura
mediante el esquema multiplicativo exponencial, se modifica el factor a

dinAmicamente tras cada ciclo de enfriamiento.

4.2.1. Eleccion de parametros de enfriamiento

Para realizar el estudio, se va a modificar dinAmicamente el parametro a de la
ecuacion de reduccion de la temperatura del enfriamiento multiplicativo
exponencial, con valores iniciales mas bajos, a = 0,8, y valores finales cercanos
a l, a = 0,99, de manera que se pueda establecer una comparacién con el
caso estandar, donde el pardmetro es constante con valor a = 0,95, tanto en la

calidad de las soluciones como en el nimero de iteraciones efectuadas.

El resto de los parametros de enfriamiento, temperatura inicial Tg y numero L

de transiciones de estado para cada valor de la temperatura, se mantienen
como en el enfriamiento multiplicativo exponencial estandar estudiado en el

capitulo 3.
Se utilizan 6 porcentajes de variacion dinamica: 1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10%.
La férmula de variacion del parametro a es:

08 sik=0
oL =
Ko 1 +(099-0_1)p sik>0

donde:
= k es el ciclo de enfriamiento.

. p es el tanto por uno de incremento del factor a, siendo
p =0'01(1%),0'02(2%),0'03(3%),0'04(4%),0'05(5%) 0'1(10%).
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El porcentaje de incremento p del factor a determina directamente la velocidad
del enfriamiento en el algoritmo del recocido simulado y, por tanto, el tiempo de
proceso. Un porcentaje de incremento pequefio determina valores de a
préximos a 0,8 durante buena parte de la ejecucion, produciendo un descenso
rapido de la temperatura y con ello una convergencia rapida del algoritmo,
mientras que un porcentaje de incremento grande determina valores de a
proximos a 0,99 ya en los ciclos iniciales de enfriamiento, conllevando un

descenso lento de la temperatura y una convergencia mas lenta.

4.2.2. Resultados de la pruebas

Las tablas 4.17 — 4.20, figuras 4.9 — 4.16 muestran los resultados de las
pruebas para los diferentes porcentajes de variacion dinamica del parametro a

utilizados en cada instancia de los problemas TSP y QAP.

Para cada instancia de los problemas se han realizado 100 ejecuciones con el
programa de enfriamiento exponencial, obteniéndose el valor medio y la
desviacion tipica tanto del objetivo logrado como del numero total de

iteraciones empleadas en cada caso.

MED DESV

variacion dinamica a = 1% Objetlyo 7193,99 347,58
Iteraciones 152751,09 14250,41

variacion dinamica a = 2% Objetlyo 7090,46 289,68
Iteraciones 209237,65 26082,06

variacion dinamica a = 3% Obje'[I.VO 7078,23 436,71
Iteraciones 346416,85 56163,80

variacion dinamica a = 4% Obje'[I.VO 7020,52 401,15
Iteraciones 764352,82 82349,53

variacion dinamica a = 5% Objetlyo 7039,88 387,99
Iteraciones 1117424,93 82569,11

variacion dinamica a = 10% Objetlyo 7070,77 395,40
Iteraciones | 1785367,91 91763,52

_ Objetivo 7040,17 383,06
valor constante o= 0,95% "\ - ciones | 498561,6 2872343

Tabla 4.17: Resultados TSP 47
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Figura 4.9: Comparacién de resultados (objetivo) TSP 47
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Figura 4.10: Comparacién de resultados (n° iteraciones) TSP 47

MED DESV
variacion dinamica a = 1% Objetiy o 35582,09 1403,75
Iteraciones 574305,57 53272,15
variacion dindmica a = 2% Objet'.v ° 35392,03 1566,66
Iteraciones 941989,48 174809,01
variacion dinamica a = 3% Objetivo 35930,44 1487,95
Iteraciones 2252960,9 307245,52
variacion dinamica a = 4% Objet'.v 0 36134,55 180387
Iteraciones | 3933665,66 | 372791,11
variacion dindmica a = 5% Objetl.v 0 36202,86 1754,11
Iteraciones | 4906738,29 317405,4
variacion dinamica a = 10% Objet|y 0 35608,25 1536,68
Iteraciones | 6856844,13 | 378071,09
Objetivo 35334,72 1574,20
= 0 7 3
valor constante a=0,95% [ Cones | 17616044 | 93123.83

Tabla 4.18: Resultados TSP 80
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Figura 4.11: Comparacion de resultados (objetivo) TSP 80
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Figura 4.12: Comparacion de resultados (n° iteraciones) TSP 80

MED DESV

variacion dinamica a = 1% Objetivo 26524996,44 43825,97
Iteraciones 182271,37 19402,15

variacion dinamica a = 2% Objetiyo 26523721,21 41960,44
Iteraciones 254271,04 35192,94

variacion dinamica a = 3% Objetiyo 26520172,12 45557,83
Iteraciones 552057,94 105373,46

variacion dinamica a = 4% Objetiyo 26515980,48 46277,48
Iteraciones 1047471,7 104567,20

variacion dinamica a = 5% Objetivo 26508269,85 40597,08
Iteraciones | 1382269,97 106937,92

variacion dinamica a = 10% Objetiyo 26502581,24 37814,92
Iteraciones | 2070574,69 132367,76

valor constante a = 0.95% Objetivo 26510487,17 41489,66
' Iteraciones 563650,78 38893,80

Tabla 4.19: Resultados QAP 47
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Figura 4.13: Comparacion de resultados (objetivo) QAP 47
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Figura 4.14: Comparacién de resultados (n° iteraciones) QAP 47

MED DESV

variacion dinamica a = 1% Objetiyo 250715696,7 331074,26
Iteraciones 536855,97 53289,83

variacion dinamica a = 2% Obijetivo 250530965,2 325964,64
Iteraciones 805650,77 104523,56

variacion dinamica a = 3% Obijetivo 250471603,8 304342,42
Iteraciones | 1718351,52 291503,93

variacion dinamica a = 4% Objetiyo 250461166,6 320217,87
Iteraciones | 3235493,56 327642,11

variacion dinamica a = 5% Objetiyo 250421203,3 336469,57
Iteraciones 4233088,6 305010,60

variacion dinamica a = 10% Obijetivo 250455210,9 309412,84
Iteraciones | 6183963,78 329347.,44

valor constante a = 0.95% Obijetivo 250574322,1 335723,84
' Iteraciones | 1663308,76 100600,05

Tabla 4.20: Resultados QAP 80
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Figura 4.15: Comparacion de resultados (objetivo) QAP 80
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Figura 4.16: Comparacion de resultados (n° iteraciones) QAP 80

4.2.3. Analisis de los resultados

A continuacion, se va a evaluar el comportamiento del algoritmo en los
diferentes escenarios planteados — cuando la variacion dinamica de parametro

a se produce desde el valor 0,8 al valor 0,99 con diferentes porcentajes de
incremento del 1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10% —.

Prueba estadistica

En el estudio se van a realizar sendas estimaciones estadisticas por intervalo al
95% de confianza, para la diferencia de objetivos medios y la diferencia de
iteraciones medias respectivamente, tomando como referencia el objetivo
medio y el niamero medio de iteraciones obtenidos con el enfriamiento

correspondiente a la temperatura inicial estandar. Con ello se debe verificar:
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. Con qué porcentaje (1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10%) el objetivo medio no es
significativamente diferente (mejor/peor) que el obtenido con el parametro
constante a = 0,95.

. Con qué porcentaje (1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10%) el nimero medio de
iteraciones no es significativamente distinto (menor/mayor) que el

obtenido con el parametro constante a = 0,95.

Para analizar si puede inferirse una diferencia significativa se va a realizar una
estimacion por intervalo de confianza para la diferencia de medias, tanto de
objetivo como del nimero de iteraciones. En cada caso se dispone de dos
muestras aleatorias independientes de tamafio n; y n, respectivamente. El

objetivo es comparar dos medias poblacionales u; y U,. Para ello, lo adecuado

es basarse en el estimador x1 — X2, diferencia entre ambas medias muestrales.

La situacién que se estudia, en esta comparacion, es la de dos muestras
aleatorias independientes del mismo tamafio y suficientemente grandes, de
manera que puede asegurarse la normalidad aproximada de ambas medias

muestrales.

Se analizara si existe una diferencia significativa entre el objetivo medio
conseguido con el enfriamiento para cada porcentaje de variacion dinamica del
parametro a y el objetivo medio obtenido con parametro constante a = 0,95.
Igualmente se procedera en el estudio del numero medio de iteraciones. Como

las varianzas poblacionales son finitas y desconocidas, las sustituiremos por

las cuasivarianzas muestrales 812 y S2 dando lugar al intervalo:

(—z% SZSZ%J

X1— X2

2 2
S S

1,72
)

» SiZ< —ch , €s mejor el enfriamiento con parametro a constante
2
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» SiZ> Zo/, es mejor el enfriamiento con parametro a dindmico
2

= Si (— Zq, <Z<24 J la prueba no permite afirmar que existan
7 7

diferencias significativas entre ambos casos

X1 = media muestral (100%)

X2 = media muestral (1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10%)
N1= tamafo muestra (100%)

No = tamafio muestra (1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10%)
S; = cuasivarianza muestral (100%)

S, = cuasivarianza muestral (1%, 2%, 3%, 4%, 5% y 10%)
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Comparacion entre el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del

1% y el enfriamiento con parametro a constante.

TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 || 100% Objetivo 35334,72 1574,21
1% Objetivo 7193,99 347,58 | 1% Objetivo  35582,09 1403,75

Z =-297<-196=-z2
%

(-1,96<-1,17<1,96)

QAP 47: QAP 80:
100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo ~ 250574322,1 335723,84
1% Objetivo  26524996,44 4382597 | 1% Objetivo  250715696,7  331074,26

Z=-24<-1,96= -2
%

Z=-299<-196=-12
%

Tabla 4.21: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento con variacion dinamica del pardmetro a del 1% y el enfriamiento

con parémetro a constante

= En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP se puede

considerar que el enfriamiento con pardmetro a constante proporciona

mejores soluciones que el enfriamiento con variacion dindmica del

parametro a del 1%.

= En TSP 80 la prueba no permite afirmar que existan diferencias

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos casos.
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TSP 47: TSP 80:

100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones ~ 1761604,4  93123,83
VED DESV
1% lteraciones  152751,09 14250,41 | 1% Iteraciones  574305,57 53272,15

Z =107,85>1,96 =2
%

Z =110,67>196=2
%

QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05

MED DESV
1% lteraciones  182271,37 19402,15 | 1% Iteraciones  536855,97 53289,83

Z =8774>1,96= 2
%

Z =98,95>1,96 = Z
%

Tabla 4.22: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento con variacion dindmica del parametro a del 1% y el

enfriamiento con parametro a constante

= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

que el enfriamiento con variacién dinamica del parametro a del 1%

converge mas rapidamente que el enfriamiento con parametro a

constante.
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Comparacion entre el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del

2% y el enfriamiento con parametro a constante.

TSP 47: TSP 80:

100% Objetivo 7040,17 383,07 | | 100% Objetivo 35334,72 1574,21
2% Objetivo 7090,46 289,68 | 2% Objetivo  35392,03 1566,66
(-1,96<-1,04<1,96) (-1,96<-0,26<1,96)

QAP 47: QAP 80:
100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo  250574322,1 335723,84
2% Objetivo  26523721,21  41960,44 | 2% Objetivo  250530965,2  325964,64
z (-1,96<0,92<1,96)

=-224<-196=-12
%

Tabla 4.23: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento con variacion dinamica del pardmetro a del 2% y el enfriamiento

con parémetro a constante

= En las dos instancias del problema TSP y en QAP 80, la prueba no

permite afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las

soluciones entre ambos casos.

= En TSP 47 se puede considerar que el enfriamiento con parametro a

constante proporciona mejores

soluciones que el enfriamiento con

variacion dindmica del parametro a del 2%.
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TSP 47: TSP 80:
100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones ~ 1761604,4  93123,83
VED DESV
2% lteraciones  209237,65 26082,06 | 2% lteraciones  941989,48  174809,01

Z =7057>1,96 = Z(y Z =41,38>1,96 = Z(y

2 2

QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
MED DESV
2% lteraciones  254271,04 3519294 | 2% Iteraciones ~ 805650,77 104523,56

Z =58,98>1,96= 7
g

Z =59,12 >1,96 = 2
%

Tabla 4.24: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento con variacion dindmica del parametro a del 2% y el

enfriamiento con parametro a constante

= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

que el enfriamiento con variacion dinamica del pardmetro a del 2%

converge mas rapidamente que el enfriamiento con parametro a

constante.
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Comparacion entre el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del

3% y el enfriamiento con parametro a constante.

TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 1574,21
3% Objetivo 7078,23 436,71 3% Objetivo 35930,44 1487,95

(-1,96 <-0,65<1,96) Z = -2,75<-196= ~2y,
2

QAP 47: QAP 80:
| 100% Objetivo 26510487,2 41489,7 | 100% Objetivo  250574322,1 335723,84

[ MED___ DEsv__ MED DESV
3% Objetivo  26523721,21 41960,44 | 3% Objetivo  250471603,8  304342,42

Z =-224<-196=-12
%

Z=226>196=12z
%

Tabla 4.25: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento con variacién dinamica del pardmetro a del 3% y el enfriamiento

con parémetro a constante

= En TSP 47 la prueba no permite afirmar que existan diferencias

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos casos.

= En TSP 80 y en QAP 47, se puede considerar que el enfriamiento con

parametro a constante proporciona mejores soluciones que el

enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del 3%.

= En QAP 80 se puede considerar que el enfriamiento con variacion

dinamica del parametro a del 3% proporciona mejores soluciones que el

enfriamiento con parametro a constante.
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TSP 47 TSP 80:
| 100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
MED DESV
3% lteraciones  346416,85 56163,8 | 3% Iteraciones  2252960,9  307245,52

Z =24,12>1,96 = Z(y Z =-153<-1,96 = — Zo/

2 2

QAP 47: QAP 80:
|100% Iteraciones  563650,78 38893,8 |100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
3% Iteraciones  552057,94 105373,46| 3% Iteraciones  1718351,52 291503,93

(-1,96 <1,03<1,96)

(-1,96<-1,78<1,96)

Tabla 4.26: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento con variaciébn dindmica del parametro a del 3% y el

enfriamiento con parametro a constante

= En TSP 47 se puede considerar que el enfriamiento con variacion

dinamica del parametro a del 3% converge mas rapidamente que el

enfriamiento con pardmetro a constante.

= En TSP 80 se puede considerar que el enfriamiento con parametro o

constante converge mas rapidamente que el enfriamiento con variacion

dinamica del pardmetro a del 3%.

= En las dos instancias del QAP, la prueba no permite afirmar que existan

diferencias significativas en velocidad de convergencia entre ambos

casos.
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Comparacion entre el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del

4% y el enfriamiento con parametro a constante.

TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 157421
. weo _oesv B MED ___ DESV
4% Objetivo 7020,52 401,15 4% Objetivo 36134,55 1803,87

(-1,96 <0,35<1,96) Z=-334<-196= -2y

2

QAP 47: QAP 80:
| 100% Objetivo 26510487,2 41489,7 | 100% Objetivo  250574322,1 335723,84
. weo_ _oesv 0 MED ____ DESV |
4% Objetivo ~ 26515980,48 46277,48 | 4% Objetivo  250461166,6 320217,87

(-1,96 <-0,88<1,96)

Z=244>196=12
%

Tabla 4.27: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento con variacion dinamica del pardmetro a del 4% y el enfriamiento

con parémetro a constante

= En TSP 47 y en QAP 47, la prueba no permite afirmar que existan

diferencias significativas en la calidad de las soluciones entre ambos

casos.

» En TSP 80 se puede considerar que el enfriamiento con pardmetro a

constante proporciona mejores

soluciones que el enfriamiento con

variacion dindmica del parametro a del 4%.

* En QAP 80 se puede considerar que el enfriamiento con variacion

dindmica del parametro a del 4% proporciona mejores soluciones que el

enfriamiento con pardmetro a constante.
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TSP 47: TSP 80:
100% Iteraciones 498561,6 28723,43 100% Iteraciones 35334,72 1574,21
4% lteraciones  764352,82 82349,53 | 4% Iteraciones  3933665,66 372791,11

Z =-3047<-19= -2
%

Z =-5653<-196=-2
%

QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
MED DESV
4% lteraciones 10474717 104567,2 | 4% Iteraciones  3235493,56 327642,11
Z

= -4336<-196=—2
%

Z =-4587<-196= -2
%

Tabla 4.28: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento con variacion dindmica del parametro a del 4%

enfriamiento con pardmetro a constante

y el

= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP, se puede considerar

que el

enfriamiento con pardmetro o constante converge mas

rapidamente que el enfriamiento con variacion dindmica del pardmetro a

del 4%.
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Comparacion entre el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del

5% y el enfriamiento con parametro a constante.

TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 1574,21
5% Objetivo 7039,88 387,99 5% Objetivo 36202,86 1754,11

(-1,96 <0,005< 1,96) Z = -368<-196= -2y
2

QAP 47: QAP 80:

| 100% Objetivo 26510487,2 41489,7 | 100% Objetivo  250574322,1 335723,84
5% Objetivo  26508269,85 40597,08 | 5% Objetivo  250421203,3  336469,57

(-1,96<0,38<1,96)

Z=322>196=12
%

Tabla 4.29: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento con variacion dinamica del pardmetro a del 5% y el enfriamiento

con parémetro a constante

= En TSP 47 y en QAP 47, la prueba no permite afirmar que existan

diferencias significativas en la calidad de las soluciones entre ambos

casos.

= En TSP 80 se puede considerar que el enfriamiento con parametro a

constante proporciona mejores

soluciones que el enfriamiento con

variacion dindmica del parametro a del 5%.

= En QAP 80 se puede considerar que el enfriamiento con variacién

dindmica del parametro a del 5% proporciona mejores soluciones que el

enfriamiento con pardmetro a constante.
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TSP 47: TSP 80:
100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones ~ 1761604,4  93123,83
5% lteraciones 1117424,93 82569,11 | 5% Iteraciones  4906738,29 317405,4

Z=-70,79<-19= -2
%

Z =-9508<-196=-2
%

QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05

MED DESV
5% lteraciones  1382269,97 106937,92| 5% Iteraciones 4233088,6 305010,6

Z =-4336<-196=-2
%

Z =-8001<-19=-z2
%

Tabla 4.30: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento con variacion dindmica del parametro a del 5% y el

enfriamiento con parametro a constante

» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP, se puede considerar

que el

enfriamiento con pardmetro a constante converge mas

rapidamente que el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a

del 5%.
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Comparacion entre el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del

10% y el enfriamiento con parametro a constante.

TSP 47: TSP 80:

100% Objetivo 7040,17 383,07 | | 100% Objetivo 35334,72 1574,21
10% Objetivo 7070,77 3954 | 10% Objetivo  35608,25 1536,68
(-1,96 <-0,55<1,96) (-1,96 <-1,24<1,96)

QAP 47: QAP 80:

100% Objetivo ~ 26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo  250574322,1 335723,84
10% Objetivo  26502581,24  37814,92 | 10% Objetivo 250455210,9  309412,84
(-1,96<1,4<1,96) 2=26>196=2q

2

Tabla 4.31: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre
el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del 10% y el

enfriamiento con paradmetro a constante

= En las dos instancias del problema TSP y en QAP 47, la prueba no
permite afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las

soluciones entre ambos casos.

= En QAP 80 se puede considerar que el enfriamiento con variacion
dinamica del parametro a del 10% proporciona mejores soluciones que

el enfriamiento con parametro a constante.
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TSP 47: TSP 80:
100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
10% Iteraciones 1785367,91 91763,52 | 10% Iteraciones 6856844,13 378071,09

Z =-13383<-196=-z2
i

Z =-130,85< -1,96= -2
%

QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05

MED DESV
10% Iteraciones  2070574,69 132367,76| 10% Iteraciones  6183963,78 329347,44

Z =-109,27< -1,96= -2
%

Z =-131,27< -1,96= -2
%

Tabla 4.32: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento con variaciéon dinamica del parametro a del 10% y el

enfriamiento con parametro a constante

» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP, se puede considerar

que el

enfriamiento con pardmetro a constante converge mas

rapidamente que el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a

del 10%.
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A continuacion se recoge en forma resumida la informacion de la comparativa

en sendas tablas, una sobre objetivos y otra sobre convergencia temporal.

En la tabla 4.33, el simbolo '+' significa que el algoritmo con enfriamiento de
paradmetro constante a = 0,95 da mejores soluciones, '=' quiere decir que la
diferencia no es significativa, y '-' significa que el algoritmo con enfriamiento de

parametro constante a = 0,95 ofrece soluciones de peor calidad.

Instancia 1% 2% 3% 4% 5% 10%
TSP 47 + = = = = =
TSP 80 = = + + + =
QAP 47 + + + = = =
QAP 80 + = - - - -

Tabla 4.33: Resumen de la comparativa mediante intervalo de
confianza al 95% para la diferencia de medias de objetivos

segun la distribucién normal

En la tabla 4.34, '+' significa que el algoritmo con enfriamiento de parametro
constante a = 0,95 converge mas rapido, '=' quiere decir que la diferencia no es
significativa, y '-' significa que el algoritmo con enfriamiento de parametro

constante a = 0,95 converge mas lentamente.

Instancia 1% 2% 3% 4% 5% 10%
TSP 47 - - - + + +
TSP 80 - - + + + +
QAP 47 - - = + + -
QAP 80 - - = + + -

Tabla 4.34: Resumen de la comparativa mediante intervalo de
confianza al 95% para la diferencia de medias de numero de

iteraciones segun la distribucion normal
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Conclusiones

Con respecto al estudio de la influencia del parametro a en la eficiencia del
algoritmo, analizando los resultados y graficas obtenidos, puede observarse
gue cuanto mayor es el porcentaje de incremento de a, mayor es el tiempo de

ejecucion del algoritmo, ya que la temperatura desciende méas lentamente.

Tras el analisis estadistico realizado, se puede concluir que cuando el
enfriamiento se produce con un mayor porcentaje de incremento del parametro
a, el objetivo conseguido no es significativamente diferente (mejor) que el
obtenido con el enfriamiento de pardmetro a constante. Hay un gran aumento

en cuanto al tiempo de ejecucion pero no hay mejoras del objetivo.

Con respecto al tiempo de ejecucion, en las dos instancias de los problemas
TSP y QAP se puede observar que el enfriamiento con variacion dindmica del
parametro a del 1% o 2% converge mas rapidamente que el enfriamiento con
parametro constante a = 0,95. El caso opuesto se presenta cuando el
porcentaje de variacion dinamica de a es 4%, 5% o 10%, en cuyo caso el
tiempo de ejecucién aumenta considerablemente. Cuando el porcentaje de
variacion dindmica de a es del 3%, el tiempo de ejecucion es similar al del caso

estandar.

También puede observarse que la desviacion tipica del objetivo obtenida en el
caso de variacion dinamica del parametro a del 2% es mejor que la del caso
estandar en las dos instancias del problema TSP y es similar en las dos
instancias del problema QAP. Por tanto, puede afirmarse que la variante
dindmica con porcentaje del 2% constituye un algoritmo mas robusto que el del

enfriamiento estandar.

La principal conclusion que puede extraerse de la comparativa realizada es que
el algoritmo con enfriamiento basado en la variacion dinamica del parametro a
del 2% proporciona un objetivo estadisticamente similar al del enfriamiento

estandar con una mayor reduccion del tiempo de ejecucion (iteraciones).
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4.3. INFLUENCIA COMBINADA DE LA TEMPERATURA INICIAL
Y EL PARAMETRO a EN LA EFICIENCIA DEL
ALGORITMO

Para valorar la eficiencia del algoritmo en la calidad de las soluciones obtenidas
respecto al tiempo de ejecucién, se va a proceder a un tercer estudio en donde

se combinan los dos planteamientos analizados en los apartados 4.1y 4.2.

4.3.1. Eleccion de parametros de enfriamiento

El estudio va a consistir en analizar la influencia de la temperatura inicial y el
pardmetro a en la eficiencia del algoritmo. En este caso y teniendo en cuenta el
andlisis de resultados realizado por separado para cada parametro en los
apartados anteriores, se ha decidido considerar los siguientes casos:

= Latemperatura inicial Tg tomara valores relativos a porcentajes del 50%,

60%, 70% y 80% del numero de ciclos de enfriamiento correspondientes

a la temperatura inicial estandar.

= El pardmetro a de reducciéon de la temperatura variara con porcentajes

de incremento del 2%, 3%, y 4%.

La férmula de calculo de la temperatura inicial en funcion del porcentaje de
ciclos de enfriamiento a realizar y la férmula de variacion del parametro a en
funcién del porcentaje de incremento son las mismas que se han utilizado en
los estudios de los apartados 4.1 y 4.2. Asimismo, el nUmero L de transiciones
de estado para cada valor de la temperatura se mantiene como en el

enfriamiento multiplicativo exponencial estandar estudiado en el capitulo 3.
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4.3.2. Resultados de la pruebas

Las tablas 4.35 — 4.38, figuras 4.17 — 4.24 muestran los resultados de las
pruebas para los diferentes casos combinados del porcentaje de numero de
ciclos de enfriamiento y del porcentaje de incremento dinamico del pardmetro a

utilizados en cada instancia de los problemas TSP y QAP.

Para cada instancia de los problemas se han realizado 100 ejecuciones con el
programa de enfriamiento exponencial, obteniéndose el valor medio y la
desviacién tipica tanto del objetivo logrado como del numero total de
iteraciones empleadas en cada caso.

a To MED DESV
50% Objgtivo 7160,86 329,58

Iteraciones 85263,6 14869,27
60% Objgtivo 7182,15 386,27

20 Itera.cm.mes 103296,05 14083,15
70% Ob]e_tlvo 7101,99 352,66

Iteraciones 123405,22 13866,41

80% Objgtivo 7116,13 347,319

Iteraciones 144518,15 15252,51
50% Objetivo 7082,8 363,31

Iteraciones 94147,07 17670,41
60% Objetivo 7076,37 338,31

3% Iteraciones 120736,86 20801,18
70% Objetivo 7045,66 293,32

Iteraciones 155209,37 23034,48
80% Objetivo 7087,48 352,33

Iteraciones 202519,2 31268,65
50% Objgtivo 7113,98 359,79

Iteraciones 112386,92 21081,71
60% Objetivo 7129,09 354,93

4% Itergcignes 156160,98 28824,83
20% Objetivo 7109,48 396,59

Iteraciones 226892,92 50520,61
80% Objetivo 7068,74 384,24

Iteraciones 343455,28 62687,19
Objetivo 7040,17 383,06

0.95% 100% feracones 498561,6 | 2872343

Tabla 4.35: Resultados TSP 47 con los diferentes valores del pardmetro a
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®m MED mDESV

8000
7500
7000
6500
6000
5500
5000
4500
4000

Figura 4.17: Comparacion de resultados (objetivo) TSP 47

®m MED mDESV

600000
500000
400000
300000
200000
100000

0

Figura 4.18: Comparacién de resultados (n° iteraciones) TSP 47
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a To MED DESV
50% Objetivo 35322,18 1548,06
Iteraciones 317300,31 60728,38
60% Objetivo 35609,04 1432,79
204 Itera_ci(?nes 407841,97 82278,72
20% Ob je.tIVO 35381,77 1507,14
Iteraciones 492320,94 75096,85
80% Objetivo 35254,95 1567,55
Iteraciones 601318,09 92365,27
0% Objetivo 35466,55 1516,0
Iteraciones 386736,41 91062,19
60% Objetivo 35250,82 1492,81
3% Itera.ci(?nes 504103,8 101378,57
20% Obje-tIVO 35569,71 1539,51
Iteraciones 686269,19 117545,95
80% Objetivo 35883,19 1670,77
Iteraciones 984062,77 236338,04
50% Objetivo 35900,67 1668,19
Iteraciones 533943,92 183432,23
60% Objetivo 35507,61 1646,57
4% Itera_cignes 800911,16 232461,12
20% Objetivo 35805,83 1527,68
Iteraciones 1343796,5 339716,66
80% Objetivo 35996,34 1803,34
Iteraciones 2142448,5 297859,62
Objetivo 35334,72 1574,20
0,95% 100% lteraciones 1761604.4 9312383

Tabla 4.36: Resultados TSP 80 con los diferentes valores del parametro a

®m MED mDESV

Figura 4.19: Comparacion de resultados (objetivo) TSP 80
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®mMED mDESV

2500000

2000000

1500000

1000000

500000

0

Figura 4.20: Comparacién de resultados (n° iteraciones) TSP 80

a To MED DESV
50% Objgtivo 26533714 54019,71
Iteraciones 100409,47 19488,76
60% Objetivo 26536665 52746,71
2% Itera_cu?nes 123206,16 22438,56
20% Ob je.'[IVO 26527046 46819,24
Iteraciones 149331,18 26519,91
80% Objgtivo 26530536 46846,33
Iteraciones 182145,71 25363,06
50% Objgtivo 26537054 48008,02
Iteraciones 123200,96 28136,52
60% Objetivo 26520634 48570,62
2% Itera_cu?nes 154990,16 35562,9
20% Ob jgtlvo 26527358 49654,78
Iteraciones 201693,74 46989,12
80% Objetivo 26526850 47194,62
Iteraciones 267612,43 60211,27
50% Objetivo 26535772 51233,42
Iteraciones 143296,17 41657,77
60% Objetivo 26521725 51988,64
4% Itera_ciqnes 205491,96 55262,08
20% Objetivo 26524852 48578,17
Iteraciones 303450,15 71597,87
80% Objetivo 26524470 52923,73
Iteraciones 518908,9 109670,15
Objetivo 26510487,17 41489,66
0,95% 100% Iterajciones 563650,78 38893,80

Tabla 4.37: Resultados QAP 47 con los diferentes valores del parametro a
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m MED mDESV

26600000
26580000
26560000
26540000
26520000
26500000
26480000
26460000

Figura 4.21: Comparacion de resultados (objetivo) QAP 47

®m MED mDESV

700000
600000
500000
400000
300000
200000
100000

0

Figura 4.22: Comparacién de resultados (n° iteraciones) QAP 47
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a To MED DESV

50% Obj e_tivo 250771702 333069,44

Iteraciones 293557,53 48569,93
60% Objetivo 250700410 342584,86

206 Itergcignes 432107,22 42287,57
20% Objetivo 250690324 356043,96

Iteraciones 444331,99 58282,20
80% Objetivo 250676638 372644,25

Iteraciones 542629,24 65429,78
0% Objetivo 250750833 390452,76

Iteraciones 349686,11 76558,72
60% Objetivo 250604631 351909,83

Iteraciones 454004,4 89624,66

3% o Objetivo 250661039 379075,09
0% Iteraciones 592162,09 112452,62

80% Objetivo 250639704 387407,99

Iteraciones 808311,64 150395,21

50% Objetivo 250673195 358630,69
Iteraciones 433985,18 103053,04

60% Objetivo 250655350 377946,99

Iteraciones 624125,01 135797,41

4% . Objetivo 250596614 330386,1
0% Iteraciones 995925,57 223978,59

80% Objetivo 250519437 274385,22

Iteraciones 1599538,5 285546,93
Objetivo 250574322,1 335723,84

0,95% 100% Iteralciones 1663308,76 100600,05

Tabla 4.38: Resultados QAP 80 con los diferentes valores del parametro a

®m MED mDESV

251400000

250900000

250400000

249900000

Figura 4.23: Comparacién de resultados (objetivo) QAP 80
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®mMED mDESV

2000000

1500000

1000000

500000

0

Figura 4.24: Comparacién de resultados (n° iteraciones) QAP 80

4.3.3. Analisis de los resultados

A continuacion, se va a evaluar el comportamiento del algoritmo (la influencia
de la temperatura inicial y el pardmetro a en la eficiencia del algoritmo) en los
diferentes escenarios planteados — cuando el algoritmo se ejecuta con una
temperatura inicial correspondiente a porcentajes entre el 50% y el 80% del
namero de ciclos de enfriamiento de la temperatura inicial estandar, y la
variacion dinamica del pardmetro a se realiza con incrementos porcentuales del
2%, 3%, y 4% —.

Prueba estadistica

En el estudio se van a realizar sendas estimaciones estadisticas por intervalo al
95% de confianza, para la diferencia de objetivos medios y la diferencia de
iteraciones medias respectivamente, tomando como referencia el objetivo
medio y el namero medio de iteraciones obtenidos con el enfriamiento

estandar. Con ello se debe verificar:
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. Cual es la combinacién de parametros para los que el objetivo medio no
es significativamente diferente (mejor/peor) que el obtenido en el caso
estandar.

. Cual es la combinacién de parametros para los que el nimero medio de
iteraciones no es significativamente distinto (menor/mayor) que el

obtenido en el caso estandar.

Para analizar si puede inferirse una diferencia significativa se va a realizar una
estimacion por intervalo de confianza para la diferencia de medias, tanto de
objetivo como del nimero de iteraciones. En cada caso se dispone de dos
muestras aleatorias independientes de tamafio n; y n, respectivamente. El

objetivo es comparar dos medias poblacionales u; y U,. Para ello, lo adecuado

es basarse en el estimador X1 — X2, diferencia entre ambas medias muestrales.

La situacidn que se estudia, en esta comparacion, es la de dos muestras
aleatorias independientes del mismo tamafio y suficientemente grandes, de
manera que puede asegurarse la normalidad aproximada de ambas medias

muestrales.

Se analizara si existe una diferencia significativa entre el objetivo medio
conseguido con el enfriamiento para cada porcentaje de variacion dinamica del
pardmetro a y de numero de ciclos de temperatura y el objetivo medio obtenido
con el enfriamiento estandar. Igualmente se procederd en el estudio del

namero medio de iteraciones. Como las varianzas poblacionales son finitas y

desconocidas, las sustituiremos por las cuasivarianzas muestrales 812 y s2,

dando lugar al intervalo:

(—z% SZSZ%]

X1— X2
2 2
S S
172
np N3
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» SiZ< —ch , €S mejor el caso estandar
2

= SiZ> ZC%, el caso estandar ofrece soluciones de peor calidad
2

= Si (— Zq) <Z<24 J la prueba no permite afirmar que existan
7 7

diferencias significativas entre ambos casos

X1 = media muestral (caso estandar)

X2 = media muestral (caso estandar)®

n1= tamafio muestra (caso estandar)

N, = tamafio muestra (caso estandar)®

S; = cuasivarianza muestral (caso estandar)

S, = cuasivarianza muestral (caso estandar)®
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Comparacion entre el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del

2% en combinacion con el 50% de ciclos de temperatura y el enfriamiento

estandar.
TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 157421
A=2% . A=2% .
T,=50% Objetivo 7160,86 329,58 T,=50% Objetivo 35322,18 1548,06

Z=-239<-196=-2g (-1,96<0,05<1,96)

2

QAP 47: QAP 80:
| 100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo  250574322,1 335723,84
=) DESV
A=2% Objetivo 26533714 54019,71 | A72% Objetivo 250771702  333069,44
To=50% I ) To=50% ) ,

Z =-341<-196=-12
%

Z=-417<-19=-12
%

Tabla 4.39: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento adaptativo (variacion dindmica del parametro a del 2% vy

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 50%) y el enfriamiento

estandar

= En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP se puede

considerar que el enfriamiento estandar proporciona mejores soluciones

gue el enfriamiento con variacion dindmica del parametro a del 2% en

combinacién con un porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del

50%.

= En TSP 80 la prueba no permite afirmar que existan diferencias

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos casos.
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TSP 47 TSP 80:
| . MED . D] =3V4 MED DESV
| 100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
MED DESV MED DESV
A=2% lteraciones ~ 85263,6 1486927 | AT2% lteraciones  317300,31  60728,38
To=50% ’ 27| To=500% ' '
Z =127,78> 1,96 = Z(y Z =12991>1,96 = ZO/
2 2
QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
\Y/I={D) DESV \Y/|={D) DESV
A=2% lteraciones  100409,47 1948876 | A72% lteraciones ~ 293557,53  48569,03
To=50% ! ! To=50% ! !

Z =106,48>1,96= 2
7

Z =12261>196=2
%

Tabla 4.40: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 2% y

porcentaje del niumero de ciclos de temperatura del 50%) y el enfriamiento

estandar

*= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

gue el algoritmo basado en enfriamiento con variacién dinamica del

parametro a del 2% en combinaciéon con un porcentaje del numero de

ciclos de temperatura del 50% converge mas rapido que el algoritmo con

enfriamiento estandar.
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Comparacion entre el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del

2% en combinacion con el 60% de ciclos de temperatura y el enfriamiento

estandar.
TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 157421
A=2% . A=2% L
T,=60% Objetivo 7182,15 386,27 T,=60% Objetivo 35609,04 1432,79
Z=-261<-19= -2 (-1,96<-1,29<1,96)
2
QAP 47: QAP 80:
| 100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo  250574322,1 335723,84
MED DESV
A=2% Objetivo 26536665 5274671 | A72% Objetivo 250700410  342584,86
To=60% ) ] To=60% ) '
Z Z

=-39<-196= -2
%

=-263<-196=-2
%

Tabla 4.41: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 2% y

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 60%) y el enfriamiento

estandar

= En TSP 47 y en las dos instancias del problema QAP se puede

considerar que el enfriamiento estandar proporciona mejores soluciones

que el enfriamiento con variaciéon dinamica del parametro a del 2% en

combinacion con un porcentaje del numero de ciclos de temperatura del

60%.

= En TSP 80 la prueba no permite afirmar que existan diferencias

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos casos.
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Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

TSP 47 TSP 80:
| . MED . D] =3V4 MED DESV
| 100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
MED DESV MED DESV
A=2% lteraciones  103296,05  14083,15 | A72% lteraciones ~ 407841,97  82278,72
To=60% ' A5 T —60% ' '
Z =123,56>1,96 = Z(y Z =108,94>1,96 = ZO/
2 2
QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
\Y/I={D) DESV \Y/|={D) DESV
A=2% lteraciones ~ 123206,16 2243856 | A2 lteraciones ~ 432107,22  42287,57
To=60% ’ =0 | T4=60% ' '

Z =98,09>196=z
%

Z=11282>196=2
%

Tabla 4.42: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 2% y

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 60%) y el enfriamiento

estandar

= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

que el algoritmo basado en enfriamiento con variacion dindmica del

parametro a del 2% en combinacion con un porcentaje del nimero de

ciclos de temperatura del 60% converge mas rapido que el algoritmo con

enfriamiento estandar.
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4. Enfriamiento Adaptativo

Comparacion entre el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del

2% en combinacion con el 70% de ciclos de temperatura y el enfriamiento

estandar.
TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 | |100% Objetivo  35334,72 157421
A=2% . A=2% L
T,=70% Objetivo 7101,99 352,66 T,=70% Objetivo 35381,77 1507,14
(-1,96<-1,18<1,96) (-1,96<-0,21<1,96)

QAP 47: QAP 80:
. MED  DESV
' 100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo  250574322,1 335723,84
MED DESV
A=2% Objetivo 26527046  46819,24 | A72% Objetivo 250690324  356043,96
To=70% I ) To=70% ) ,

Z =-264<-196-= —Z(y Z =-237<-196= —Z(y

2 2

Tabla 4.43: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre
el enfriamiento adaptativo (variacion dindmica del parametro a del 2% vy
porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 70%) y el enfriamiento

estandar

*» En las dos instancias del problema TSP la prueba no permite afirmar
que existan diferencias significativas en la calidad de las soluciones

entre ambos casos.

= En las dos instancias del problema QAP se puede considerar que el
enfriamiento estandar proporciona mejores soluciones que el
enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del 2% en
combinacién con un porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del
70%.
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Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

TSP 47 TSP 80:
| . MED . D] =3V4 MED DESV
| 100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
MED DESV MED DESV
A=2% lteraciones 12340522  13866,41 | A72% lteraciones ~ 492320,94  75096,85
To=70% ' AL T 700 ' '
Z =117,62>1,96 = Z(y Z =106,09>1,96 = ZO/
2 2
QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
\Y/I={D) DESV \Y/|={D) DESV
A=2% lteraciones ~ 149331,18  26519,01 | A72% lteraciones  444331,99 58282,2
To=70% ’ Ol 1 —70% , ,

Z =88,01>1,96= 2
%

Z =104,84>196=2
%

Tabla 4.44: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 2% y

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 70%) y el enfriamiento

estandar

*= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

gue el algoritmo basado en enfriamiento con variacién dinamica del

parametro a del 2% en combinaciéon con un porcentaje del numero de

ciclos de temperatura del 70% converge mas rapido que el algoritmo con

enfriamiento estandar.
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4. Enfriamiento Adaptativo

Comparacion entre el enfriamiento con variacion dindmica del parametro a del

2% en combinacion con el 80% de ciclos de temperatura y el enfriamiento

estandar.

TSP 47:

100% Objetivo 7040,17 383,07

TSP 80:

100% Objetivo 35334,72 1574,21

MED DESV

. MED DESV

A=2% Objetivo  35254,95

T=80% Objetvo  7116,13 347,319 | T 500 1567,55
(-1,96<-1,47<1,96) (-1,96<0,35<1,96)

QAP 47: QAP 80:

| MED __ DESV
| 100% Objetivo 26510487,2 41489,7 | 100% Objetivo ~ 250574322,1 335723,84
MED DESV
A=2% - A=2% L

T,=80% Objetivo 26530536 46846,33 T,=80% Objetivo 250676638 372644,25

Z =-32<-196=-2
%

Z=-203<-19=-12
%

Tabla 4.45: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento adaptativo (variacion dindmica del parametro a del 2% vy

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 80%) y el enfriamiento

estandar

= En las dos instancias del problema QAP se puede considerar que el

enfriamiento estandar

proporciona mejores soluciones que el

enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del 2% en

combinacién con un porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del

80%.

= En las dos instancias del problema TSP la prueba no permite afirmar

gue existan diferencias significativas en la calidad de las soluciones

entre ambos casos.
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Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

TSP 47 TSP 80:
| . MED . DESV MED DESV
| 100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
MED DESV MED DESV
A=2% Ilteraciones  144518,15 15252,51 A=2% Iteraciones 601318,09 92365,27
To=80% ' ' Te=80% ' '
Z =108,86>1,96 = Z(y Z =88,46 > 1,96 = Z(y
2 2
QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
MED DESV MED DESV
A=2% lteraciones 18214571  25363,06 | 200 lteraciones ~ 542629,24  65429,78
To=80% ' ' To=80% ' '

Z =8216>1,96 = 2
%

7 =9338>196=7
%

Tabla 4.46: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 2% y

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 80%) y el enfriamiento

estandar

= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

que el algoritmo basado en enfriamiento con variacion dindmica del

parametro a del 2% en combinacion con un porcentaje del nimero de

ciclos de temperatura del 80% converge mas rapido que el algoritmo con

enfriamiento estandar.
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4. Enfriamiento Adaptativo

Comparacion entre el enfriamiento con variacion dindmica del parametro a del

3% en combinacion con el 50% de ciclos de temperatura y el enfriamiento

estandar.

TSP 47:

100% Objetivo 7040,17 383,07

TSP 80:

100% Objetivo 35334,72 1574,21

. MED DESV

s Objetivo  7082,8 36331 | T tou Objetivo  35466,55 1516
(-1,96<-0,8<1,96) (-1,96<-0,6<1,96)

QAP 47: QAP 80:

| 100% Objetivo 26510487,2 41489,7 | 100% Objetivo ~ 250574322,1 335723,84

MED DESV

A=3% Obieti A=3% bieti

T,=50% jetivo 26537054 48008,02 T,=50% Objetivo 250750833 390452,76
Z Z

=-418<-196= -2
%

=-304<-19=-2
%

Tabla 4.47: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento adaptativo (variacion dindmica del parametro a del 3% vy

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 50%) y el enfriamiento

estandar

» En las dos instancias del problema TSP la prueba no permite afirmar

que existan diferencias significativas en la calidad de las soluciones

entre ambos casos.

= En las dos instancias del problema QAP se puede considerar que el

enfriamiento estandar

proporciona mejores

soluciones que el

enfriamiento con variaciébn dinamica del parametro a del 3% en

combinacioén con un porcentaje del nUmero de ciclos de temperatura del

50%.
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Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

TSP 47 TSP 80:
| . MED . D] =3V4 MED DESV
| 100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
MED DESV MED DESV
A=3% lteraciones ~ 94147,07 1767041 | A7S% lteraciones  386736,41  91062,19
To=50% ' AL T o500 ' '
Z =119,92>1,96 = Z(y Z =105,56>1,96 = ZO/
2 2
QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
\Y/I={D) DESV \Y/|={D) DESV
A=3% lteraciones ~ 123200,96  28136,52 | A7o% lteraciones  349686,11 76558,72
To=50% ! ! To=50% ! !

Z=9175>1,96= 2
%

Z=10391>196=2
%

Tabla 4.48: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 3% y

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 50%) y el enfriamiento

estandar

*= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

gue el algoritmo basado en enfriamiento con variacién dinamica del

parametro a del 3% en combinaciéon con un porcentaje del numero de

ciclos de temperatura del 50% converge mas rapido que el algoritmo con

enfriamiento estandar.
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4. Enfriamiento Adaptativo

Comparacion entre el enfriamiento con variacion dindmica del parametro a del

3% en combinacion con el 60% de ciclos de temperatura y el enfriamiento

estandar.
TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 157421
_ ~ MED DESV _ ) DESV
A=3% . A=3% .
T=60% Objetivo 7076,37 33831 | T gou Objetivo  35250,82 1492,81
(-1,96<-0,71<1,96) (-1,96<0,38<1,96)
QAP 47: QAP 80:
100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo  250574322,1 335723,84
MED DESV MED DESV
A=3% Objetivo 26520634  48570,62 | A73% Objetivo 250604631  351909,83
To=60% I ) To=60% ) ,
(-1,96 <-158<1,96) (-1,96 <-062<1,96)

Tabla 4.49: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento adaptativo (variacion dindmica del parametro a del 3% vy

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 60%) y el enfriamiento

estandar

» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las

soluciones entre ambos casos.
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Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

TSP 47 TSP 80:
| . MED . D] =3V4 MED DESV
| 100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
MED DESV MED DESV
A=3% lteraciones  120736,86  20801,18 | A73% lteraciones ~ 504103,8  101378,57
To=60% ' A8 | 1 —60% ; :
Z =106,53>1,96 = Z(y Z =9135>196= Z(y
2 2
QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
\Y/I={D) DESV \Y/|={D) DESV
A=3% lteraciones ~ 154990,16 35562,9 | ATS% lteraciones  454004,4 89624,66
To=60% ’ 9 | T,=60% : '

Z=7754>196=7z
%

Z =89,75>1,96 = 2
%

Tabla 4.50: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 3% y

porcentaje del niumero de ciclos de temperatura del 60%) y el enfriamiento

estandar

= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

que el algoritmo basado en enfriamiento con variacion dindmica del

parametro a del 3% en combinacion con un porcentaje del nimero de

ciclos de temperatura del 60% converge mas rapido que el algoritmo con

enfriamiento estandar.
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4. Enfriamiento Adaptativo

Comparacion entre el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del

3% en combinacion con el 70% de ciclos de temperatura y el enfriamiento

estandar.
TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 | | 100% Objetivo  35334,72 157421
. . MED DESV MED DESV
A=3% . A=3% .
T=70% Objetivo  7045,66 293,32 | T 0y Objetivo  35569,71 1539,51
(-1,96<-0,11<1,96) (-1,96<-1,06<1,96)
QAP 47: QAP 80:
100% Objetivo ~ 26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo  250574322,1 335723,84
MED DESV MED DESV
A=3% Objetivo 26527358 49654,78 | A73% Objetivo 250661039  379075,09
To=70% I ) To=70% ) ,
Z = -261<-196=-2g (-1,96<-1,71<1,96)
2

Tabla 4.51: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento adaptativo (variacion dindmica del parametro a del 3% vy

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 70%) y el enfriamiento

estandar

» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las

soluciones entre ambos casos.
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Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

TSP 47 TSP 80:
| . MED D] =3V4 MED DESV
| 100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
MED DESV MED DESV
A=3% lteraciones ~ 155200,37 2303448 | A7S% lteraciones  686269,19  117545,95
To=70% : A8 | T 700 ' :
Z =93,25>1,96 = Zo/ Z=7171>196= Z(y
2 2
QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
\Y/I={D) DESV \Y/|={D) DESV
A=3% lteraciones ~ 201693,74  46989,12 | ATS% lteraciones ~ 592162,09  112452,62
To=70% ’ A2 | 1 70% , :

Z =59,34>1,96 = 2
%

Z=7099>196=7
%

Tabla 4.52: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 3% y

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 70%) y el enfriamiento

estandar

» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

gue el algoritmo basado en enfriamiento con variacién dinamica del

parametro a del 3% en combinaciéon con un porcentaje del numero de

ciclos de temperatura del 70% converge mas rapido que el algoritmo con

enfriamiento estandar.
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4. Enfriamiento Adaptativo

Comparacion entre el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del

3% en combinacion con el 80% de ciclos de temperatura y el enfriamiento

estandar.
TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 157421
A=3% L. A=3% .
T.m80% Objetivo  7087,48 352,33 | T 500 Objetivo 3588319  1670,77

(-1,96<-0,91<1,96) Z=-239<-1,96= -7

2
QAP 47: QAP 80:
| 100% Objetivo  26510487,2 41489,7 | | 100% Objetivo ~ 250574322,1 335723,84
MED DESV
A=3% Objetivo 26526850  47194,62 | A% Objetivo 250639704  387407,99
To=80% ) 1 To=80% i ,9¢
z (-1,96<-1,27<1,96)

=-261<-196=-2
%

Tabla 4.53: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento adaptativo (variacion dindmica del parametro a del 3% vy

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 80%) y el enfriamiento

estandar

= En TSP 47 y QAP 80 la prueba no permite afirmar que existan

diferencias significativas en la calidad de las soluciones entre ambos

casos.

= En TSP 80 y QAP 47 se puede considerar que el enfriamiento estandar

proporciona mejores soluciones que el enfriamiento con variacién

dinamica del parametro a del 3% en combinacion con un porcentaje del

namero de ciclos de temperatura del 80%.
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Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

TSP 47 TSP 80:
| . MED . DESV MED DESV
| 100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
MED DESV MED DESV
A=3% lteraciones 2025192  31268.65| A=S% lteraciones  984062,77  236338,04
To=80% ' - To=80% , ,
Z =69,72>1,96 = Zo/ Z =30,61>1,96= Z(y
2 2
QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
MED DESV MED DESV
A=3% lteraciones ~ 267612,43 6021127 | Ao lteraciones ~ 808311,64  150395,21
To=80% : ’ To=80% , :

Z=413>196=12
%

Z =4725>1,96= 2
%

Tabla 4.54: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 3% y

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 80%) y el enfriamiento

estandar

= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

que el algoritmo basado en enfriamiento con variacion dindmica del

parametro a del 3% en combinacion con un porcentaje del nimero de

ciclos de temperatura del 80% converge mas rapido que el algoritmo con

enfriamiento estandar.
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4. Enfriamiento Adaptativo

Comparacion entre el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del

4% en combinacion con el 50% de ciclos de temperatura y el enfriamiento

estandar.

TSP 47:

100% Objetivo 7040,17 383,07

TSP 80:

100% Objetivo 35334,72 1574,21

. MED DESV

A=4% Objetivo  35900,67

T.=50% Objetivo 7113,98 35979 | T l50% 1668,19

(-1.96<-1,4<196) Z=-246<-196= -7y

2

QAP 47: QAP 80:
| 100% Objetivo  26510487,2 41489,7 | | 100% Objetivo ~ 250574322,1 335723,84
MED DESV
A=4% - A=4% i
T,=50% Objetivo 26535772 51233,42 T,=50% Objetivo 250673195 358630,69

Z =-383<-196=-2
%

Z=-201<-19=-12
%

Tabla 4.55: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 4% vy

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 50%) y el enfriamiento

estandar

= En TSP 47 la prueba no permite afirmar que existan diferencias

significativas en la calidad de las soluciones entre ambos casos.

= En TSP 80 y en las dos instancias del problema QAP se puede

considerar que el enfriamiento estandar proporciona mejores soluciones

gue el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del 4% en

combinacién con un porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del

50%.
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Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

TSP 47 TSP 80:
| . MED . D] =3V4 MED DESV
| 100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
MED DESV MED DESV
A=4% lteraciones  112386,92  21081,71 | A74% lteraciones  533943,92  183432,23
To=50% ! ! To=50% ! !
Z =108,38>1,96 = Z(y Z =59,67 >1,96 = Z(y
2 2
QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
\Y/I={D) DESV \Y/|={D) DESV
A=4% lteraciones 14329617  41657,77 | A74% lteraciones ~ 433985,18  103053,04
To=50% ’ T | T0=50% , :

Z=7375>1,96= 2
%

7 =8536>196=7
%

Tabla 4.56: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 4% y

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 50%) y el enfriamiento

estandar

*= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

gue el algoritmo basado en enfriamiento con variacién dinamica del

parametro a del 4% en combinaciéon con un porcentaje del numero de

ciclos de temperatura del 50% converge mas rapido que el algoritmo con

enfriamiento estandar.
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4. Enfriamiento Adaptativo

Comparacion entre el enfriamiento con variacion dindmica del parametro a del

4% en combinacion con el 60% de ciclos de temperatura y el enfriamiento

estandar.
TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 1574,21
! ~ MED DESV ! ~ MED DESV
A=4% - A=4% -
T=60% Objetivo 7129,09 354,93 | T e0n Objetivo  35507,61 1646,57
(-1,96<-17<196) (-1,96<-0,75<1,96)
QAP 47: QAP 80:
100% Objetivo  26510487,2  41489,7 | | 100% Objetivo  250574322,1  335723,84
MED DESV MED DESV
A=4% Objetivo 26521725  51988.64 | A74% Objetivo 250655350  377946,99
To=60% ) O | T=60% ) 5
(-1,96 <-169<1,96) (-1,96<-16<1,96)

Tabla 4.57: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento adaptativo (variacion dindmica del parametro a del 4% vy

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 60%) y el enfriamiento

estandar

» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP la prueba no permite

afirmar que existan diferencias significativas en la calidad de las

soluciones entre ambos casos.
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Estrategia de Enfriamiento Adaptativo para el Algoritmo del Recocido Simulado

TSP 47 TSP 80:
| . MED DESV MED DESV
| 100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
MED DESV MED DESV
A=4% lteraciones  156160,08  28824,83 | A74% lteraciones  800911,16  232461,12
To=60% ' ; Toe=60% ' '
Z =84,14>1,96 = Zo/ Z =38,36 >1,96 = Z(y
2 2
QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
MED DESV MED DESV
A=4% . A=4% .
T,=60% Iteraciones  205491,96 55262,08 T,=60% Iteraciones 624125,01 135797,41

Z=53>196=1z2
%

Z =61,49>1,96 = 2
%

Tabla 4.58: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 4% y

porcentaje del niumero de ciclos de temperatura del 60%) y el enfriamiento

estandar

*= En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

gue el algoritmo basado en enfriamiento con variacién dinamica del

parametro a del 4% en combinaciéon con un porcentaje del numero de

ciclos de temperatura del 60% converge mas rapido que el algoritmo con

enfriamiento estandar.
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Comparacion entre el enfriamiento con variacion dinamica del parametro a del

4% en combinacion con el 70% de ciclos de temperatura y el enfriamiento

estandar.
TSP 47: TSP 80:
100% Objetivo 7040,17 383,07 100% Objetivo 35334,72 157421
A=4% . A=4% .
To=70% Objetivo 7109,48 396,59 | T _700 Objetivo 35805,83 1527,68

(-1,96 <-1,26 <1,96) Z=-214<-196= 25/

2
QAP 47: QAP 80:
| 100% Objetivo  26510487,2 41489,7 | | 100% Objetivo ~ 250574322,1 335723,84
MED DESV
A=4% Objetivo 26524852  48578,17 | A=4% Objetivo 250596614 3303861
To=70% ) A7 Te=70% | ,
z (-1,96<-0,47<1,96)

=-224<-196=-12
%

Tabla 4.59: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento adaptativo (variacion dindmica del parametro a del 4% vy

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 70%) y el enfriamiento

estandar

= En TSP 47 y en QAP 80 la prueba no permite afirmar que existan

diferencias significativas en la calidad de las soluciones entre ambos

casos.

= En TSP 80 y en QAP 47 se puede considerar que el enfriamiento

estandar proporciona mejores soluciones que el enfriamiento con

variacion dinamica del parametro a del 4% en combinacion con un

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 70%.
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TSP 47 TSP 80:
| . MED . D] =3V4 MED
| 100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
MED DESV MED DESV
A=4% lteraciones ~ 226892,92  50520,61 | A74% lteraciones ~ 1343796,5  339716,66
To=70% ' 61| 1700 ' :
Z =46,74 > 1,96 = Z(y Z =11,86>1,96= Z(y
2 2
QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
\Y/I={D) DESV \Y/|={D) DESV
A=4% lteraciones ~ 303450,15  71597,87 | AT4% lteraciones 99592557  223978,59
To=70% ’ 87 | T.=70% , :

Z =31,93>1,96= 2
%

Z =2718>1,96= 2
%

Tabla 4.60: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 4% y

porcentaje del niumero de ciclos de temperatura del 70%) y el enfriamiento

estandar

» En las dos instancias de los problemas TSP y QAP se puede considerar

gue el algoritmo basado en enfriamiento con variacién dinamica del

parametro a del 4% en combinaciéon con un porcentaje del numero de

ciclos de temperatura del 70% converge mas rapido que el algoritmo con

enfriamiento estandar.
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Comparacion entre el enfriamiento con variacion dindmica del parametro a del

4% en combinacion con el 80% de ciclos de temperatura y el enfriamiento

estandar.

TSP 47:

100% Objetivo 7040,17 383,07

TSP 80:

100% Objetivo 35334,72 1574,21

. MED DESV

A=4% Objetvo  35996,34

To=80% Objetivo  7068,74 384,24 | T g0, 1803,34

(-1,96 <-052<1,96) 2 =-276<-196= -2y

2

QAP 47: QAP 80:
| 100% Objetivo  26510487,2 41489,7 | | 100% Objetivo ~ 250574322,1 335723,84
=) DESV
A=4% - A=4% o
T,=80% Objetivo 26524470 52923,73 T,=80% Objetivo 250519437 274385,22

Z=-207<-196=-12
%

(-1,96<1,26<1,96)

Tabla 4.61: Intervalo de confianza para la diferencia de objetivos medios entre

el enfriamiento adaptativo (variacion dindmica del parametro a del 4% vy

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 80%) y el enfriamiento

estandar

= En TSP 80 QAP 47 se puede considerar que el enfriamiento estandar

proporciona mejores soluciones que el enfriamiento con variacién

dinamica del parametro a del 4% en combinacion con un porcentaje del

namero de ciclos de temperatura del 80%.

= En TSP 47 y QAP 80 la prueba no permite afirmar que existan

diferencias significativas en la calidad de las soluciones entre ambos

casos.
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TSP 47 TSP 80:
. . MED ____DESV Q ________________MED _____ DESV
| 100% lteraciones  498561,6 28723,43 | | 100% lteraciones  1761604,4  93123,83
MED MED DESV
A=4% Iteraciones  343455,28 62687,19 A=4% Iteraciones 2142448,5 297859,67
To=80% ' ' To=80% ' 104
Z =22,49>1,96= Zo/ Z =-122<-196=— Z(y
2 2
QAP 47: QAP 80:
100% Iteraciones  563650,78 38893,8 100% Iteraciones  1663308,76 100600,05
~ MED ! MED DESV
A=4% . A=4% .
To=80% Iteraciones ~ 518908,9 109670,15| T _gag, lteraciones  1599538,5 285546,93
Z =3,84>1,96 = Z(y Z=2,1>1,96= Z(y
2 2

Tabla 4.62: Intervalo de confianza para la diferencia de medias de iteraciones

entre el enfriamiento adaptativo (variacion dinamica del parametro a del 4% y

porcentaje del nimero de ciclos de temperatura del 80%) y el enfriamiento

estandar

= En TSP 47 y las dos instancias del problema QAP se puede considerar

gue el algoritmo basado en enfriamiento con variacién dinamica del

parametro a del 4% en combinaciéon con un porcentaje del numero de

ciclos de temperatura del 80% converge mas rapido que el algoritmo con

enfriamiento estandar.

= En TSP 80 se puede considerar que el algoritmo con enfriamiento

estandar converge mas rapido que el de enfriamiento con variacién

dinamica del parametro a del 4% en combinacion con un porcentaje del

namero de ciclos de temperatura del 80%.
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A continuacién, se recoge en forma resumida la informacion de la comparativa

en sendas tablas, una sobre objetivos y otra sobre convergencia temporal.

En la tabla 4.63, el simbolo '+' significa que el algoritmo con enfriamiento

estandar da mejores soluciones,

=' quiere decir que la diferencia no es

significativa, y '-' significa que el algoritmo con enfriamiento estandar ofrece

soluciones de peor calidad.

2% 3%

Instancia 50% 60% 70% 80% 50% 60% 70% 80%
TSP 47 + + = = = = - -
TSP 80 = = = = = - - +
QAP 47 + + + + + = + +
QAP 80 + + + + + = = =

Tabla 4.63: Resumen de la comparativa mediante intervalo de confianza al

95% para la diferencia de medias de objetivos segun la distribucién normal.

4%

Instancia 50% 60% 70% 80%
TSP 47 = = = =
TSP 80 + = + +
QAP 47 + = + +
QAP 80 + = = =

Tabla 4.63 (cont): Resumen de la comparativa
mediante intervalo de confianza al 95% para la
diferencia de medias de objetivos segun la

distribuciéon normal.
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En la tabla 4.64, '+' significa que el algoritmo con enfriamiento estandar
converge mas rapido, '=' quiere decir que la diferencia no es significativa, y '-'

significa que el algoritmo con enfriamiento estandar converge mas lentamente.

2% 3%

Instancia 50% 60% 70% 80% 50% 60% 70% 80%

TSP 47 - - - - - - - -

TSP 80 - - - - - - - -

QAP 47 - - - - - - - -

QAP 80 - - - - - - - -

Tabla 4.64: Resumen de la comparativa mediante intervalo de confianza al 95%
para la diferencia de medias de numero de iteraciones segun la distribucién

normal

4%

Instancia 50% 60% 70% 80%
TSP 47 - - - -
TSP 80 - - - +
QAP 47 - - . .
QAP 80 - - - -

Tabla 4.64 (cont): Resumen de la comparativa
mediante intervalo de confianza al 95% para la
diferencia de medias de numero de iteraciones

segun la distribucion normal
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Conclusiones

Con respecto al estudio combinado de la influencia de la temperatura inicial y el
pardmetro a en la eficiencia del algoritmo, analizando los resultados y gréaficas
obtenidos, puede observarse que cuanto mayor es el porcentaje de incremento
de a y mayor es el porcentaje del numero de ciclos de enfriamiento respecto al
total de ciclos para la temperatura inicial estandar, mayor es el tiempo de
ejecucion del algoritmo, ya que la temperatura desciende mas lentamente, y
como era previsible, cuanto menor es el porcentaje del nimero de ciclos de
enfriamiento respecto al total de ciclos para la temperatura inicial estandar

peores son las soluciones obtenidas.

Tras el analisis estadistico realizado, se puede concluir con respecto al tiempo
de ejecucion que, para las dos instancias de los problemas TSP y QAP, el
algoritmo con enfriamiento adaptativo en todas sus combinaciones converge
mas rapidamente que el algoritmo con enfriamiento estandar, exceptuando el
caso del TSP 80 con porcentaje de incremento de a del 4% y porcentaje del

namero de ciclos de temperatura del 80%.

Con respecto a la calidad del objetivo, la combinacién de parametros para los
que el objetivo medio no es significativamente diferente (peor) que el obtenido

en el caso estandar, se produce en dos casos:

= Porcentaje de incremento de a del 3% y porcentaje del nimero de ciclos

de temperatura del 60%.

= Porcentaje de incremento de a del 4% y porcentaje del nimero de ciclos

de temperatura del 60%.
Si bien, en el primer caso la convergencia es mas rapida.

En cuanto a la desviacion tipica del objetivo, la obtenida con el enfriamiento
adaptativo combinado no es significativamente diferente (peor) que la obtenida
con el enfriamiento estandar en ninguno de los problemas tratados. En las dos
instancias del problema TSP la desviacion del objetivo mejora con respecto al
caso estandar y en las dos instancias del problema QAP es similar. Por tanto,
puede afirmarse que la variante adaptativa con porcentaje del 2% de
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incremento del parametro a combinado con porcentaje del 60% del nimero de
ciclos de temperatura constituye un algoritmo mas robusto que el del

enfriamiento estandar.

La principal conclusion que puede extraerse de la comparativa realizada es que
el algoritmo con enfriamiento adaptativo basado en la variacion dinamica del
parametro a del 3% en combinacion con un porcentaje del numero de ciclos de
temperatura del 60% proporciona un objetivo medio y una desviacion tipica del
objetivo estadisticamente similares a los del enfriamiento estandar, con una

mayor reduccion del tiempo de ejecucion (iteraciones).

4.4. ANALISIS CONJUNTO DE LAS PRUEBAS REALIZADAS

El recocido simulado, como se ha mencionado previamente, es una de las mas
importantes meta-heuristicas, siendo bien conocidas sus propiedades de
convergencia hacia soluciones de alta calidad aunque con un elevado tiempo

computacional.

Tras el andlisis estadistico realizado en los tres estudios, las conclusiones

extraidas son:

1. En la influencia de la temperatura inicial en el comportamiento del
algoritmo, se puede concluir que para un porcentaje de ciclos de
enfriamiento igual o superior al 50% la calidad de la solucién media
obtenida (objetivo) no es significativamente diferente (peor) con

respecto a la obtenida con la temperatura inicial estandar.

2. En la influencia del parametro a cuando éste se modifica
dinAmicamente en la ecuacion de reduccion exponencial de la
temperatura, se puede concluir que el comportamiento del algoritmo
con un porcentaje de variacién dinamica del 2%, proporciona un
objetivo estadisticamente similar con una mayor reduccion del tiempo

de ejecucion (iteraciones) respecto al caso estandar.
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3. En la influencia combinada de la temperatura inicial y el parametro a
en la eficiencia del algoritmo, se puede concluir que el algoritmo
basado en enfriamiento con variacién dinamica del parametro a del
3% en combinacion con un porcentaje del niumero de ciclos de
temperatura del 60% mantiene un objetivo medio y una desviacion
tipica del objetivo estadisticamente similares a los del algoritmo
estandar reduciendo el tiempo de ejecucion (iteraciones).

El objetivo de los tres estudios es determinar la combinacion de parametros
que, manteniendo un objetivo medio y una desviacion tipica del objetivo
estadisticamente similares a los del algoritmo estandar, consigan reducir al

maximo el tiempo de ejecucion (iteraciones).

A la vista de los resultados obtenidos, se concluye que la mejor soluciéon
corresponde al estudio tercero, consistente en la evaluacion combinada de la
influencia de la temperatura inicial y el pardmetro a en la eficiencia del
algoritmo. Es decir, el algoritmo basado en enfriamiento con variacién dindmica
del parametro a del 3% en combinacion con un porcentaje del nimero de ciclos
de temperatura del 60% mantiene un objetivo medio y una desviacion tipica del
objetivo estadisticamente similares a los del algoritmo estandar reduciendo al
maximo el tiempo de ejecucion (iteraciones). De hecho, la reduccién del tiempo
de ejecucién es muy notable: el enfriamiento adaptativo éptimo requiere el 30%
del tiempo medio que emplea el enfriamiento estandar con los valores usuales

de los parametros.
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Capitulo 5: Una aplicacion practica
de la Estrategia de Enfriamiento
Adaptativo: Problema de Seleccion

de Carteras de Inversion

“Innovar es encontrar nuevos o
mejorados usos a los recursos
de que ya disponemos”

Peter Drucker
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5. Una aplicacion practica de la Estrategia de Enfriamiento Adaptativo:

Problema de Seleccién de Carteras de Inversion

5.1. EL PROBLEMA DE LA SELECCION DE CARTERAS DE
INVERSION

En este capitulo, se presentan los fundamentos en el mundo financiero del
Modelo de Markowitz [MARK52] y, que hoy en dia, suponen la base teorica
moderna de la seleccion de carteras de inversion. Markowitz inici0 una
revolucion al sugerir que la mejor manera de evaluar un activo es mediante el
calculo de la media y varianza de sus rendimientos, asi como su correlacion
con respecto a otros activos de la cartera. Explica que el inversor, en su
empefo por elegir aquellos activos que sean mas prometedores, va a invertir
en distintos activos financieros cuyos comportamientos son inciertos. Por esta
razon, propone abordar la cartera como un Unico elemento del cual deben
estudiarse las caracteristicas de riesgo y de rendimiento global en lugar de

tratarse por separado.

Las carteras de inversion ofrecen la posibilidad de obtener mayores
rendimientos que los logrados invirtiendo en instrumentos financieros de forma
individual. Las carteras son un conjunto de valores financieros, en donde cada
valor tiene asociado un riesgo y un beneficio. La teoria de seleccion de
instrumentos financieros para la creacion de carteras de inversion desarrolla la

idea de la diversificacion de los instrumentos financieros [MARK70] partiendo
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del hecho de que si se combinan diferentes riesgos y beneficios se obtiene en
suma un equilibrio de las pérdidas y ganancias, lo que seria complicado de
obtener si solamente se invirtiera en un soélo valor. La combinacion de los
diferentes activos de inversion da como resultado una gran variedad de
posibilidades, obteniéndose diferentes carteras. El problema de Optimizacion
de Carteras de Inversion se ha seleccionado como aplicacién practica en esta
tesis y, establece la proporcion que debe ser invertida en cada tipo de activo,
de manera que se maximice el rendimiento para un cierto riesgo dado o bien

gue minimice el riesgo para un rendimiento esperado.

En el ambito financiero surgen problemas para cuya resolucion es necesario
realizar un proceso de optimizacion. Problemas que requieren determinadas
restricciones que nacen a partir de los propios mercados financieros, los
inversores, las transacciones, factores externos que pueden afectar al mercado
en general como es el entorno econdmico nacional e internacional, etc..
Ademas, cada inversor tendra su propia valoracién de lo que desea obtener,
del riesgo que esta dispuesto a asumir, el plazo de la inversion, los dividendos,
etc. La mayoria de estos problemas de optimizacioén son dificiles de resolver en
la préactica, entendiéndose por problema de optimizacion dificil de resolver
aquel para el que no se puede encontrar la solucién éptima en un tiempo

razonable.

La complejidad para resolver este problema de optimizacion, Problema de la
Seleccion de Carteras de Inversion (Portfolio Investment Problem, PIP), se
encuentra en el tipo de limitaciones que contiene y de los activos a incluir en la
cartera. Este problema ha servido como referencia en sus versiones mas
simplificadas o académicas para el estudio de nuevas técnicas de optimizacion
en las Ultimas décadas, por lo que se considera un problema fundamental de la

optimizacién combinatoria.

Diferentes investigadores han buscado fabricar modelos mas objetivos que
reflejen la complejidad de los mercados financieros, como es el problema
planteado por los investigadores Crama y Schyns [CRAMO1] que utilizaron

heuristicas para encontrar soluciones al Modelo extendido de Markowitz.
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Problema de Seleccién de Carteras de Inversion

5.1.1. Teoria Moderna de Carteras

El Problema de la Seleccion de Carteras de Inversidn consiste en construir una
cartera formada por un conjunto de activos financieros en que se divide la

inversion de un individuo o una institucion.

La construccion de una cartera de inversion [REIL97] equivale a realizar la
seleccion adecuada de los activos de inversidn que la integraran, asi como
también determinar la proporcion de dicha inversion que se destinara a cada

uno de estos activos.

Como ejemplo, en la figura 5.1, se muestra una cartera de inversion formada

por seis activos y el porcentaje de la cartera invertida en cada activo.

Cartera de Inversion

W Activo 1
W Activo 2
m Activo 3
W Activo 4

M Activo 5

M Activo 6

Figura 5.1: Ejemplo de una cartera de inversion

Cuando se construye una cartera hay que analizar dos conceptos basicos — la
rentabilidad y el riesgo —. Expresado de otra manera, beneficios que se
obtienen en funcion de la inversion y el riesgo que supone la inversiobn con
respecto al resultado de la inversion. Una cartera de inversion de valores se
define como la distribucion de un capital en diferentes opciones de inversion.
Una combinacion de activos o titulos individuales ofrecen un riesgo menor con
respecto a un activo o titulo individual. La determinacion de la estrategia Optima
de inversion para maximizar los beneficios de su capital final en un periodo, se

conoce como Optimizacion de una cartera de valores de inversion.
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El proceso de seleccionar activos financieros entre la gran variedad existente y
establecer la proporcion de la inversion a cada uno los seleccionados con el

objetivo de optimizar los beneficios, no es un proceso simple.

Los fundamentos basicos mas utilizados para tomar decisiones en el disefio de
las carteras se encuentran en el Modelo de Markowitz [MARK52] y, que hoy en
dia, suponen la base tedrica moderna de la seleccidon de carteras de inversion.
A partir de la publicacién de estos fundamentos, el problema de seleccion de
carteras [MARK59] se ha convertido en uno de las lineas mas extendidas de

investigacion en el mundo financiero.

Harry Markowitz, premio Nobel de Economia en el afio 1990, planted que la
manera de caracterizar un activo financiero es mediante el calculo de la media
y la varianza de sus rendimientos, asi como su comportamiento con respecto a
otros activos incluidos en la cartera. Bajo esta premisa, plantea estudiar la
cartera como un unico elemento del cual deben analizarse el riesgo y el

rendimiento global en lugar de tratarse por separado.

El proceder racional de un inversor se caracteriza por componer una cartera
que genere la maxima rentabilidad para un cierto riesgo, o bien, minimizar el
riesgo para una rentabilidad dada. Las investigaciones de Markowitz se
centraron en la construccion éptima de carteras y como se puede reducir el
riesgo de las rentabilidades optando por activos de diferente comportamiento.
La idea central del modelo es reducir el riesgo en la inversion a través de dividir
el capital en diferentes activos. Un inversor puede obtener un mayor beneficio
de su cartera por medio de la diversificacion. Gracias a este concepto, se
puede seleccionar un namero de activos que por si solos serian catalogados
como de mayor riesgo, pero que, formando parte de una combinacion de
activos, obtienen un mayor potencial de rentabilidad. Si bien existen beneficios
en la diversificacion, el riesgo de una cartera no puede eliminarse totalmente,

s6lo se puede minimizar.

En el planteamiento del Modelo de Markowitz, se trabaja con carteras basadas
en un solo periodo, donde Unicamente en el inicio se decide sobre la

distribucion del capital entre los diferentes activos.
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Se establecen otras premisas tales como:

La inversion es integral.

Los inversores tienen la misma informacion.

Los activos son infinitamente divisibles.

Las decisiones de compra y venta de valores no afectan el mercado.
No existen impuestos ni costes de transaccion.

Las decisiones se basan exclusivamente en los rendimientos esperados

y el riesgo.

Aversion al riesgo, significa que para un nivel de rendimiento esperado,
los inversores prefieren el minimo riesgo posible y ante un nivel de

riesgo dado, se decantaran por un mayor rendimiento.

La teoria de Markowitz se sustenta en dos hipotesis:

La rentabilidad de una cartera, es una variable aleatoria cuya
distribucién de probabilidad para un sélo periodo es conocida
(Unicamente en el inicio se decide sobre la distribucién del capital en los
diferentes valores). El beneficio en la inversion se caracteriza por la

esperanza matematica de la variable aleatoria.

El riesgo en la inversion se caracteriza por la varianza, o por la
desviacion tipica de la variable aleatoria que describe la rentabilidad de
una cartera. La minima varianza se obtiene con carteras bien

diversificadas.

La relacion existente entre rentabilidad y riesgo, y cOmo esta correlacion afecta

la composicion de una cartera, es el principal concepto que todo inversor debe

conocer. Los esfuerzos en la construccién de una cartera de valores se deben

centrar en distribuir éptimamente la inversion entre diferentes activos con la

idea esencial de diversificacion. La diversificacion es la mejor herramienta
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contra el riesgo. Esto se consigue combinando activos que maximicen la
rentabilidad para un riesgo esperado, o bien, minimizan el riesgo para una
rentabilidad determinada. A este modelo, planteado por Markowitz, se le
conoce como Teoria Media-Varianza o Teoria Moderna de Carteras (Modern

Portfolio Theory).

5.1.2. Rendimiento y Riesgo de una Cartera

El rendimiento esperado de una cartera p es una media ponderada de las
rentabilidades esperadas para los distintos activos individuales que

comprenden la cartera.

A continuacion, se van a definir la rentabilidad de un activo en un periodo de
tiempo; la rentabilidad media de un activo en un periodo de un tiempo; y la

rentabilidad de una cartera formada por un conjunto de activos.

Rentabilidad de un activo en un periodo

La rentabilidad individual b; (en tanto por uno) de un activo i en un periodo de

tiempo t se define por:

Pit — Pit_1

b =
Pit-1

Pi: es el precio del activo i al final del periodo t, y

Pit_1 es el precio del activo i al final del periodo t-1, o lo que es lo

mismo, el precio del activo i al comienzo del periodo t.
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Rentabilidad media de un activo en un periodo

La rentabilidad media b; de un activo i en un periodo de tiempo t se define por:

.
bit
t=1

— 1
bj ==

T
T indica el ndmero de periodos de tiempo con el histérico de

inversiones,

La varianza media de un activo i en un periodo de tiempo t se define por:

-
0 =T—1_12(bit b, )2
t=1
Como una cartera esta compuesta por diferentes activos, la varianza de la
cartera no depende sOlo de cada una de las varianzas individuales, sino
también de la covarianza de los rendimientos entre cada par de activos, es
decir, el riesgo de una cartera no es la suma de los riesgos de los valores que
la componen, sino que existe otra variable relacionada al riesgo total y esta es
la covarianza de los rendimientos. La covarianza indica cual sera el
comportamiento de un activo al producirse una variacién en el valor de otro

activo. Se define como:

i(bn ~bi ijt ‘E)

t=1

i = T-1

El valor de la covarianza puede ser:
= Positivo; cuando una accién sube, la otra también tiende a subir
»= Negativo; cuando uno sube, el otro tiende a bajar

= Proximo a cero; probablemente ambos activos no estén relacionados
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De la misma forma que existe un vector de rendimientos esperados

b =(by,...,b,), respecto al riesgo de una cartera, existe una matriz de

covarianzas:

2
0'1 0'12 O'ln
2
[Gij]= 921 92 - %2n
O'nl O'n2 O'n

Rentabilidad de una cartera formada por n activos

La rentabilidad de una cartera o rendimiento esperado formada por n activos

E[Rpj, se obtiene como la suma de rentabilidades por la proporcién de cada

activo i contenido en la cartera:
n__
i=1

donde b; y X; representan el rendimiento y el porcentaje (en tanto

por uno) de la cartera invertida en el activo i.

El riesgo se representa a través de la varianza o con la desviacion tipica y
representa el grado de dispersion en torno a la media del rendimiento del
activo. Una distribucion con rendimientos sumamente volatiles de un periodo
indica una elevada incertidumbre (riesgo) sobre el rendimiento posible de la
inversion realizada. Por consiguiente, cuanto mayor sea la varianza de la
distribucion de probabilidades de los posibles rendimientos de una inversion,

menos interesante resultara la cartera.

La varianza de una cartera se calcula como:

n n
2 2 2 2 2
0°(Rp) = X{ 07 +...+ XqO§ +2X1X2012 +...+ 2Xn1XnO(n—1)n = 2 D TijXi X
i=1j=1
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donde n es el numero de activos que constituyen la cartera, X; es el porcentaje

(en tanto por uno) de la cartera invertida en el i, 0; la desviacion tipica del

rendimiento del activo i y oj; es la covarianza del rendimiento del activo i con el

rendimiento del activo j.

5.1.3. Frontera Eficiente

En funcién de la variacion de la proporcion X; de la cartera invertida en el

activo i, se pueden obtener infinitas carteras. Si el conjunto de pares (E[Rpj,

GZ(Rp)) o combinaciones rentabilidad/riesgo se colocan en una grafica (ver

figura 5.1) donde el eje de abscisas es el riesgo de la cartera y el eje de
ordenadas su rendimiento, se obtiene una nube de puntos en las que se

podran observar carteras con mejor relacion rendimiento/riesgo que otras.

El conjunto de estas carteras eficientes — aquellas que dan menor riesgo para
una determinada rentabilidad media — se denomina Frontera Eficiente. Una vez
conocida ésta, el inversor elegirA su cartera 6ptima, en funcion de sus

preferencias.

Se define Frontera Eficiente como el subconjunto de puntos que representan la
minima varianza y por lo tanto caracterizan el conjunto de carteras con menor

riesgo para una determinada rentabilidad media.

El problema que se plantea es la de decidir entre los diferentes puntos del
mapa de oportunidades posibles [GOME91].
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Frontera eficiente
12,50%

11,50% —
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Figura 5.2: Frontera eficiente

5.2. CASO DE ESTUDIO: PROBLEMA DE SELECCION DE
CARTERAS DE INVERSION

Es posible considerar muchas variantes del problema de la seleccion de
carteras de inversion, de diferentes niveles de complejidad. ElI modelo
planteado, asume que el objetivo del inversor es construir una cartera que
minimice el riesgo para alcanzar una rentabilidad esperada. El problema

especifico que vamos a tratar presenta las siguientes caracteristicas generales:
= EI 100% del presupuesto tiene que ser invertido en la cartera,
» se limitan las operaciones a crédito, y

= se establecen el nimero maximo de activos que pueden ser incluidos en
la cartera de inversién. Esta condicidon es interesante por razones de

diversificacion.

La seleccion de una cartera en el que desea minimizar el riesgo para alcanzar
una rentabilidad esperada requiere la optimizacion del siguiente problema
[CRAMO1]:
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Minimizar el riesgo de la cartera:

n n 2
2 2.0iXixj =0°(Rp)
i=1j=1

Sujeto a:

E[Rp]s éﬁxi

OSXi <1 Vi=1..,n

0 six;=0

n
d; <K, siendo §; = .
Z‘l ' ' {1 six; >0

donde n es el numero de activos que pueden incluirse en la cartera, x; es el

tanto por uno de la cartera invertida en el activo i, 0; la desviacion tipica del

rendimiento del activo i y oj; es la covarianza del rendimiento del activo i con el

rendimiento del activo j, §;es una variable binaria que toma valor 1 cuando
Xj >0 y toma valor 0 cuando x; =0, y K es el nimero maximo de activos

seleccionables para la cartera.

5.2.1. Técnicas para la Optimizacion de Carteras

El problema de optimizacién de carteras ha sido tratado lo largo del tiempo por
diversas técnicas que, en su mayoria, estan basadas en el Modelo de
Markowitz. La complejidad para resolver el problema de optimizacién de
carteras se encuentra en el tipo de restricciones que contiene y de los activos a

incluir en la cartera.
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En el Modelo basico de Markowitz descrito anteriormente, la solucion mas
simple del problema se obtiene cuando se prescinde de la restriccion de no-
negatividad (posibilidad de venta de activos a corto plazo). Para este
planteamiento, el método clasico de Lagrange resulta muy efectivo para
encontrar soluciones de manera sencilla. Si incluimos, la restriccibn de no-
negatividad, el problema se vuelve mas complejo pudiendo resolverse
mediante algoritmos de Programacion Cuadratica (adaptacion de Wolfe al
meétodo Simplex) [WOLF59].

El mundo real financiero requiere determinadas exigencias, restricciones de
comercio, numero maximo de activos en las carteras, etc.. Estas nuevas
premisas conllevan que el problema se convierta en entero mixto no-lineal
haciendo que los algoritmos clasicos sean incapaces de resolverlo [CRAMO01],
[CRAMO3]. Diferentes investigadores, en las Ultimas décadas, han tratado de
resolver este tipo de problemas como es el caso de Perold [PERO84] que
ampli6 el numero de restricciones del modelo de Markowitz pero sin
limitaciones en el numero de activos. Si a este planteamiento, se incorporan,
restricciones de porcentaje de activo, de comercio, de cardinalidad, la
complejidad se acrecienta excesivamente en donde los métodos tradicionales

no son eficaces.

La aplicacion de algoritmos meta-heuristicos en la optimizacion de carteras de
inversion ha sido tratada por diferentes investigadores. Loraschi, Tettamanzi,
Tomassini y Verdarajan [LORA95] propusieron utilizar Algoritmos Evolutivos al
igual que Vedarajan, Chan y Goldberg [VEDA97], Bauer y Fitz-Gerald
[BAUEOO] y Korczak [KORCO3] entre otros. Bauer y Fitz-Gerald [BAUEOQ]
demostraron algunos de los potenciales de usar procesos evolutivos en la
bldsqueda de reglas atractivas de comercio. Chang, Meade, Beasley y Sharaiha
[CHANOO] trabajaron con diferentes meta-heuristicas, incluyendo el Recocido
Simulado, en un modelo en el que no incluyeron restricciones de comercio.
Maringer y Kellerer [MARIO3] obtuvieron resultados de alta calidad al problema
de optimizaciéon de carteras con restricciones de cardinalidad utilizando un
algoritmo hibrido de busqueda local que combina los principios del Recocido

Simulado con estrategias evolutivas. Mansini y Speranza [MANS99],
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[MANSO3], Chiodi [CHIOO03], kellerer [KELEOO] han realizado diferentes
trabajos sobre el problema de optimizacion de carteras con restricciones de
cardinalidad y teniendo en cuenta costes minimos de transaccion aplicando

técnicas heuristicas.

Uno de los trabajos de optimizacién con un elevado niamero de restricciones —
limitaciones de comercio y el nUmero maximo de activos — es el presentado por
Crama y Schyns [CRAMO01], [CRAMO3] en el que utilizan el algoritmo Recocido

Simulado para la solucién del problema de optimizacion.

Schlottmann y Seese [SCHLO04] realizan una justificacién acerca del porqué las
aplicaciones financieras se clasifican dentro de los problemas NP y del hecho
de que casi todos los problemas con valor practico y especificamente los de
finanzas, caen dentro de la clase de problemas NP-completos, debido a que
tienen una estructura combinatoria la cual es equivalente — con respecto a las
reducciones en tiempo polinomial — a dichos problemas NP-completos. Por
ejemplo, la seleccion de carteras es equivalente al conocido problema NP-

completo del Problema de la Mochila (Knapsack Problem).

Estos investigadores consideran que desde el punto de vista de la complejidad
computacional, el Modelo planteado por Markowitz es equivalente a resolver un
problema semejante al Problema de la Mochila usando variables de decisién
con valores reales. En la formulacién del Problema de la Mochila se consideran
variables de decision binarias, por lo tanto la complejidad es menor, si bien
aqui, la funcién objetivo no es lineal. Schlottmann y Seese hacen referencia a
varias publicaciones donde se ha implementado un Algoritmo Evolutivo con una

restriccion para la supervision del presupuesto de capital.

Fieldsend, Matatko y Peng [FIELO4] realizan una implementaciéon del Modelo
de Markowitz con restriccion de cardinalidad utilizando un algoritmo evolutivo,
donde sin nombrar especificamente el estilo de la representacion como
Problema de la Mochila, utilizan un procedimiento similar de generacién de los

individuos.
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5.3. FORMULACION MATEMATICA DEL PROBLEMA DE
SELECCION DE CARTERAS DE INVERSION

Para poder determinar la mejor solucion al problema de optimizacion de la
Seleccion de Carteras de Inversion lo vamos a formular en términos
matematicos. Puede definirse en sus aspectos fundamentales de la siguiente

forma:

El problema de optimizacion de cartera implica la asignacion de
inversiones a un namero de diferentes activos para minimizar el riesgo
para alcanzar una rentabilidad esperada, en un periodo de inversion
dado.

Como ya hemos comentado anteriormente, las carteras de inversion se
componen de un conjunto de activos financieros, cada uno de los cuales tiene
un riesgo y una rentabilidad. Estos activos, considerados en conjunto, ofrecen
la posibilidad de obtener mejores relaciones rentabilidad/riesgo a las logradas

invirtiendo en instrumentos financieros de forma individual.

Para seleccionar 6ptimamente una cartera de inversion sobre n activos, se

plantea de la siguiente manera:

» Cada activo es caracterizado por un rendimiento que varia

aleatoriamente con el tiempo. El riesgo de cada activo es medido por la
variacion de su rendimiento. Si cada X; — incognita del problema — del
vector X =(Xy,...,Xp) representa la proporcion del presupuesto del

inversor destinado al activo financiero i en la cartera, entonces el
rendimiento total de la cartera estd dado por el producto escalar del

vector x por el vector de rendimiento de los activos individuales

b =(by,...,b,). Cada b representa el rendimiento esperado del activo i.
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» Sitenemos la matriz Cpyp, , de las covarianzas de los n rendimientos, se

puede obtener el rendimiento medio (rendimiento esperado de la

n n n

cartera) por la expresion Zﬁxi y su riesgo definido por >’ Zcijxixj

donde Ojj €s la covarianza entre los rendimientos de los valores iy j

El Problema de optimizacion de una cartera p de inversion (Modelo Markowitz)

requiere definir previamente los parametros del problema:

Definir el n® de activos (productos financieros) disponibles.

Calcular los rendimientos de cada activo.

Calcular la matriz de covarianza Cpyp, -

n__
Calcular el rendimiento o rentabilidad de la cartera p: E[Rp]= > bjXi
i=1

n n
- .2
Calcular el riesgo de la cartera p: 0(Rp) = _Zl_zloijxi X;
|= J:

02(Rp) es la varianza de la cartera p. E[Rpj es la rentabilidad o

rendimiento de la cartera p, que son el conjunto de proporciones

gue minimizan el riesgo de la cartera.

Definir funcion objetivo y restricciones. La teoria de Markowitz
presenta un modelo simplificado de la realidad. EI mundo real
financiero requiere determinadas exigencias y limitaciones. Estos
factores, que el modelo de Markowitz no contempla, se convierten en
restricciones de caracter realista que deben ser tenidas en cuenta por
los gestores de cartera. Una de las principales es establecer la
cardinalidad de la cartera, es decir, limitar el niumero de productos
distintos que pueden incluirse en la cartera de inversion de modo que

sea posible establecer un maximo y minimo nimero de activos a
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invertir. Conviene establecer la cardinalidad de una cartera por

razones de diversificacion.

A continuacion, se va a realizar una definicion matematica formal del problema
de la selecciébn de carteras de inversion como problema de optimizacion
combinatoria. Para ello es necesario considerar una discretizacion de las
variables del problema, las cuales representan el tanto por uno seleccionado en
la cartera de inversion para cada uno de los activos financieros disponibles.
Tedricamente, estas variables toman valores reales en el intervalo [0,1], por lo
que en el dominio discreto a considerar se tomaran m+l valores
uniformemente distribuidos en dicho intervalo (incluyendo obviamente los
valores 0 y 1). El valor usual de m empleado en la practica es m = 100, lo que
supone como dominio para las variables el conjunto
D={0,0'01,0'02,0'03,...,0'99,1}.

Definicién (Problema de la Seleccién de Carteras de Inversion). El
Problema de la Seleccion de Carteras de Inversion (Portfolio Investment
Problem, PIP) consiste en disefiar una cartera p que minimice el riesgo para
alcanzar una rentabilidad esperada minima a partir de un conjunto de n activos
financieros infinitamente divisibles. Formalmente, el problema puede

describirse mediante la cuadrupla (X,S,f,R):

= X = {xl,..., xn}, es el conjunto de variables del problema, en el que cada

variable X; representa la proporcion (tanto por uno) del presupuesto del

inversor destinado al activo i en la cartera p. El dominio finito para cada
una de las n variables es un conjunto de m+l valores reales

uniformemente distribuidos en el intervalo [0,1] (incluyendo los valores 0
y1).
» S=D", es el espacio de soluciones del problema, de tamafio

#S = (m+l)n. Una solucion arbitraria del problema se representa
mediante un vector X :(Xl,...,xn)eS. La estructura de la solucion se

codificada en un vector (xl,...,xn), donde cada variable X; representa la
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proporcion del activo i en la cartera p. Si  x; = 0, el activo i no esta

incluido en la cartera.

= £S >R u{O}, es la funcion objetivo a minimizar, funcion determinada

por la expresion:

n n
f(x) =2 2. 0ixxj = az(Rp)

i=1j=1

donde oj; es la covarianza entre los rendimientos de los valores iy |

» R= {rl,... ,rn+3}, es el conjunto de restricciones:

n__
r: E[Rp] < Zbixi
i=1

n
ro: Y x =1
i=1
y2:0<x <1 (i=1..n)

n
Mgt 2.8 <K, &=

{O six; =0
i=1

1 SiXi >0

La restriccion r,; es la restriccion de rentabilidad esperada minima, y
expresa la condicion de alcanzar la rentabilidad esperada de la
inversion; r, es la restriccién de presupuesto, e indica que el 100% del
presupuesto sea invertido en la cartera p; ri2, con i=1..,n, son las
restricciones de no negatividad, e indican que no se permiten ventas a
crédito; finalmente, ry.3 €s la restriccién de cardinalidad, que limita a K el

namero maximo de activos distintos que pueden incluirse en la cartera.

El objetivo del problema consiste en encontrar una solucion,

Sopt=(sl,...,sn)eS, gue minimice globalmente la funcién objetivo f, de tal

forma que se satisfagan todas las restricciones impuestas entre las variables.
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El espacio de soluciones viables es el conjunto
S = {x = (Xqees Xp) | Mo rn+3}gS, formado por las variaciones con repeticion
de orden n de m+1 valores discretos en el intervalo [0,1] que suman 1 con al
menos n-K ceros. El tamafo de dicho espacio de soluciones viables no puede

(n +m—1)!j

determinarse directamente, pero esta acotado por #s” <[ i(n—1)
m!(n —1)!

Esta definicidon constituye un modelo matematico que incluye los aspectos
principales del problema. Perold enriquecié el Modelo de Markowitz
introduciendo ciertas restricciones que reflejan mejor el mundo financiero real
[PERO84]. En esta tesis se han planteado algunas de las restricciones

propuestas en su Modelo.

El mundo real financiero posee algunas exigencias y requisitos adicionales
propios de la seleccion de carteras de inversion reales que deben tenerse en
cuenta por los gestores. Entre las principales restricciones, pueden enumerarse

brevemente:

» Restricciones — Maximo y Minimo — para la inversiéon de un activo:
definen los limites superiores e inferiores de la proporciéon de cada activo
permitido incluir en la cartera. Estas limitaciones pueden derivarse de la
politica de diversificacién de la cartera o para descartar inversiones en

donde los costes de gestion superen a los posibles beneficios.

= Restricciones de Volumen de Compra y Venta: define los limites en la
variacion de compra o venta de productos financieros respecto a la

cartera inicial.

» Restricciones Minimas de Comercio: define la variacion minima de los
diferentes activos respecto a la cartera inicial. Para un activo, en un
periodo de tiempo, se tienen tres opciones respecto de la cartera inicial —
las proporciones del activo permanecen igual o una minima cantidad

debe ser vendida o una minima cantidad debe ser comprada.
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= Restriccién de round-lot que obliga a que los porcentajes de inversion

por activo equivalgan a acciones divisibles por el tamafio del lote.

= Restricciones de capitalizacion del mercado que mide la tendencia a
invertir en sectores con mayor valor de capitalizacion con el objetivo de

reducir el riesgo.

= Existen otras restricciones como, por ejemplo, las derivadas de un

mercado concreto, de los impuestos, costes de transacciones, etc.

5.4. RESOLUCION DEL PROBLEMA DE LA CARTERA DE
VALORES MEDIANTE RECOCIDO SIMULADO CON LA
ESTRATEGIA DE ENFRIAMIENTO ADAPTATIVO OPTIMO

A continuacién, se presentan las pruebas realizadas en la resolucién del
problema de la cartera de valores mediante la meta-heuristica del recocido
simulado. Respecto al programa de enfriamiento, se ha utilizado Ila
combinacion oOptima de parametros determinada en el capitulo anterior: La
temperatura inicial corresponde al 60% del nimero de ciclos de enfriamiento
apropiado para la temperatura inicial estandar, y el parametro a de reduccién
de la temperatura varia con porcentaje de incremento del 3%, con lo que se
mantiene un objetivo medio y una desviacion tipica del objetivo
estadisticamente similares a los del algoritmo estandar, reduciendo al maximo
el tiempo de ejecucidon. Se han realizado un total de 100 ejecuciones tomando
como base la misma instancia del problema de la cartera de valores,
obteniéndose la media, y la desviacion tipica del objetivo y del nimero de
iteraciones. La instancia utilizada en las pruebas es una muestra de 46 activos
del indice EURO STOXX 50 sobre un periodo total de 12 afios. El software
desarrollado para soportar el algoritmo del recocido simulado con la estrategia
de enfriamiento adaptativo y su aplicacion al problema de seleccidon de carteras
de inversion, se ha realizado mediante una metodologia de disefio y

programacion orientada a objetos en el lenguaje de programacién C++. Las
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pruebas se han ejecutado en un computador personal con unos tiempos que

oscilan entre 17 y 49 segundos para el algoritmo con enfriamiento adaptativo

optimo, y entre 82 y 117 segundos para el algoritmo con enfriamiento estandar.

La proporcion entre el nUmero total de iteraciones y el tiempo de ejecucion es

constante en ambos casos, aproximadamente igual a 35000 iteraciones por

segundo. Por ello, en la tabla de resultados se proporciona como informacién

de convergencia solo la relativa al numero total de iteraciones efectuadas.

La tabla 5.1 muestra los valores promedios de rentabilidades y desviaciones

tipicas semanales calculados en base a datos semanales de 12 afios para una

muestra de 46 activos del indice EURO STOXX 50, utilizados en la aplicacion

del problema de seleccién de carteras de inversion.

. . Rentabilidad | Desviacion tipica
Activos Acrénimo . .
media de la rentabilidad
AIR LIQUIDE SA Al 0,17% 3,35%
ALLIANZ SE-REG ALV -0,04% 5,44%
ALSTOM ALO 0,01% 8,24%
ARCELORMITTAL MT 0,42% 7,99%
AXA SA CS 0,06% 6,12%
BANCO SANTANDER SA SAN 0,09% 4,89%
BASF SE BAS 0,23% 4,38%
BAYER AG-REG BAYN 0,15% 4,82%
BAYERISCHE MOTOREN WERKE AG BMW 0,22% 4,71%
BANCO BILBAO VIZCAYA ARGENTA BBVA 0,05% 4,84%
BNP PARIBAS BNP 0,19% 5,56%
CARREFOUR SA CA -0,08% 4,16%
CRH PLC CRH 0,10% 4,85%
DAIMLER AG-REGISTERED SHARES DAI 0,08% 5,21%
DANONE BN 0,14% 3,36%
DEUTSCHE BANK AG-REGISTERED DBK 0,08% 5,94%
DEUTSCHE TELEKOM AG-REG DTE -0,22% 4,88%
E.ON SE EOAN 0,16% 4,09%
ENEL SPA ENEL -0,02% 3,34%
ENI SPA ENI 0,15% 3,82%
FRANCE TELECOM SA FTE -0,15% 6,24%
ASSICURAZIONI GENERALI G -0,04% 3,79%
IBERDROLA SA IBE 0,17% 3,66%
ING GROEP NV-CVA INGA 0,07% 6,88%
INTESA SANPAOLO ISP 0,06% 5,27%
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KONINKLIJKE PHILIPS NV PHIA 0,09% 5,65%
L'OREAL OR 0,07% 3,40%
LVMH MOET HENNESSY LOUIS VUI MC 0,15% 4,66%
MUENCHENER RUECKVER AG-REG MUV2 -0,01% 4,87%
NOKIA OYJ NOK1V -0,11% 6,18%
REPSOL SA REP 0,08% 3,97%
RWE AG RWE 0,13% 3,94%
COMPAGNIE DE SAINT-GOBAIN SGO 0,14% 5,22%
SANOFI SAN 0,11% 4,06%
SAP AG SAP 0,19% 6,06%
SCHNEIDER ELECTRIC SA SU 0,18% 4,71%
SIEMENS AG-REG SIE 0,16% 5,31%
SOCIETE GENERALE GLE 0,17% 5,90%
TELECOM ITALIA SPA TIT -0,15% 5,09%
TELEFONICA SA TEF 0,07% 4,13%
TOTAL SA FP 0,11% 3,61%
UNIBAIL-RODAMCO SE UL 0,35% 3,56%
UNICREDIT SPA UCG 0,02% 5,53%
UNILEVER NV-CVA UNA 0,09% 3,45%
VINCI SA DG 0,30% 3,93%
VIVENDI VIV -0,09% 5,61%

Tabla 5.1: Promedios de rentabilidades y desviaciones tipicas semanales

Fuente: Elaboracion propia a partir de Bloomberg.

A continuacién, se muestran los parametros del problema de la seleccion de

carteras de inversion que se han utilizado para las pruebas:
= NuUmero de activos n = 46
= Numero maximo de activos en la cartera K =15
= Numero de valores de discretizacion m = 100

= Rentabilidad minima 0.002
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La tabla 5.2, muestra los pardmetros de los programas de enfriamiento

estandar y enfriamiento adaptativo Optimo utilizados en el problema de

seleccion de carteras de inversion:

Enfriamiento estandar

Enfriamiento adaptativo 6ptimo

- Temperatura inicial (100%)
To = 0,0007580744
- Alfa0.95

- N° de iteraciones para cada ciclo
de temperatura: 13917

- Criterio de fin (n° de iteraciones

sin mejoras) 21393

Temperatura inicial (60%)
Tp = 0,000012815¢
Alfa inicial 0.8

N° de iteraciones para cada ciclo
de temperatura: 13917

Factor de incremento de alfa 0.03

Criterio de fin (n° de iteraciones sin
mejoras) 21393

Tabla 5.2: Parametros de los programas de enfriamiento
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5. Una aplicacion préactica de la Estrategia de Enfriamiento Adaptativo:

Problema de Seleccién de Carteras de Inversion

En la tabla 5.3, estdn recogidos los datos de numero de iteraciones,
temperatura inicial, temperatura final y objetivo, junto con la media, desviacion,
valor maximo y valor minimo, para cada una de las 100 ejecuciones con los
dos programas de enfriamiento — enfriamiento multiplicativo exponencial
estandar y enfriamiento adaptativo 6ptimo — tomando como base la misma

instancia del problema de la seleccion de cartera de valores.

Enfriamiento multiplicativo exponencial estandar

Iteraciones To T, Objetivo (%)
Media 2934367,17 0,0007580744 | 0,0000000188 0,0582%
Desviacion 197662,64 0,0000000000 | 0,0000000098 0,0005%
Maximo 4078132 0,0007580744 | 0,0000000467 0,0602%
Minimo 2631928 0,0007580744 | 0,0000000002 0,0576%

Enfriamiento adaptativo 6ptimo

Iteraciones To T, Objetivo (%)
Media 1022164,15 0,0000128155 | 0,0000000207 0,0582%
Desviacion 210026,14 0,0000000000 | 0,0000000091 0,0007%
Maximo 1727303 0,0000128155 | 0,0000000625 0,0627%
Minimo 616783 0,0000128155 | 0,0000000062 0,0576%

Tabla 5.3: Resultados programas de enfriamiento estandar y adaptativo 6ptimo
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Cartera Optima

En las figuras 5.3 y 5.4, se muestran las carteras Optimas de inversion
formadas por los diferentes activos y el porcentaje de la inversion destinado a
dicho valor con el programa de enfriamiento estandar y con el programa de

enfriamiento adaptativo 6ptimo.

Cartera Optima con enfriamiento
estandar

Al CRH
6% 1% BN

FP
1%

Figura 5.3: Cartera de inversion con el programa de enfriamiento

estandar (solucion 6ptima)

Cartera optima con enfriamiento adaptativo
optimo

Al CRH
6% 1% BN

Figura 5.4: Cartera de inversion con el programa de enfriamiento

adaptativo 6ptimo (solucion éptima)
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Capitulo 6: Conclusiones y Lineas

Futuras

“No hay secretos para el éxito. Este se
alcanza preparandose, trabajando

arduamente y aprendiendo del fracaso”

Colin Powell
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6.1.

6. Conclusiones y Lineas Futuras

CONCLUSIONES SOBRE EL TRABAJO REALIZADO

El objetivo principal de esta tesis doctoral, enmarcada dentro del area de la

optimizacibn combinatoria, ha sido el desarrollo de una estrategia de

enfriamiento adaptativo para el algoritmo del recocido simulado.

Con este fin, se ha realizado un trabajo de investigacién que ha obtenido los

siguientes resultados:

Se ha realizado una revision general del campo de la optimizacién
combinatoria, de los problemas fundamentales que surgen en este
campo, y de los principales algoritmos meta-heuristicos de resolucion.
Para ello, en primer lugar se han expuesto las definiciones, terminologia
y notacion de los conceptos fundamentales de la optimizacion
combinatoria: definicion formal del problema genérico de optimizacion
combinatoria, soluciones y sus tipos, complejidad algoritmica de los
problemas de optimizacién combinatoria. A continuacion, se ha realizado
una descripcién formal de los problemas fundamentales de optimizacién
combinatoria: el problema del viajante comercial, el problema de la
planificacion de rutas de distribucion, el problema del empaquetado, el
problema de la particion, el problema de la asignacién cuadratica, el
problema de la mochila, el problema de la maxima diversidad y el
problema de la programacion de operaciones de produccion. Estos
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problemas han servido como referencia para el estudio de nuevas
técnicas de optimizacion combinatoria durante las ultimas décadas, por
lo que se consideran problemas fundamentales de la optimizacion
combinatoria. Finalmente, dado que la presente tesis se centra en el
analisis detallado y la mejora de una de las técnicas de resolucion mas
relevantes, el recocido simulado, y con el fin de comprender mejor y
enmarcar este algoritmo, se ha realizado una breve descripcion de las
técnicas meta-heuristicas mas importantes que pueden encontrarse en
la literatura cientifica: busqueda tabu, algoritmos evolutivos y genéticos,
optimizacion por enjambre de particulas inteligentes, busqueda dispersa,
algoritmo GRASP, optimizacion por colonia de hormigas, etc.,
estableciéndose una completa taxonomia o clasificacion basica de las

meta-heuristicas de acuerdo con diversos criterios.

Para el estudio del algoritmo meta-heuristico del recocido simulado, se
han presentado los fundamentos fisicos en que esta basado y se ha
descrito detalladamente este algoritmo. Con el objetivo de disefiar una
estrategia de enfriamiento adaptativo para el algoritmo del recocido
simulado, se ha realizado un primer estudio comparativo riguroso entre
las principales funciones de reduccion de la temperatura aplicables al
programa de enfriamiento caracteristico del recocido simulado. Para ello
se ha evaluado un conjunto representativo de programas con diferentes
funciones de enfriamiento de la literatura: cuatro de enfriamiento
mono6tono multiplicativo, cuatro de enfriamiento mondétono aditivo, y uno
de enfriamiento no mono6tono adaptativo [DIAZ08]. Todos ellos se
componen al menos de los tres parametros planteados en el programa
de enfriamiento original de Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [KIRK83]:
temperatura inicial T, funcibn de decremento de la temperatura
(caracteristica objeto de la comparativa), y numero L de transiciones de
estado para cada valor de la temperatura. Precisamente, como
conclusiébn de este estudio puede afirmarse que el enfriamiento
multiplicativo exponencial, el estandar propuesto por Kirkpatrick, Gelatt y

Vecchi, es uno de los mejores, sin diferencias estadisticamente
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significativas en eficiencia respecto a las restantes mejores funciones de

enfriamiento contrastadas.

El recocido simulado se caracteriza por sus propiedades de
convergencia hacia soluciones de alta calidad pero con un elevado
tiempo computacional. Con esta premisa, esta investigacion se ha
centrado en reducir el tiempo de ejecucion del algoritmo manteniendo la
calidad de las soluciones. Teniendo esto en cuenta, se han realizado
tres estudios originales sobre la influencia de los parametros del
programa de enfriamiento en el comportamiento del algoritmo, utilizando
como referencia el enfriamiento multiplicativo exponencial, y ejecutando
las pruebas sobre dos casos concretos (instancias) de dos problemas
clasicos de optimizacibn combinatoria: el problema del viajante
comercial (TSP), y el problema de la asignacion cuadratica (QAP). Estos
estudios son: la influencia de la temperatura inicial en el comportamiento
del algoritmo; la influencia del parametro a cuando éste se modifica
dinamicamente en la ecuacion de reduccién exponencial de la
temperatura, y la influencia combinada de la temperatura inicial y el

pardmetro a en la eficiencia del algoritmo.

Finalmente, se ha desarrollado una aplicacion practica sobre una
importante &rea de gran interés en la economia: El problema de
Optimizacion de Carteras de Inversion. Se ha realizado una definicién
matematica formal del problema de la seleccién de carteras de inversion
como problema de optimizacion combinatoria. Se ha implementado una
aplicacion informética que resuelve dicho problema mediante la meta-
heuristica del recocido simulado, y se ha realizado un conjunto de
pruebas utilizando en el programa de enfriamiento la combinacion
Optima de parametros determinada como consecuencia de los tres

estudios previos.
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Los resultados de los estudios anteriormente citados permiten extraer las

siguientes conclusiones generales:

En el estudio comparativo entre funciones de decremento de la
temperatura aplicables al programa de enfriamiento del algoritmo meta-
heuristico del recocido simulado, con respecto al nivel de la calidad del
objetivo y su relacién con la forma de la curva de decrecimiento de la
temperatura, puede afirmarse que el algoritmo del recocido simulado
funciona bien respecto a su capacidad de escape de 6ptimos locales
cuando la curva tiene pendiente moderada en las partes inicial y central
del procesamiento, y mas suave en la parte final del mismo, tal como
sucede en el enfriamiento multiplicativo exponencial estandar. La forma
concreta (convexa, sigmoidal) de la curva en las partes inicial y central
no parece relevante, pero en la parte final una curva de descenso mas
suave puede favorecer mejores niveles de optimizacién. Con respecto al
tiempo de ejecucién, todos los programas de enfriamiento estudiados
para el recocido simulado presentan un coste similar, debido —
l6gicamente — a que sus parametros han sido configurados para
asemejarse en este comportamiento al enfriamiento multiplicativo
exponencial de referencia. Sin embargo, la desviacion tipica del nimero
de iteraciones efectuadas parece estar en relacién con la cola de la
curva de reduccion de la temperatura en la fase final del algoritmo. Una
cola inversamente logaritmica produce un descenso final de la
temperatura mas suave y de mayor desviacion, mientras que las colas
de tipo inversamente lineal o cuadratico generan menor desviacion.
Precisamente el enfriamiento multiplicativo exponencial y el enfriamiento
adaptativo, basado en el anterior, poseen una cola que se anula mas
rapidamente y proporcionan los mejores valores de desviacion temporal

del algoritmo.

La conclusion del estudio de la influencia de la temperatura inicial en la
eficiencia del recocido simulado es que para un porcentaje de ciclos de
enfriamiento igual o superior al 50% la calidad de la solucion media
obtenida (objetivo) no es significativamente diferente (peor) que la

obtenida con la temperatura inicial estandar.
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La conclusion del estudio de la influencia de la variacion dinamica del
parametro a en la eficiencia del recocido simulado es que el enfriamiento
con un porcentaje de variacion dinamica del parametro a del 2%
proporciona un objetivo estadisticamente similar al enfriamiento

estandar, con reduccion del tiempo de ejecucion (iteraciones).

La conclusion del estudio combinado de la influencia del parametro a
dindmico y la temperatura inicial en la eficiencia del recocido simulado
es que el algoritmo con enfriamiento adaptativo basado en la variacion
dinamica del parametro a del 3% en combinacion con un porcentaje del
namero de ciclos de temperatura del 60% proporciona un objetivo medio
y una desviacion tipica del objetivo estadisticamente similares a los del

enfriamiento estandar, reduciendo el tiempo de ejecucion (iteraciones).

La principal conclusion del andlisis conjunto de los tres estudios
realizados es que el algoritmo con enfriamiento adaptativo basado en la
variacion dindmica del parametro a del 3% en combinacién con un
porcentaje del numero de ciclos de temperatura del 60% mantiene un
objetivo medio y una desviacidon tipica del objetivo estadisticamente
similares a los del algoritmo estandar, reduciendo al maximo el tiempo
de ejecucién (iteraciones) respecto a todos los casos contemplados
(enfriamiento adaptativo 6ptimo). De hecho, la reduccion del tiempo de
ejecucion es muy notable: el enfriamiento adaptativo 6ptimo requiere el
30% del tiempo medio que emplea el enfriamiento estandar con los

valores usuales de los parametros.

Finalmente, el buen comportamiento presentado por la estrategia de
enfriamiento adaptativo del algoritmo del recocido simulado en la
implementacion del problema de optimizacion de carteras de inversion,
tanto en la calidad de las soluciones obtenidas como en el tiempo medio
de ejecucion, ha demostrado la adecuacion de dicha estrategia para la
resoluciébn de problemas de optimizacion combinatoria de interés

practico.
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6.2. LINEAS FUTURAS DE INVESTIGACION

Las lineas futuras de investigacion que pueden desarrollarse como extension
del trabajo realizado resultan en su mayor parte evidentes a partir de la lectura

de esta memoria.
Las lineas de investigacion béasica se centran en los siguientes aspectos:

*» En la tesis se han realizado diversos estudios dirigidos a determinar la
influencia de determinados parametros del programa de enfriamiento en
la eficiencia de recocido simulado, concretamente la funcion de
reduccion de la temperatura en un primer estudio basico, y en los
estudios originales posteriores la temperatura inicial y la variacion
dinamica del parametro a para el enfriamiento multiplicativo exponencial,
mas la influencia combinada de ambos. Sin embargo, no se ha realizado
ninguna comprobacién de la influencia del tercer pardmetro que aparece
en el programa de enfriamiento original de Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi: el
namero L de transiciones de estado en cada ciclo de temperatura. De
acuerdo con el fundamento fisico tedrico del recocido simulado, este
parametro debe asegurar con probabilidad proxima a la unidad que en
cada valor de la temperatura se alcanza el equilibrio térmico, lo que
trasladado al ambito de los problemas de optimizacion combinatoria
supone que en cada temperatura debe poderse explorar completamente
la vecindad de la solucion en curso. Teniendo en cuenta esto, el valor de
L se ha calculado siempre a partir del tamafio m de la vecindad de las
soluciones como el numero de transformaciones necesarias para
explorar la vecindad de la solucion en curso con una probabilidad de
0,95. Resultaria interesante conocer la influencia de este parametro L en
la eficiencia del recocido simulado con diferentes probabilidades de

exploracién de la vecindad.

» Estudiar nuevos métodos de reduccién adaptativa de la temperatura,
combinados con el enfriamiento multiplicativo exponencial. Estos
meétodos podrian basarse, como el de Locatelli utilizado en la

comparativa realizada en el capitulo 2 de esta tesis, en modificar la
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temperatura en funcién de la distancia del objetivo en curso a un mejor
objetivo de referencia. Este objetivo de referencia podria ser el mejor
objetivo conseguido hasta el momento, una cota inferior del 6ptimo

global, etc.

Estudiar la utilidad del enfriamiento adaptativo 0ptimo en otras meta-
heuristicas trayectoriales y poblacionales que han sido combinadas con
el recocido simulado, tales como la busqueda tabu con recocido

simulado, o los algoritmos genéticos y evolutivos estocasticos.

Por otra parte, las lineas de investigacion aplicada a desarrollar son:

Desarrollar un modelo del problema de optimizaciébn de carteras de
inversion que incorpore todas las caracteristicas del mundo real
financiero, es decir, que tenga en cuenta las restricciones realistas

asociadas.

Finalmente, estudiar la utilidad de la estrategia de enfriamiento
adaptativo en la implementacion de otros problemas practicos de
optimizacién combinatoria tales como el problema de la asignacion de
rutas a vehiculos en el ambito del transporte y la distribucién, el
problema de la planificacion de turnos de trabajo en el @mbito laboral, el
problema de la programacion de produccién en la organizacion

industrial, etc.
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